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PREFACE. 


Le  second  Volume  de  mon  Traite  de  Mecanique  celeste^  que  je  publie 
aujourd'hui,  comprend  deux  sujets  principaux  : 

La  theorie  de  la  figure  des  corps  celestes  (Chapitres  I  a  XXI) ; 

Et  celle  de  leur  mouvement  de  rotation  (Chapitres  XXII  a  XXX). 

Les  trois  premiers  Chapitres  sont  consacr^s  a  la  demonstration  des 
th^oremes  g^n^raux  sur  Tattraction;  on  y  trouvera  notamment  les 
belles  recherches  de  Chasles  et  de  Green  concernant  I'attraction  des 
couches  de  niveau. 

L'attraction  des  ellipsoides  a  ete  trait^e  de  deux  facons,  d'abord  par 
Tanalyse  de  Lagrange  et  le  theoreme  d'lvory,  puis  par  la  belle  m^thode 
de  Gauss. 

J'aborde  ensuite  la  determination  de  la  figure  des  corps  celestes 
supposes  fluides  et  homogenes,  et  je  donne  une  discussion  complete 
des  ellipsoides  de  revolution  de  Maclaurin  et  des  ellipsoides  a  trois 
axes  in^gaux  de  Jacobi. 

M.  Poiricare,  dans  un  Memoire  recent,  a  fait  faire  a  la  theorie  un 
progres  considerable  en  prouvant  que,  en  dehors  des  ellipsoides,  il  existe 
une  infinite  de  figures  d'equilibre,  parmi  lesquelles  une  seule  est  stable. 
Je  ne  pouvais,  sans  depasser  le  cadre  de  mon  Ouvrage,  reproduire  sa 
savante  analyse,  et  je  me  suis  born^  a  en  donner  les  conclusions  un  pen 
plus  loin.  J'ai  pu  demontrer  du  moins  un  theoreme  important  du 
meme  geometre,  assignant  a  la  vitesse  de  rotation  une  limite  au  dela 
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de  laquelle  T^quilibre  cesse  d'etre  possible,  quelle  que  soit  la  figure 
du  corps. 

Jen'ai  pas  consacr^  moins  de  quatre  Cliapitresa  la  figure  de  I'anneau 
de  Saturne.  Apres  les  recherches  classiques  de  Laplace ,  j'ai  expose 
deux  Memoires  recents,  ou  rapproximation  a  ^te  poussee  beaucoup 
plus  loin,  par  M"'*"  Kowalewski  et  par  M.  Poincare.  Enfin,  je  crois 
avoir  rendu  plus  facile  la  lecture  du  travail  de  Maxwell  sur  I'anneau  de 
Saturne,  considere  comme  forme  d'un  grand  nombre  de  satellites. 

L'hypothese  de  Thomogen^ite  s'eloigne  beaucoup  de  la  realite. 
Quand  on  vent  di^terminer  la  figure  des  corps  celestes  en  tenant 
compte  de  la  condensation  graduelle  vers  le  centre,  on  pent  snivre 
deux  voies  ouvertes,  Tune  par  Clairant,  Tantre  par  Laplace.  Chacune 
a  ses  avantages  et  ses  inconvenients.  Dans  la  premiere,  on  suppose 
immediatement  que  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoldes  de  revo- 
lution; mais  on  n'a  recours  qu'aux  formules  tres  simples  qui  expriment 
Tattraction  de  ces  corps,  et  Ton  arrive  a  quelques  theoremes  d'une 
grande  gen^ralite,  car  ils  ont  lieu  quelle  que  soit  la  loi  de  variation  des 
densites,  continue  ou  non.  La  methode  de  Laplace  exige  des  develop- 
pements  analyti([ues  beaucoup  plus  etendus  ;  la  constitution  interieure 
pent  etre  plus  complexe,  les  surfaces  de  niveau  n'etant  pas  supposees 
de  revolution  ;  mais  elle  donne  lieu,  relativement  a  la  convergence  des 
series  employees,  a  des  difficultes  qui  n'ont  pas  encore  ete  entierement 
surmont^es. 

Je  partage  finalement  Topinion  de  M.  Airy,  qui  pr^fere  la  th^orie 
de  Clairant;  j'ai  expose  neanmoins  celle  de  Laplace,  avec  tons  les 
developpenients  qu'elle  comporte. 

J'ai  juge  utile  de  presenter  un  apercu  des  theories  geodesiques  les 
plus  importantes,  et,  pour  la  reduction  des  observations  du  pendule, 
j'ai  cherche  a  donner  une  idee  de  la  methode  de  la  condensation,  pro- 
posee  par  M.  Helmert. 

Dans  I'^tude   des  mouvements  de  rotation ,  j'ai  employe ,  d'apres 
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Poisson,  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  qui  per- 
met  de  trailer  de  la  meme  facon  les  deux  problemes  principaux  de  la 
M^canique  celeste  et  d'etablir  entre  eux  des  analogies  interessantes. 
J'ai  suivi  toutefois,  pour  Tint^gration  des  equations  du  mouvement  non 
trouble,  la  methode  de  Hamilton- Jacobi,  parce  qu'elle  conduit  imme- 
diatement  aux  formules  differentielles  qui  font  connaitre  les  variations 
des  constantes  arbitraires  dans  le  mouvement  trouble. 

Je  crois  avoir  discute  avec  soin  les  expressions  des  petits  deplace- 
ments  des  poles  a  la  surface  de  la  Terre,  et  les  tres  faibles  in^galites 
de  la  vitesse  de  rotation. 

Les  resultats  principaux  auraient  pu  sans  doute  etre  obtenus  plus 
rapidement  par  une  autre  voie.  Je  pense  n^anmoins  que,  en  raison  de 
sa  simplicity  theorique,  la  methode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires presente  ici  des  avantages  reels ;  Tinstrument  qu'elle  met  a  la 
disposition  du  calculateur  est  d'un  maniement  facile  et  uniforme,  et 
se  prete  sans  effort  a  la  solution  de  tons  les  problemes  qui  peuvent 
etre  soulev^s. 

La  question  de  la  libration  de  la  Lune  a  ete  traitee,  je  Tespere  du 
moins,  avec  toute  T^tendue  desirable. 

Me  trouvant  absorb^  par  la  preparation  du  Tome  III  de  mon  Ou- 

vrage,  j'ai  prie  M.  Radau  de  rediger  les  deux  derniers  Chapitres,  XXIX 

et  XXX,  qui  se  rapportent  a  des  travaux  recents,  ou  encore  peu  connus, 

de  divers  geometres,  ayant  pour  but  de  determiner  les  petites  influences 

que  peuvent  avoir  sur  la  rotation  de  la  Terre  les  actions  geologiques 

ou  meteorologiques  etles  marges.  Ces  Memoires  sont  tres  nombreux ; 

M.  Radau  a  r^ussi  a  les  embrasser  dans  une  synthese  claire  et  Elegante, 

qui  fournira  sans  doute  aux  jeunes  astronomes  des  sujets  de  recherches 

interessantes.  Je  lepried'agreer  mes  remerciements  sinceres.  M.  Radau 

m'a  d'ailleurs  aide  de  ses  conseils  dans  la  revision  des  epreuves.  M.  Cal- 

landreau  a  bien  voulu  aussi  me  continuer  son  precieux  concours, 

comme  il  Favait  fait  pour  le  Tome  I.  On  verra,  du  reste,  en  parcourant 
T.  -  II.  b 
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le  present  Volume,  que  MM.  Callandreau  et  Radau  ont  contribu^, 
pour  une  part  importante,  aux  progres  realises  par  la  th^orie  dans  ces 
dernieres  annees. 

Le  Tome  I  a  recu  du  public  scientifique  un  excellent  accueil ;  s'il  en 
est  de  meme  pour  le  Tome  II,  ce  sera  un  encouragement  puissant 
dans  la  tache  longue  et  difficile  que  j'ai  entreprise,  et  que  j'espere 
mener  promptement  a  bonne  fin. 
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mEcanique  celeste. 


TOME  II. 


CHAPITRE  1. 

TH^ORfiMES  GfiNfiRAUX  SUR  L'ATTRACTION 


Dans  le  Chapitre  II  du  tome  I,  nous  avons  deja  esquisse  quelques  points  de  la 
theorie;  nous  allons  les  reprendre  rapidement  dans  une  etude  d'ensenible. 

1.  Considerons  un  corps  P  dont  nous  voulons  determiner  Tatlraction  sur  le 
point  M  qui  ne  fait  pas  partie  de  sa  masse. 

Solent  Xf  y,  z  les  coordonnees  du  point  M,  [jl  sa  masse,  a,  A,  c  les  coordon- 
nees  d'un  point  quelconque  A  du  corps,  p  la  densite  en  A,  dm  Telement  de 
masse  correspondant,  u  la  distance  AM;  on  aura,  pour  les  composantesX,  Y,  Z, 
paralleles  aux  axes  de  coordonnees,  de  I'attraction  cherchee 

^  '^~  ^ V  ^^~^  ^"^  "^  ^^JJJ  ''  ^^^^  "^^  ^^  ^^' 
^  "  ^^/  '^"^  "^"^  ^  ^^fff"  ^  '^'^  "^^ ''''' 
^  "^  ^V   ^~^  ^''^  "^  ^^J  ff^  ^^  ^^  ^^  ^^' 

p    :=V{a,  h,  c). 

T.  —  n.  I 


(A) 


2  CUAPITRE    i. 

La  fonction  F,  qui  exprime  la  densite  du  corps,  etant  supposes  connue,  on 
voit  que  X,  Y,  Z  sont  donnes  par  trois  integrales  triples  etendues  a  tout  le 
volume  du  corps. 

Lorsque  la  densite  p  est  constante,  le  corps  etant  suppose  homogene,  on  pent 
effectuer  immediateraent  Tune  de  ces  trois  integrations,  de  maniere  que  les 
composantes  X,  Y,  Z  dependent  chacune  d'une  integrale  double. 

On  a,  en  effet, 

■a-x-  /     /     I   ^7i 

Le  parallelepipede  dont  la  base  estdb  rfcentre  dans  le  corps  en  un  certain 

point  A,,  en  reSwSort  en  A^,  y  rentre  en  Aj  pour  en  sortir  de  nouveau  en  A^ 

Si  Ton  represente  par  w#,  Wj,  ...  les  distances  du  point  attire  aux  points  A,, 
As,  . ..,  on  aura 


,1111 
d(i  —  — 1 \ 


(0 


J 

\  —  f  up  /   /( 1 h.  .  .]  dbdc, 

J    J     \"l  "S  "3  ff^  J 


da  i/j        Ux        H\        u 


Soient  ch^,  rfa-^,  ...  les  elements  de  la  surface  du  corps  interceptes  par  le  pa- 
rallelepipede en  A,,  Aa,  ...;  (N,,  x)^  (No,  x),  ...  les  angles  que  la  normale  ex- 
terieure  au  corps  en  chacun  de  ces  points  forme  avec  la  partie  positive  de  Taxe 
desir;  rfftr/c  etant  la  projection  de  Tun  quelconque  des  elements  rfci,,  da^,  ... 
sur  le  plan  des  jjc;  on  a 

dbdc^=.^  dax  cos(N,,  x)  -—-\-dfj^  cos(Nj,  x)  -  —  ^aj  cos(N3,  :r)  rr -f- . . .  , 

et  la  formule  (i)  devient 

X—  —i'lxp  I    I ^C0S(Ni,.r)H ?  C0S(N,,  J?)4-.  . . 


ou,  plus  simplcment. 


•cos(N,  x) 


(B)  x^-f>p/^-^ 


dfj; 


u  designe  maintcnant  la  distance  du  point  attire  a  Tun  quelconque  dry  des  ele- 
ments de  la  surface  du  corps,  (N,  x)  Tangle  que  fait  avec  la  partie  positive  de 
Taxe  des  x  la  normale  exterieure  au  corps  menee  par  un  des  points  de  Tele- 
ment  da;  enfin  les  integrations  s'etendent  a  toute  la  surface  du  corps. 


theor*:mes  generaux  sur  l'attraction.  3 

2.  En  supposant  toujours  le  corps  homogene,  on  peut  trouver  pour  X  une 
autre  expression  qui  nous  servira  bientot. 

Considerons  un  cone  infinimenl  petit,  d'angle  rfco,  ayant  son  sommet  en  M  au 
point  attire  et  penetrant  dans  le  corps  en  A^,  pour  en  sortir  en  Aa,  y  rentrer 

en  A3,  en  ressortir  en  A4, Soient  u  la  distance  d'un  point  quelconque  A  du 

cone  a  son  sommet,  m,,  Wg,  ...  les  distances  MA,,  MAj, L'action  S  exercee 

sur  le  point  M  par  la  portion  du  corps  situee  a  I'interieur  du  cone  est  facile  a  cal- 
culer,  si  Ton  remarque  que  Telement  de  volume  est  u^dtodr;  on  trouve 


(  2  )  S  =  f /JL   /     ^ rr=  f  |jLp  ^Ci)    I  du  :=  f  jJip  C^W  (  «,  —  It^  -h  li^  —  W, 


-h.  ..)• 


Soient  rfcj,,  da^,  ...  les  elements  interceptes  par  le  cone  sur  la  surface  du 
corps  aux  points  A, ,  A2,  . . . ;  (N,,  m),  (N^,  m),  ...  les  angles  formes  avec  le  pro- 
longement  de  la  droite  MA,  par  les  normales  exterieures  a  la  surface  du  corps  en 
A,,  Aa,  ....  Commc  do)  est  la  surface  decoupee  par  le  petit  cone  sur  la  sphere 
de  rayon  i,  u^do)  sera  la  surface  decoupee  sur  la  sphere  de  rayon  m,,  les  deux 
spheres  ayant  leur  centre  en  M;  on  aura 

(    «}t/ci)=:- — flfcXi  C0S(N|,  //), 

(3)  i  «J^w  — -h  fl^o", cos(N,,  ^/), 


et  la  formule  (2)  donnera 


Pour  avoir  la  composante  parallele  a  Taxe  des  x  de  la  resultante  partielle  qui 
vient  d'etre  trouvee,  il  faut  multiplier  S  par  le  cosinus  de  Tangle  (1/,  x)  que 
fait  la  droite  MA  avec  la  parlie  positive  de  Taxe  des  x.  On  pourra  done  ecrire 


(C)  X-f^pj" 


cos(N,  m)cos(m,  a:)    , 


a 


(u,  x)  designc  Tangle  forme  avec  0.r  par  le  rayon  MA  mene  du  point  attire  a  un 
point  A  d'un  element  quelconque  d(j  de  la  surface  du  corps;  (N,  u)  est  Tangle 
forme  avec  le  prolongement  de  MA  par  la  normale  exterieure  au  corps  en  A; 
enfin  u  represente  la  distance  MA  et  les  integrations  s'etendent  a  toute  la  sur- 
face du  corps. 

Gauss  a  fait,  comme  nous  le  verrons  bientot,  un  emploi  tres  heureux  des  for- 
mules  (B)et(C). 
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3.  Revenons  au  cas  general,  oil  la  densite  n'est  pas  necessairement  la  mSme 
en  tous  les  points  du  corps. 

On  pent  faire  dependre  d'une  seule  les  trois  inlegrales  triples  qui  represen- 
tent  X,  Y,  Z.  Si  Ton  pose,  en  effet, 

V  sera  une  certaine  fonction  de  a?,  j,  z,  donnee  par  une  integrale  triple  etendue 
a  tout  le  volume  du  corps  P.  Les  limites  des  integrations  sont  independantes  de 
X,  y,  z;  Telement  differentiel  ne  devient  pas  infini,  puisque,  le  point  attire etant 
suppose  jusqu'ici  ne  pas  faire  partie  de  la  masse  du  corps,  une  pent  pas  etre 

nul.  On  pent  done  differentier  sous  le  signe  /  /  /  dans  la  formule  (D),  et  Ton 
trouve  ainsi 

(E)  ^=^^Tr'  ^^^^5y'  ^^^^^' 

V  est  le  potentiel. 

Soient  r,  6,  ^  les  coordonnees  polaires  du  point  attire,  de  maniere  que 
Ton  ait 

V  deviendra  une  fonction  de  r,  6  et  ^,  et  Ton  peut  se  proposer  de  trouver  lesfor- 

mules  analogues  a  (E),  faisant  connaitre  au  moyen  ^^-^*  -^  ^^  m  '^^  projec- 
tions R,  R'  et  R"  de  Tattraction  sur  les  trois  droites  rectangulaires  suivantes  :  le 
rayon  vecteur  r,  la  perpendiculaire  a  r  menee  dans  le  plan  de  Tangle  6,  et  la 
perpendiculairea  ce  plan  ;  on  regardera  les  composantes  comme  positives  quand 
elles  tendront  a  augmenter  les  coordonnees  r,  6,  ^^  et  comme  negatives  dans  le 
cas  contraire.  Donnons  au  point  attire  un  deplacement  virtuel  infinimentpetit  8s 
ayant  pour  projections  sur  les  axes  S^r,  Sy,  Ss ;  soient  Sr,  SO,  8']f  les  variations 
correspondantes  des  coordonnees  polaires.  Les  projections  de  8s  sur  les  trois 
droites  rectangulaires  definies  ci-dessus  seront 

Done  le  moment  virtuel  de  Tattraction  sera 

mais  il  a  aussi  pour  valeur 

*^  \  ().r  Of    ^  Oz       J 
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Si  Ton  compare  les  deux  expressions  du  moment  virtuel  et  qu'on  egale  les 
coefficients  de  Sr,  de  SO  et  de  S'j',  il  vient 

dV  fu.  dV  fa      dV 

^     '  ^  dr  r    dO  /•sin7  d*^ 

Ce  sont  les  formules  cherchees. 

La  premiJjre  des  formules  (E)  ou  (E')  montre  que,  si  dn  est  un  segment  infi- 
niment  petit  porte  dans  une  direction  donnee,  f[x  ^  repr^sentera  la  projection 

de  Tattraction  surcette  direction.  Mais,  pour  connaitre  -r-y  il  n'est  pas  neces- 

saire  de  considerer  V  comme  fonclion  de  trois  coordonnees  dont  Tune  serait  la 
longueur  n  comptee  a  partir  d*un  point  fixe  de  la  direction  donnee;  il  suffit,  en 
effet,  de  considerer  les  valeurs  V  et  V  4-  ^V  du  potentiel  aux  deux  extr^mites  du 

petit  segment  considere,  et  de  prendre  la  limite  du  rapport^  quand  dn  tend 
vers  zero. 

Lorsque  le  corps  est  homogene,  on  pent  effectuer  immediatement  Tune  des 
trois  integrations  et  faire  dependre  V  d'une  integrale  double. 

Reprenons,  en  effet,  le  cone  infinitesimal  considere  au  n^  2;  nous  aurons 
pour  le  potentiel  correspondant  a  la  portion  du  corps  renfermee  dans  ce  cdne 

( 4 )  /    / ^=pd(,i  I  II  du—  -  p  flfo)  ( //J  —  M  J  4-  w  J  —  //J  4- .  .  . ) » 

OU  bien,  en  vertu  des  relations  (3), 

-  p\dci  cos(N|,  u)  -t-flfo", cos(N„  w)  4-. . .]. 

On  pourra  done  ecrire 

(F)  Vnz-p  TcosCN,  M)rf(r, 

A  designant  un  point  quelconque  de  la  surface  du  corps,  da  I'element  superfi- 
ciel  correspondant,  (N,  u)  est  Tangle  forme  par  la  direction  MA  avec  la  normale 
exterieure  au  corps  au  point  A. 

Dans  ses  etudes  relatives  k  Tanneau  de  Saturne,  M™*  Sophie  Kowalewski  a  tire 
un  excellent  parti  de  la  formule  (F),  qui  est  due  a  Gauss. 

4.  En  supposant  toujours  que  le  point  attire  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du 
corps,  V,  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  finies  et  continues  de  oc,  y,  z.  C'est  une 
consequence  immediate  des  formules  (A)  et  (D). 
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Lorsque  le  point  attire  s'eloigne  a  rinfini,  V  tend  vers  zero.  En  effet,  pour 
une  position  donnee  de  ce  point,  designons  par  w,  et  u.^  sa  plus  petite  et  sa  plus 
grande  distance  au  corps  P.  On  aura  constamment,  dans  la  formule  (D), 


I        I        I 
11^  ^  //  ^  f/, 


d'ou 

—   /  dm  <  \'  <  —   /  dm . 

Si  done  on  designe  par  M  la  masse  du  corps,  on  aura 

M       ..      M 

—  <  ^  <     • 

Lorsque  le  point  attire  s'eloigne  a  I'infini,  u^  eiii^  croissent  au  dela  de  toute 
limite;  V  tend  done  vers  zero.  Cherchons  la  limite  de 


Vvc'-'-^-t-jK*  -i-  5*  =r  Vr. 

On  a 

/•  /• 

lim  —  :=  lim  —  =z  i, 

done 

(5)  limV/=M. 

5.  Dans  les  conditions  specifiees,  on  a 

ou  I'equation  de  Laplace. 

On  en  a  deduit  bien  simplement, dans  le  n^lldu  tome  I, les  deux  theoremes  de 
Newton  relatifs  a  Tattraction  des  spheres  homogenes,  ou  composees  de  couches 
concentriques  homogfenes. 

II  est  tres  utile  de  transformer  Tequation  (G)  quand  on  substitue  d'autres  va- 
riables aux  coordonnees  ^r,  r,  z,  notamment  des  coordonnees  orthogonales. 

Soient  les  equations 

dans  lesquelles  p^,  p2»  pa  designent  trois  parametres  variables  independants;  on 
a  ainsi  les  equations  de  trois  families  de  surfaces.  Nous  les  supposerons  ortho- 
gonales. 

L'une  quelconc^ue  des  surfaces  d'une  famille  coupera  done  a  angle  droit  Tune 


i 
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quelconque  des  surfaces  des  deux  autres  families.  On  tire  des  equations  ci- 
dessus 

(7)  ^'  -  ^\pu  pj,  pa),  /  --  ^(pi>  p2»  Pa))  -  =  ^(pi»  Ps»  P«)- 

?i»  ?2>  p3  sont  les  coordonnees  orthogonales  qu'il  s'agit  de  substituer  aux  coor- 
donnees  x,  y,  z. 

Soit  ds  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins;  on  a 

ds*  z=z  dx^  -\-  dy-  -h  dz^. 

Si  Ton  remplace  dx,  dy^  dz  par  leurs  valeurs  tirees  des  formules  (7),  on  a,  a 
cause  de  Torthogonalite,  une  expression  de  la  forme 

(8)  ds^  ^  H;  dp\  -+-  HI  dp\  ^  li\  ^pj, 

oil  H,,  Ha  et  H3  designent  certaines  fonctions  de  p,,  pj  etp^.  Supposons  que, 
dans  chaque  cas  particulier,  on  ait  calcule  ces  fonctions.  Alors  on  aura  pour  le 
Aa  V  cette  transformation  tres  simple 

yix)        -"^^-HJI.HsL^PiV    H,     i)pj'''  do,\    H,     dpj^  dp,\   Ha     dpjy 

C'est  la  un  theoreme  important  du  a  Lame  {Legons  sur  les  coordonnees  curvili- 
gnes),  et  dont  on  trouvera  une  demonstration  simple  dans  le  Calcul  differentiel 
de  M.  Bertrand,  p.  i83.  Jacobi  adonne  aussi  du  meme  theoreme  une  demonstra- 
tion elegante  fondee  sur  le  calcul  des  variations  (voir  Jordan,  Cours  d Analyse ^ 
t.  Ill,  p.  545).  Nous  appliquerons  le  theoreme  precedent  a  deux  cas  particu- 
liers. 

Remplacons  d'abord  x^  j,  z  par  les  coordonnees  polaires,  au  moyen  des  for- 
mules 

jr  =  /cos&,        /  — /•sin6'sinv|;,        ^  := /sin^Jcos^. 
On  a  ici 

Pl  =  /•,  p2  =  ^,  P3  ~  ^, 

ot  les  surfaces  orthogonales  (6)  sont  des  spheres  concentriques  a  Torigine,  des 
cones  de  revolution  ayant  le  point  0  pour  sommet  et  0^  pour  axe,  enfm  des 
plans  passant  par  Ox*.  On  a,  comme  on  sait, 

ds"  —  dr^  -H  /■«  d^^  -h  /•*  sin* 0  d]^^  ; 

done,  ici,  H,,  Ha  etHg  ont  les  valeurs  suivantes  : 

H,  =:i,         H,  —  r,        H,  — /'siiiQ. 


■^ 
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La  formule  (H)  donnera  done 


• 

On  en  conclut  qu'avec  les  coordonnees  polaires  ['equation  de  Laplace  sera 


sin*0  d^^ 


Considerons,  en  second  lieu,  au  lieu  des  surfaces  generales  (6),  les  surfaces 
particulieres  suivantes 


dans  lesquelles  a?',  y,  s'  ont  ete  mis  a  la  place  de  p<,  pa*  ps* 

Ge  sont  trois  families  de  spheres  orthogonales  passant   par  Torigine  et 
ayant  leurs  centres  sur  chacun  des  axes  de  coordonnees. 

Si  Ton  fait 

jct  ^  yt  4_  -1 3z  /•«,         x'^  _H  y s  4-  5'*  =  /•'% 

on  trouve  aisement,  en  partant  des  formules  (9), 
(10)  77'  =  I, 

_  y_  _  y_         ._  -' . 

d'oii 

Si  Ton  forme  ds^^  il  y  a  des  simplifications,  et  il  reste  seulement 


/•'* 


On  a  done,  dans  le  eas  actuel, 


lI,=zH,=rll,=  — 


/• 


et  la  formule  (H)  donne 


(II)  i,V_/      1^—  ^^,^  ^y+_^^,,  -pj^_^^__JJ, 
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ce  qui  peut  aussi  s'ecrire,  comme  on  s'en  assure  aisement, 


(II')  A,V  = 

Remarque.  —  Les  formules  (9)  representent  la  transformation  par  rayons  vec- 
tears  reciproques.  Elles  montrent  que,  si  M  et  M'  designent  les  points  ayant  pour 
coordonnees  ^,y,  z,  x\  y\  z\  ces  points  et  I'origine  0  sont  en  ligne  droite,  et 
la  relation  (10)  indique  que  Ton  a 

OMxOM -I. 

A  une  figure  donnee,  formee  par  un  ensemble  de  points  M,  M,,  M^,  ...,  on 
peut  faire  ainsi  correspondre  une  figure  M',  M\,  M',,  ...,  qui  est  dite  la  trans- 
formee  de  la  premiere  par  rayons  vecteurs  reciproques. 

6.  Definition  de  V  et  de  X,  Y,  Z,  dans  le  cas  oil  le  point  attir6  fait  partie 
de  la  masse  du  corps.  —  On  ne  peut  pas  employer,  immediatement  et  sans 
explication,  les  formules  (A)  et  (D)  pour  definir  X,  Y,  Z  et  V,  parce  que  les 
elements  differentiels  qui  y  figurent  deviennent  infinis  pour  m  =  o.  Du  point  M 
comme  centre,  avec  un  petit  rayon  e,  decrivons  une  sphere,  et  representons  par 
V,  X',  Y',  Z'  le  potentiel  et  les  composantes  de  I'attraction  exercee  sur  le  point  M 
par  le  corps  P  dont  on  aurait  enleve  la  petite  sphere.  Nous  pourrons  cxprimer 
V,  X',  Y',  Z'  par  les  formules  (A)  et  (D),  puisque,  dans  notre  hypothese,  les 
elements  diflerentiels  ne  deviennent  pas  infinis.  Nous  prendrons  en  meme 
temps  des  coordonnees  polaires  m,  0,  'j;,  ayant  leur  origine  en  M ;  pour  des  va- 
leurs  donnees  de  0  et  ^,  m  variera  de  e  a  w,,  w,  etant  la  valeur  qui  repond  a  la 
surface  du  corps.  On  aura 

dniTzi  u^du  Sin  OdOddf,  ^=:cos^, 

et  les  formules  (A)  et  (D)  donneront 

V'r=r    ^'^r    sinOde  f  '  pudii, 

,  Jo  ^0  Jt 

(12)  / 

\yj--A\x\      d'lf       s'lnOcosede         pdu; 

I  «-  0  •-  0  Jt 

p  est  une  fonction  connue  de  m,  0  ei  ]/;  ii^  depend  seulement  de  0  et  de  '^. 

Cela  pose,  supposons  que  £  tende  vers  zero;  V'  et  X'  tondront  vers  des  limites 
finies  V  et  X,  car  les  elements  differentiels  ayant  perdu  le  diviseur  u  ne  devien- 
dront  plus  infinis  pour  w  =  o.  Ces  limites  seront,  par  definition,  le  potentiel  et 
T.  -  II.  2 
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les  composantes  de  I'attraction  du  corps  sur  le  point  M  qui  fait  partie  de  sa 
masse.  Ainsi  Ton  aura 


V=z    ' 


/lit  >,W  ^Ui 

e/vp  /     sin  9  ^9  /      puduy 

fXr-fix/      6f vp  /     ^mOco^QdB  j     pdu. 

Nous  avons  omis,  pour  abreger,  les  expressions  de  Y  et  de  Z. 

Les  formules  (i3)  montrent  que  dans  tons  les  cas,  que  le  point  attire  fasse 
partie  ou  non  de  la  masse  du  corps,  V,  X,  Y  et  Z  sont  des  fonctions  finies  et 
continues  de  a?,  y,  z.  II  suffit,  en  effet,  pour  s'en  convaincre,  de  rapprocher 
ces  formules  de  celles  que  Ton  obtiendrait  pour  une  position  M'  du  point  attire, 
infiniment  voisine  de  M. 

7.  Pour  terminer  ce  Ghapitre,  nous  demontrerons  un  theorfeme  de  Geometric 
du  a  Gauss,  qui  nous  servira  bientot. 
Considerons  Tintegrale 


/ 


cos(N,  u)   , 
7% ^^» 


W' 


dans  laquelle  dfj  designe  Telement  de  la  surface  d'un  corps  quelconque  P,  u  la 
distance  d'un  point  A  de  ^a  a  un  point  fixe  M,  (N,  u)  Tangle  que  fait  la  normale 
exterieure  au  corps  en  A  avecla  direction  MA.  Le  th^oreme  en  question  s'enonce 
ainsi  : 

VintegraJe  J  est  nulle,  egale  a  [\tz^  ou  egale  a  2ir,  suwant  que  le  point  M  est  ex- 
terieur  au  corps,  interieur  au  corps,  ou  situe  sur  sa  surface. 

Considerons,  en  effet,  comme  au  n°  2,  un  cone  infinitesimal,  d'angle  rfo), 
ayant  son  sommet  en  M,  et  qui  rencontre  la  surface  du  corps  aux  points  A,, 

Aa auxquels  correspondent  les  valeurs  M|  ,  Uj,  ...  de  a,  rfa, ,  rfcja,  . . .  de  da, 

et  les  normales  exterieures  A|N|,  AjNg.  —  Prenons  d'abord  la  portion  J,  de  J, 
qui  correspond  aux  elements  rfa-<,  rfo-j,  .   . .  Nous  aurons 

cos(N.,a)  cos(N..«) 

J =2:  J.. 

D'aprfes  les  formules  (3),  si  le  point  M  est  exterieur  a  la  surface,  les  divers 
termes  de  J<  sont  egaux  alternativement  a  —  rfo)  et  a  h-  rfco;  le  cone  entrera 
d'ailleurs  dans  le  corps  et  en  sortira  un  meme  nombre  de  fois.  Les  termes  qui 
composentJ,  serontdoncen  nombre  pairetse  detruirontmutuellement.  On  aura 
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ainsi 

Jj  113  o,  J  — -  o. 

Si  le  point  M  est  interieur  au  corps,  le  cone  sortira  une  fois  de  plus  qu'il 
n'entrera.  J<  se  reduira  done  a  son  premier  terme  -+-  rfo),  et  Ton  aura 

J  =  /  d(ti . 

Or  cette  integrale  represente  la  surface  de  la  sphere  de  rayon  i,  laquelle  est 
egale  a  4''^ ;  done  J  =  4'^^- 

Si  le  point  M  est  situe  sur  la  surface,  ce  point  pent  etre  considere  comme 
exterieur  rclativement  a  la  partie  du  corps  qui  est  situee  du  cote  de  la  normale 
exterieure  au  point  M  par  rapport  au  plan  tangent;  il  peut  etre  considere  comme 

interieur  rclativement  a  Tautre  partie  du  corps.  Par  suite,  I'integrale /rfo)  re- 

presentera  la  moitie  de  la  surface  de  la  sphere  situee  du  meme  cote  du  plan 
tangent  que  la  normale  interieure.  On  aura  done  J  =  21:. 

Remarque.  —  Les  theoremes  exprimes  par  les  formules  (B),  (C)  et  (F)  ont 
encore  lieu,  comme  on  s'en  assurera  aisement,  lorsque  le  point  attire  fait  partie 
de  la  masse  du  corps  attirant. 
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CHAPITRE  11. 

TRANSFORMATION  DES  DERIVEES  PREMIERES  DU  POTENTIEL.- EXPRESSIONS 
DES  DfiRIVEES  SECONDES.  -  EQUATION  DE  POISSON.  -  POTENTIEL  DES 
SURFACES.  -  POTENTIEL  LOGARITHMIQUE. 


8.  Nous  commencerons  par  demontrer  que  les  formules 

subsistent  lorsque  le  point  attire  M  fait  partie  de  la  masse  du  corps. 

On  ne  peut  pas  le  faire  en  differentiant  sous  le  signe  /  I'expression  generale 

de  V  donnee  par  la  formule  (D)  du  n°  3,  puisque  Telement  differentiel  est 
infini  pour  u  =  o.  Nous  allons  partir  de  I'expression  transformee  de  V,  for- 
mule (i3)  du  n^6;  nous  Tecrirons  ainsi 


=//'" 


du  da. 


en  representant  par  rfa>  Tangle  d'un  cone  infinitesimal  ayant  son  sommet  en  M. 
Ce  cone  perce  la  surface  en  des  points  A^,  Aa,  A,,  ..,,  auxquels  correspondent 
les  valeurs  Ui,  u.^^  a, . . . ,  de  u.  On  aura 

d(i)  (    j      pudu-\-  I      ptidu  -^   ... 

Nous  commencerons  par  en  deduire  une  expression  remarquable  de  j- 
Soient  a,  b,  c  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  du  corps  et 

9(^>  Oy  c)=zo 
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Tequation  de  sa  surface.  La  densite  p  a  une  expression  generale  de  la  forme 

p  =  F(ar,  b,  c). 

Soient  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MA,  Aj  ....  On  a 

a=zx  -{-  HOC,         bz=iy  '\-  ui^y         c  •=.  s  -h  tiy  , 

et  Ton  en  conclut 

(3)  ^  =  ^. 

^    '  dx       da 

Soient  a,,  6,,  c, ;  aa,  6a,  Ca;  ....  les  coordonnees  des  points  A,,Aa,  ...;  on 

devra  avoir 

?(«!,  ^o  c,)=:<p(j7H-i/ia,  j-MijP,  z-h  /ij  y)  =  o. 

Lavaleurdei^i  quiresulte  de  cette  equation  est  une  fonctionde  a?,  j,  3,  a,  p,  y; 
on  aura  evidemment,  en  differentiant  par  rapport  a  x. 


dui       \    dai       ^  dbi       '  dcx)  dx 


d'oii,  en  remarquant  que  j^»  ^>  j^  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  a  la  surface  au  point  A,, 

(4)  cos(N,,  x)  +  cos(N,,  u)  -T^  —  o, 

en  representant  par  (N,,  x)  et  (N|,w)  les  angles  que  la  normale  exterieure  au 
point  A|  fait  avec  Taxe  des  x  et  avec  la  direction  MA«.  On  aura  de  meme 

(  cos(N„j?)-+-cos(N„a)  ^  =  o» 

Cela  pose,  differentions  Texpression  (2)  de  V  relativement  a  Xy  en  remarquant 
que  X  entre  par  p  d'une  part,  par  u^^u^j  ...  d'autre  part. 

On  pent  differentier  sous  le  signe  / ,  car  Telement  differentiel  n'est  jamais 

infini;  mais  il  faut  aussi  avoir  egard  a  ce  que  les  limites  des  integrales  contien- 
nento;.  On  trouvera,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3)  et  representant  par 
p,.  Pa, ...  les  valeurs  de  la  densite  aux  points  A,,  A^,  .-. , 


(6) 


) 


/''"(X.'5«"''"'^p'"'^s~'""'^) 


-\- 
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Or  les  relations  (3)  du  n"*  2,  etant  combinees  avec  les  formules  (4)  et  (5)  du 
present  Chapitre,  donnent 

Pl"l  T-^  Cia^z—  ^  -T— *  COS(N,,  u)d<Ti  =r  4-  ^  COS(N,,  J?)  e/o-j , 

^        d>r  Ui  ax  w, 

(7)  {  du^   ,  pi  dui        ...       .   ,  p,        ,^^       .   , 

i  pj«»  -^  rfo)  =  +  —  -=—  cos(N,,  u)d(Ti=^  —  -i-^  cos(N„  J7)flf(rj, 


et  des  lors  la  formule  (6)  devient 

On  peut  ecrire  ce  resultat  d'une  fafon  plus  concise,  en  meoie  temps  qu'on 
introduit  Felement  de  volume  d^  =  u^dudto.  II  vient  ainsi 

La  premiere  integrate  s'etend  a  tout  ie  volume  du  corps,  la  deuxieme  a  toute 
sa  surface.  L'element  de  la  premiere  integrate,  -^  d^  =  u-^dtjidu,  reste 

toujours  fini,  si  -~  est  fini  lui-meme.  L'elemeat  de  la  seconde  integrate  reste 

fini,  lui  aussi,  car  u^  representant  la  distance  de  Tun  quelconque  des  points  de 
la  surface  a  un  point  interieur,  ne  s'annule  jamais. 

L'expression  (8)  de  ^  convient  encore  lorsque  le  point  attire  est  exterieur 

au  corps;  on  voit  en  effet  aisement  que,  dans  ce  cas,  les  formules  (6)  et  (7) 
doivent  etre  remplacees  par  les  suivantes 


dx 


Plttl  -r-^t/o)  rz:  -h  £i  — -i  C0S(Ni,  u)d<Jx  =:     -  ^  C0S(Ni,  ^)<i(r, , 
^  OX  «i    ox  \      w       /         .  ^^^  V      i»       /         w 

p»"j  TT^"  —  —  ir':r7  cos(N„  u)dct  —  -^  pcos(N„a7)rfc7j, 

ox                              c«2    t/«*^                                                              CC] 
» 

et  Ton  en  conclut  encore  la  formule  (8). 


TRANSFORMATION   DES   D^RlVlfeES    PREMIERES    DU   POTENTIEL.  1 5 

Nous  pouvons  done  ecrire 


-T—  =  /  --  -/■  dv  -h  I  ~  cos(N,j?)rfo-, 
OJC       J    II  da  J   u 

I  T-  =  /  "  :jZ^^+  / -£cos(N,y)<i(r, 
{a)  {  dy      J   udb  J  u        ^    '-^  ^       ' 

-r-—l-'^di>-^   /  -2  cos(N, 5)rf(r, 
dz      J   u  dc  J   u 

U-'  r=  (^  —  ay  H-  (7  -  by  -h  (5  -  c)\ 

et  ces  relations  ont  lieu  quelle  que  soil  la  position  du  point  attire,  exterieur  ou 
interieur,  pourvu  que  la  densite  p  soit  une  fonction  continue  de  a,  6,  c  et  que 
ses  trois  derivees  premieres  ne  deviennent  infinies  en  aucun  des  points  du 
corps. 

II  s'agit  maintenant  de  demontrer  que  les  formules  (i)  subsistent  lorsque  le 
point  attire  est  int6rieur  au  corps.  Pour  y  arriver,  decrivons  de  ce  point  comme 
centre  une  petite  sphere  de  rayon  e,  dont  nous  representerons  le  volume  par  w" 
et  la  surface  par  s";  le  volume  et  la  surface  du  corps  seront  designes  par  w  et  s. 
Nous  representerons  par  «/  le  volume  fv— «/',  et  par  V,  X\  Y',  Z'  le  potentiel  et 
les  composantes  de  Tattraction  de  w'  sur  le  point  M. 

Puisque  le  point  attire  ne  fait  pas  partie  du  volume  w'^  on  a 

et,  puisque  les  formules  (a)  conviennent  a  tons  les  cas,  on  pent  ecrire 


z=  I  ---^  dv  -\-  I  —  cos(N,  x)d<T-h  I  °  cos(N,  ^)fl?(r, 


dx 


oil  Ton  a  indique  par  les  lettres  w\  s,  s'\  placees  au  bas  des  signes  I ,  que  les 
integrations  s'etendent,  la  premiere  au  volume  u/,  les  deux  autres  aux  surfaces 
s  et  ^'  qui  limitent  ce  volume.  L'elimination  de  j-  entre  les  deux  dernieres  Equa- 
tions donne 

Quand  on  fait  tendre  e  vers  zero,  Texpression 

/   °  cos(N,  jr)e/(7z=   /  pcos(N,x)«flf(»), 


1 6  CHAPITRE   II. 

qui  est  de  Tordre  de  e  k  cause  du  facteur  m  =  e,  tend  vers  zero.  II  en  est  de 
meme  de  la  quantite 

J'    — ^  civ  =L  I   I  u  -^  dtidc^f 
^ni^da  J  J      da 

qui  est  de  Tordre  de  O.  Done  le  second  membre  de  la  formule  (9)  tend  vers  la 

somme  de  ses  deux  premiers  terraes,  c'est-a-dire  vers  t->  d'apres  (a).  On  a  vu 

d'ailleurs  au  n®  6  que  X'  tend  vers  une  limite  qui  n'est  autre  chose  que  X. 
On  a  done  bien  encore 


9.  Reprenons  Texpression 


On  en  conclut,  en  supposant  que  le  point  attire  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
et  differentiant  sous  le  signe  / , 

ox      J       M*  dx^       J    L     \     ''     /  J   " 


a  —  a: 


en  remplacant  dm  par  pu^dtadu, par  cosO,  il  vient 

V  =  /  I  puda  du,         —  T=  I  I  p  cos 0 rfw du. 


dx 


V      r  r  3cos'9  — I  .    , 

l-j  J  P d^du. 


Les  Elements  difTerentiels  des  deux  premieres  integrales  restent  finis  dans  le 
cas  oil  le  point  attire  fait  partie  de  la  masse ;  il  n*en  est  pas  de  m6me  de  celui 
de  la  troisifeme,  qui  devient  infini  pour  m  =  o.  En  integrant  d'abordrelativement 

a  M,  I'integrale  /  -  rfa  devient  infinie  comme  loga,  pourw  =  o;  d'ailleurs, 
3cos'6—  I  prend  des  valeurs  positives  et  negatives;  il  en  resulte  done  que  Tin- 
tegrale  qui  represente  -j-j  comprendra  des  termes  infinis  affectes  de  signes  con- 
traires;  elle  sera  essentiellement  indeterminee.  Ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il 
en  soit  reellement  de  meme  de  la  valeur  de  yy  dans  le  cas  du  point  interieur; 
cela  prouve  qu'on  ne  pent  pas  arriver  a  obtenir  cette  valeur  par  voie  de  differen- 
tiation sous  le  signe  /  . 
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II  convient  d'avoir  recours  aux  formules  (a).  Nous  supposerons  essentielle- 
ment  que  le  point  attire  ne  soit  pas  situe  a  la  surface  meme  du  corps;  alors 
les  elements  differentiels  qui  figurent  dans  les  formules  (a)  sont  finis.  Les 
integrales  triples  ont  leurs  elements  differentiels  infinis,  mais  en  apparence 
seulement,  pour  m  =  o;  ces  integrales  triples  representent  d'ailleurs  des  po- 
tentiels  dans  lesquels  la  densite,  au  lieu  d'etre  egale  a  p,  serait  remplacee  par 

-r^>  ~  ou  -^2.  On  a  vu  que  les  derivees  premieres  de  ces  potentiels  sont  des 

fonctions  finies  et  qu'on  pent  les  obtenir  en  differentiant  sous  le  sigue    / .  On 

trouvera  done,  en  differentiant  les  formules  (a),  respectivement  par  rapport 
a  x^  y^  z  , 

d«V        r^  —  ^^9^         ra  —  x  ,^     ., 


'V      rc  —  z  dp  ,      r^*  — -        ,v^    X  . 

-r  =  I    — r-  -T-  di'  -\-   I   T—  pcos(>,  z)d(7y 

z*       J       u^     dc  J       w*     '         V    »     /      ) 


et  ces  formules  conviennent  aux  points  interieurs  ou  exterieurs,  mais  non  a 
ceux  situes  sur  la  surface  meme  du  corps. 

10.  ]§:quation  de  Poisson.  —  En  faisant  la  somme  des  equations  (6),  on 
trouvera 

en  posant,  pour  un  moment, 


L—  I  \ cos(\,  a;)  -\ ^  cos(\,  y)  H cos(N,  :;)     -^ 

J    \     u       da  u      db  u      dcj  u- 

On  pent  transformer  ces  expressions  de  L  et  de  P;  on  a  d'abord,  en  adoptant 
une  notation  deja  employee  (n^  2), 

cos(x\,.x-)  -i —  cos(\,  r)  H cos(\,^)  ==  cos(N,//); 


u  u  >.   '  If 


il  en  resulte 


(II)  L—  /   -4  vos{}i,u)d(7. 


T.  -  11. 
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On  a  ensuite,  en  designant  par  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  du  rayon  MA, 

a  —  X  =^  uoL^         h  —  y  =z  u^  f         a  —  z  ^=  ay  , 

d'/""^'  JTI~^'  d^i~'^' 

p-¥{a,b,c), 
dp dp  da        dp  Ob    ^    dp  dc 


du       da  du       db  du       dc  du 

a  —  x  dp        b  —  y  dp       c  —  j  dp 


u      da  u      db  u      dc 

ce  qui  permet  d'ecrirc 


(12) 


J    du  M* 


11  importe  de  bien  fixer  la  signification  de  la  derivee  ^  :  prenons  sur  le  rayon 

MA  un  point  A'  voisin  de  A,  et  designons  par  p  et  p'  les  valeurs  de  la  densite 
en  A  et  A';  nous  aurons,  lorsque  la  distance  AA'  tendra  vers  zero, 

dp       ,.     p'—p 

— -  ■=.  I  nil  ' ~  ' 

du  AA  ' 

on  a  ensuite 

et  la  formule  (12)  pourra  s'ecrire 


|>^  l\{^  f ^^du. 


si  le  point  M  fait  partie  du  corps  et  qu'on  designe  par  A,,  A2,  ...  les  points 
oil  le  rayon  MA  rencontre  la  surface  du  corps,  et  par  po»  pj»  pa*  •  •  les  valeurs 
de  la  densite  en  M,  A,,  xX^,  . . .  ,  on  aura 


et,  par  suite 


J   J^  ^"  =  Pi  —  Po  4-  p,  —  Pa  -H  .  .  . 
1^  =  —  Po   /  <^W  -h    /   (p,—  p.-Hpa—  .  ..)dfj). 


(i3)  l>~  —  47:po-H    /  {pi  -  Pi-^pu—  .  .  .)^w, 

ou  encore,  en  ayant  recours  aux  formules  (3)  du  n'^2, 

P  —  —  47:py  —  /   M-i  cos(Ni,  u)d7i  •+■  ^  cos(\2,w)^/(Ta  -h. . . 
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ou,  plus  simplement, 

P-:   -47rp<,—  /  -^  cos(N,m)^^~  —  47rpo  —  L. 

En  ayant  egard  a  la  relation  (lo),  il  vient 

(c)  A,V  =  — 47rpo. 

C'est  Tequation  de  Poisson,  dans  laquelle  po  designe,  comme  nous  Tavonsdit, 
la  densite  au  point  attire,  lequel  est  suppose  faire  partie  de  la  masse  du  corps, 
sans  toutefois  qu'il  puisse  se  trouver  sur  la  surface  elle-meme. 

Lorsque  le  point  M  est  exterieur  au  corps,  on  a 

cette  formule  ne  differe  de  la  formule  (i3)  qu'en  ce  que  p^  est  remplace  par 
zero,  po  Pai  ...  par  —  po  —  p2»  —  Si  Ton  ticnt  compte  de  ce  que  le  rayon  MA< 
penetre  maintenant  dans  le  corps  en  A,,  au  liou  d'en  sortir,  ce  qui  change  le 
sens  de  la  normale  exterieure,  les  formules  (3)  du  n^  2  donneront 

P-    —   r|-,  COS(N,  i/)c/(T=r—  L 

et,  par  suite, 

On  retrouve  ainsi  I'equation  de  Laplace. 

On  voit  que  A^Y  a  deux  valeurs  essentiellement  differentes  suivant  que  le 
point  attire  fait  ou  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps.  S'il  etait  place  a  la 
surface  meme,  AaV  n'aurait  pas  de  valeur  determinee;  on  trouverait  zero  ou 
—  4'^po  suivant  qu'on  atteindrait  la  surface  en  partant  de  Texterieur  ou  de  I'in- 
terieur.  Du  reste,  on  a  eu  soin  dc  dire  que  les  formules  (h)  ne  sont  plus  de- 
montrees  dans  ce  cas  parliculier. 

dV    dV       dY 
Remarque.  —  Nous  avons  dit  que  les  formules  (a)  donnant  ;5~'  y  ^'  ^  sup- 

posent  que  p  est  une  fonction  continue  de  a,  b,  c,  et  que  les  derivees  premieres 

-r^,  -r^,  -^  ne  deviennent  infinies  en  aucun  point  du  corps.  Nous  avons  considere 

ensuite  les  expressions 


fl^±d.       f'-^dv,      fL!^d. 

J    It  da       '      J    a  db       '      J    u  ()c 
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comme  des  potentiels  correspondant  aux  densites^>  -^y,  -^>  et  nous  avons 

d^y  d^y  d^y 

ainsi  calcule  -j-^y  -p^>  -r^r^  ^^  ^"^  nous  a  donne  les  formules  (b).  II  faut  done, 

pour  que  ces  formules  soient  valables,  que  -^,  -t^j  ^  soient  des  fonctions  con- 
tinues, et  que  leurs  derivees  premieres,  e'est-a-dire  les  derivees  secondes  de  p, 
ne  deviennent  infinies  en  aucun  point  du  corps. 

II  est  facile  de  s'affranchir  de  cette  restriction  :  supposons,  en  effet,  qu'une 
ou  plusieurs  de  ces  singularites  se  trouvent  realisees  en  corlains  points  du 
corps;  mais  que  cela  n'ait  pas  lieu  a  Tinterieur  d'une  petite  sphere  renfermant 
le  point  attire.  Soit  V  le  potentiel  de  cette  sphere,  V*  celui  du  reste  du  corps; 
on  aura 

puisque  les  singularites  mentionnees  n'existent  pas  a  Tinterieur  de  la  sphere. 
On  a,  d'ailleurs, 

parce  que  le  point  attire  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  a  laquelle  repond  le  po- 
tentiel V".  On  en  conclut 

L'equation  de  Poisson  ne  pent  done  etre  en  defaut  que  pour  les  points  autour 
desquels  on  ne  pent  pas  tracer  la  sphere  dont  on  a  parle  plus  haut;  mais  ces 
points  ne  peuvent  elre  que  des  points  isoles,  ou  former  des  lignes  ou  des  sur- 
faces, mais  pas  de  volumes  continus. 

11.  La  comparaison  des  equations  (c)  et  (d)  montre  que  Tune  au  moins  des 

d^y    d^y    d^Y       . 
quantites  -7-75  -j-.^  -j^  doit  devenir  discontinue  quand  le  point  attire  tra- 
verse la  surface.  II  est  facile  de  le  constater  dans  un  cas  simple,  celui  d'une 
sphere  homogene  de  rayon  R  et  de  densite  p. 

On  aura,  en  effet,  d'apres  un  theoreme  de  Newton  (t.  I,  n^  11),  pour  le  po- 
tentiel V^  de  la  sphere  sur  un  point  exterieur, 

_4TrpU^ 
^'-     6r     ' 

Si  le  point  attire  est  interieur  a  la  sphere,  on  pourra  calculer  le  potentiel  V, 
en  tenant  compte  d'abord  de  Tattraction  d'une  sphere  de  rayon  rsur  un  point 
de  sa  surface  (c'est  une  position  parliculiere  du  point  exterieur),  puis  de  I'at- 
traction  d'une  couche  spherique  de  rayons  r  et  R  sur  un  point  de  sa  surface  in- 
terieure.   On  decomposera  cette  couche  en  couches  d'epaisseurs  infiniment 
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petites,  dont  les  rayons  varieront  d'une  maniere  continue,  de  ra  R.  Le  poten- 
liel  de  chacune  de  ces  couches  infinitesimales  sera  le  meme  que  si  le  point 
attire  etait  situe  au  centre;  on  trouvera  ainsi 

3r         J  r  '^3 


On  aura  done,  on  remplagant  r^  par  x^  -\-  y 

47rpR' 


2 


»> 


yc^ 


3  v'^-'-t-J•-t--5' 
27:p 


On  en  conclut 


<)»V, 


dx 


2 


dSt 47rpR'^  dV i  _      47rp^ 

dx  3/'* 

dV^__  47:pR'.r 
dy  3r' 

^Ve_       47:pR'^ 
dz   ""  3/»      ' 

__  47rpR»/   _  3£*\ 
""         3/»    V        '•*  / 


d^\e_      47:pRY        3y 
(^j2    "'         3/*    V         '•* 

<)*V,  _      UpR' 


(-^) 


(^J7 

3     ' 

<JV, 

47rpy 

d/ 

3     ' 

SSi 

'»7rps. 

dz 

3     ' 

d*\i           4Trp 

y 

<)x«  ~        3 

<)*\i           4j:p 

y 

<>v'              3 

d^\i_         4  Tip 

(^^*    ~         3r»     V  r«  y  dz^'  3 

Si,  dans  les  deux  series  de  formules,  on  suppose  r  =  R,  de  maniere  que  le 
point  attire  se  trouve  a  la  surface  de  la  sphere,  on  trouve  bien  que  V^  et  scs  de- 
rivees  partielles  du  premier  ordre  prennent  les  memos  valours  que  V/  et  les 
derivees  correspondantes.  Mais  il  n'en  est  pas  de  memo  des  dorivees  secondes; 
on  trouve,  en  effet, 

^Yr-__i!EP/^  _3£*\         d^Yi_     4 Tip 

d'r-   ~~  3    V  '•*  /  ^^^    ""         ^ 

d^S       d^\  d^V 

On  constaterait  aisement  la  memo  discontinuite  pour-^ — r-,  ^ — r-  et  3 — r-- 

^         dy  dz    dz  dx       dx  dy 

12.  Attraction  d'une  masse  distribute  sur  une  surface.  —  On  pout  con- 
cevoirqu'une  masse  finie  M  soit  distribuoe  sur  une  surface  S;  soit^m  la  por- 
tion de  masse  qui  recouvre  I'element  d^i.  Si  Ton  pose 

dm  =-.  0  cifj, 

on  dira  que  p  est  la  densite  qui  correspond  a  Telement  da.  Le  potentiel  V  aura 
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toujours  pour  definition 


et  les  composantes  de  Tattraction  seront  encore  donnees  par  les  formules 

^=^^0^'     ^=^^dy'     ^='^f'jF' 

Lorsque  le  point  attire  n'est  pas  situe  sur  la  surface,  le  potentiel  verifie 
I'equation  AaV  =  o. 

En  partant  des  theorenies  concernant  le  potentiel  d'une  couche  spherique 
homogene  d'epaisseur  finie  (t.  I,  n**  11),  et  faisant  tendre  I'epaisseur  de  la 
couche  vers  zero,  on  aura,  pour  le  potentiel  V^  d'une  surface  spherique  homo- 
gene  sur  les  points  exterieurs, 

» 
et,  pour  le  potentiel  V,-  sur  les  points  interieurs, 

M  designe  la  masse  repartie  uniformement  sur  la  sphere  de  rayon  R.  On  en 
conclut 


dr  /•*  dr 


=  o: 


V  varie  d'une  maniere  continue  quand  le  point  attire  traverse  la  surface;  mais 
la  composante  normale  de  I'attraction  est  discontinue  et  varie  brusquement  de 
M        , 

Cherchons  le  potentiel  d'un  cercle  homogene  sur  un  point  de  son  axe. 

Prenons  I'axe  du  cercle  pour  axe  des  z,  les  axes  des  x  et  des  y  etant  dans  le 
plan  du  cercle.  Soient  z  I'ordonnee  du  point  attire,  d(j=^r'  dfdfy'  I'element  de 
surface  du  cercle,  R  son  rayon,  p  la  densite  :  on  aura 


^     r^dr' 


V  =  9.  Tip  ( v/?Tr^  -  -  v^r* ), 

Si  Ton  fait  tendre  z  vers  zero  par  des  valeurs  positives,  -^  doit  etre  remplace 
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par  -f-  I,  et  I'on  a 

Si,  au  contraire,  on  fait  iendrc  z  vers  zero  par  des  valeurs  negatives,  le  point 

attire  etant  place  en  dessous  du  cercle,  -^  doit  etre  remplace  par  —  i ; 

V  ^ 


On  aura  done 


Ainsi  V  varie  d'une  maniere  continue  quand  le  point  attire  traverse  le  plan 

du  cercle;  -p*  au  contraire,  devient  discontinu  et  varie  brusquement  de  47:p. 

La  meme  chose  a  lieu  pour  une  surface  quelconque;  en  designant  un  element 
de  la  normale  en  un  point  de  la  surface  oil  la  densite  est  egale  a  p,  on  a 


I  -^  \     —1^—1      =  —  47rp. 


Je  renvoie,  pour  la  demonstration,  a  TOuvrage  de  Clausius  :  De  la  fonction 
potentielle  et  du  potentieL 

Le  potentiel  des  surfaces  joue  un  role  considerable  en  Electrostatique. 

13.  Potentiel  logarithmique.  —  Considerons  I'attraction  exercee  par  un  cy- 
lindre  droit  sur  un  point  M  de  sa  section  moycnne  qui  sera  prise  pour  plan  des 
xy^  Taxe  des  z  etant  parallele  aux  generatrices.  Nous  supposerons  que  la  den- 
site soit  constante  tout  le  long  d'une  parallele  a  0^;  I'attraction  sera  evidem- 
ment  dirigee  dans  le  plan  des  xy.  Nous  allons  chercher  ce  que  deviennent  ses 
composantes  X  et  Y,  quand  on  fait  tcndre  vers  Tinfini  la  hauteur  du  cylindre, 
mais  de  maniere  qu'il  reste  toujours  symetrique  par  rapport  au  plan  des  xy. 

Soient  x\  y  les  coordonnees  du  point  i>I,  a,  b  celles  d'un  point  A  de  la 
section  droite,  t/a  I'element  de  surface  correspondant,  r  la  distance  AM.  Com- 
mengons  par  chercher  I'attraction  exercee  sur  le  point  M  par  le  prisme  indefini 
dont  la  base  est  rfo",  et  dont  les  aretes  sont  paralleles  a  0:?.  L'element  de  masse 

est  pdddzy  son  attraction  sur  le  point  M  a  pour  intensite  -^f~^^'  sa  projection 

sur  le  plan  des  xy  sera 

f  |jLp  ch  dz  r 


-2_1_   ;.2 


V;j* -+-/•* 
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On  aura  done,  pour  I'attraction  exercee  par  le  prisme, 


Le  point  M  est  soumis  maintenant  a  la  force  H  dirigec  suivant  la  droite  MA, 
ct  dont  les  composantes  paralleles  aux  axes  sont 

11 >     H —  • 

/•  r 

On  aura  done 

Les  integrations  s'etendent  a  toute  la  section  droite.  Considerons  I'integrale 

c'est  une  fonction  de  x  ety.  Si  Ton  suppose  le  point  M  exterieur  au  cylindre, 
on  peut  differentier  sous  le  signe  /  ,  et  Ton  trouve 

dx      J    r       /■  Of      J   /•       /• 

II  en  resulte 

M.  C.  Neumann  appelle  U  le potentiel logarithmique.  On  a,  comme  on  leverifie 
aisement,  ['equation 

On  demontre  que,  si  le  point  attire  est  situe  a  Tinterieur  du  cylindre,  on  doit 
remplacer  I'equation  precedente  par  la  suivante  : 


Done,  pour  les  cylindres  indefinis,  la  fonction  U  peut  remplacer  le  potentiel 
ordinaire  V  dont  on  ne  peut  pas  faire  usage  parce  qu'il  est  infini,  comme  I'inte- 
grale 

dz_ 


/ 


•*«.«• 
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CHAPITRE  III. 

SURFACES  ET  COUCHES  DE  NIVEAU.  -  THfiORfeMES  DE  CIIASLES 

ET  DE  GREEN. 


14.  Surfaces  de  niveau.  —  Les  surfaces  de  niveau  qui  correspondent  a  I'at- 
traction  d'un  corps  ou  d'un  systeme  de  corps  sont  des  surfaces  telles  qu'en 
chacun  de  leurs  points  le  potentiel  conserve  la  memo  valeur.  On  obtiendra  done 
I'ensemble  des  surfaces  de  niveau  par  Tequation 

en  donnant  a  la  constante  c  toutes  les  valeurs  positives  inferieures  a  une  cer- 
taine  limite,  puisque  le  potentiel  reste  toujours  fini. 

Une  surface  de  niveau  est  normale  en  chacun  de  ses  points  a  la  resultante  de  rat- 
traction. 

On  a,  en  effet,  tout  le  long  de  la  surface,  en  vertu  de  Tequation  (i), 

dV  .        ^V  ,        ^V  , 

ox  oy    ^         oz 

d'oii,  en  remplagant  j-y  75-^1-77  par  des  quantites  proportionnelles,  les  compo- 
santes  X,  Y,  Z  de  Tattraclion, 

Xdx-h\dy-i-Zdz—o, 

cc  qui  prouve  que  la  resultante  est  perpendiculaire  a  toutes  los  tangentes  de  la 
surface  de  niveau. 

Les  surfaces  de  niveau  relatives  a  I'attraction  d'un  corps  sont  des  surfaces 
fermees :  les  unes  lui  sont  interieures,  d'autres  le  traversent;  d'autrcs,  enfin,  lui 
sont  exterieures  et  grandissent  indefiniment  en  s'approchant  de  la  forme  sphe- 

T.  -  n.  ^ 
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rique,  ainsi  que  cela  resulte  de  la  formule 

limV/==M, 

demontree  au  n^  4;  dans  ce  dernier  cas,  la  constante  c  de  Tequation  (i)  tend 
vers  zero. 

Considerons  deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  S  et  S'.  Soit  M  un 
point  quelconquc  de  S;  la  normale  a  S  en  ce  point  rencontre  S'  en  un  point  M' 
infiniment  voisin  de  M.  Soient  MM'=  ^/i,  V  -i-  ^V  la  valeur  du  potentiel  en  M' : 
Tattraction  exercee  par  le  corps  sur  une  molecule  de  masse  (x  placee  en  M  aura 

pour  intensite  f(x^-  En  effet,  nous  savons  deja  que  f[^-7-  represente  la  projec- 
tion de  Tattraction  sur  la  droite  MM';  or,  ici,  Tattraction  est  dirigee  suivant 
cette  droite;  le  theoreme  est  done  demontre. 

On  voit  en  meme  temps,  ^V  etant  constant,  que,  le  long  de  la  surface  S, 
Tattraction  est  inversement  proportionnelle  a  MM'. 

1 5 .  Th6or6m6  de  Gauss.  —  Si  Von  considere  V attraction  d'un  corps  et  une  sur- 
facefermee  quelconque  S  contenant  dans  son  interieur  tout  ou  partie  du  corps,  que  Von 
multiplie  chaque  element  da  de  S  par  la  composante  suis^ant  la  normale  exterieure 
d  la  surface  de  I'attraction  qui  serait  exercee  sur  une  molScule  de  masse-unite  recou- 
vrant  da^  la  somme  de  ces  produits^  representie par  une  integrate  double,  est  le  pro- 
duit  de  —  ^Tzf  par  la  portion  de  masse  attirante  situee  dans  V interieur  de  S. 

Soient,  en  effet,  A  un  point  de  da,  u  sa  distance  a  un  point  M  de  Telement  de 
masse  dm  du  corps  attirant,  et  (N,  w)  Tangle  que  fait  la  normale  exterieure 
en  A  avec  la  direction  MA.  L'action  de  la  molecule  dm  sur  Tunitede  masse 
placee  en  A,  estimee  suivant  la  normale  exterieure  et  multipliee  par  da,  sera 

—  f  — r-  cos(N,  u)d<j\ 
la  somme  de  ces  quantites  pour  tons  les  elements  da  sera 

cos(N,  u) 


—  {dm  I 


M* 


dd. 


Or,  d'apres  le  theoreme  du  n°  7,  Texpression  /  ^^^^^-^—^da  est  egale  a  zero, 

ou  a  4'i^»  suivant  que  la  molecule  dm  est  exterieure  ou  interieure  a  la  surface. 
On  aura  done  ensuite  a  faire  la  somme  de  —  ^Tztdm  pour  tous  les  elements  dm 
du  corps  attirant,  situes  a  Tinterieur  de  S.  Le  theoreme  de  Gauss  en  resulte 
immediatement;  on  pent  le  traduire  par  la  formule 
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Lorsque  les  masses  attirantes  sont  toutes  exterieures  a  la  surface  S,  on  a 


/ 


an 


16.  Th6or%me  de  Chasles.  —  La  difference  des  forces  qui  s^exercent  surdeux 
elements  correspondanis  de  deux  surfaces  de  niveau  est  egale  a  la  masse  agissante 
contenue  dans  le  canal  orthogonal  compris  entre  ces  elements,  multipliee  par  le 
facteur  constant  4  it  f . 

Soient  S,  et  Sa  deux  surfaces  de  niveau;  prenons  sur  la  premiere  un  ele- 
ment t/a^,  et,  par  chaque  point  du  contour  de  cet  element,  menons  une  ligne 
orthogonale  aux  surfaces  de  niveau  comprises  entre  S,  et  S^.  Le  canal  curviligne 
ainsi  forme  decoupera  sur  la  surface  Sj  un  element  correspondant  da,^.  Appli- 
quons  le  theoreme  precedent  au  volume  enveloppe  par  ce  canal  et  les  deux  ele- 
ments qui  le  termincnt.  II  faudra  etendre  Tintegrale  a  toute  la  surface  du  ca- 
nal; or,  en  chaque  point  de  sa  surface  laterale,  la  force  est  tangente  a  la  ligne 
orthogonale  et  sa  composante  normale  est  nulle.  L'integrale  se  reduira  done 
aux  termes  fournis  par  les  deux  bases  da^  et  da,^.  Si  Ton  remarque  que  la  nor- 
male exterieure  de  S^  est  la  normale  interieure  du  petit  canal  considere  plus 
haut,  la  formule  (2)  donnera  done 


<^'  (5^)/'.-(5^).^-  =  -4' 


m 


m  designe  la  portion  de  masse  du  corps  contenue  dans  le  canal.  Si  Ton  multi- 
plie  par  f  I'equation  precedente,  on  a  le  theoreme  annonce. 

Lorsqu'il  n'y  a  aucune  masse  agissante  entre  les  deux  surfaces  de  niveau, 
on  a 


(S).^^'=(S)/'" 


par  consequent,  les  forces  qui  s'exercent  sur  les  elements  correspondants  des 
surfaces  de  niveau  sont  egales. 

17.  Couches  de  niveau.  —  Si  Ton  suppose  qu'on  distribue  de  la  matiere  sur 
une  surface  de  niveau,  de  fa^on  qu'en  chaque  point  la  densite  soit  egale  a  Tin- 
tensite  de  I'attraction  qui  serait  exercee  en  ce  point  sur  une  molecule  de  masse- 
unite,  divisee  par4'7tf»  on  forme  une  couche  infmiment  mince  de  masse  finie, 
que  Ton  nonime  couche  de  niveau.  On  pent  se  proposer  d'etudier  I'attraction 
d'une  telle  couche  sur  les  points  de  Tespace  :  c'est  ce  qu'a  fait  Chasles;  nous 
donneronsquelques-uns  des  resultats  auxquels  il  est  arrive. 
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Remarquons  d'abord  que  : 

La  masse  d'une  couche  est  egale  a  la  masse  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui 
est  inlerieure; 

Toutes  les  couches  qui  enveloppent  entierement  le  corps  ant  la  mSme  masse; 

Les  portions  correspondantes  de  deux  couches  exterieures  au  corps  attirant  ont 
toujours  une  mime  masse,  et,  lorsque  deux  couches  comprennent  entre  elles  une  por- 
tion de  la  masse  attirante,  la  difference  des  masses  de  deux  portions  correspon- 
dantes sur  ces  deux  couches  est  egale  a  la  partie  de  masse  attirante  comprise  dans 
Vinterieur  du  canal  orthogonal  aux  coujches  de  nis^eau  qui  reunit  les  deux  portions 
considerees. 

Les  deux  premieres  de  ces  propositions  auxiliaires  sont  une  consequence  de 
la  troisieme,  qui  n'est  elle-meme  qu'une  representation  du  theoreme  exprime 
par  Tequation  (3).  La  premiere  repond  a  Tequation  (2). 

18.  Th6or%me.  —  Une  couche  quelconque  nexerce  aucune  action  sur  les  points 
de  son  inteneur,  poun^u  que  cette  couche  soit  entierement  exterieure  au  corps 
attirant. 

Dans  le  cas  contraire,  elle  exerce  sur  les  points  interieurs  une  action  egale  et  de 
signe  contraire  a  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  exterieure. 

Soient,  en  effet  {fig.  i),  S  Tunc  des  couches;  U  son  potentiel  pour  un  point 


interieur  M;  dfs  Telement  de  S  au  point  A;  rf/w  Telement  de  masse  qui  doit 
recouvrir  rfa;  m  la  distance  AM.  On  aura 


(A)  U./l^. 


Considerons  une  seconde  couche  de  niveau  S'  infiniment  voisine  de  S  et  Ten- 
veloppant.  Soit  U-hrfU  son  potentiel  pour  le  point  M;  il  faut,  pour  Tobtenir, 
remplacer  chaque  element  dm  de  la  couche  S  par  Telement  correspondant  de  la 
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couche  S'.  D*apres  le  n^  16,  il  faul  aceroitre  dm  de  du,^  la  portion  de  masse  atti- 
rante  comprise  entre  les  elements  ^7,  d^r'  et  le  canal  orthogonal  qui  les  relie. 
D'autre  part,  la  normale  en  A  a  S  rencontre  S'  en  A';  on  a 

AA'rr  <//!,         V B  =^  du  =:  AA'cos :/  -  COS 9  </w. 

II  faut  done  diflerentier  la  formule  (4)  en  augmentant  dm  de  d[L  et  du  de 
cos^  dfij  ce  qui  donnera 

.Mais  on  a»  par  definition, 

am  =L  —  -7 T-  dfj; 

^u  on 

il  en  resulte,  en  remarquant  que 

on 

est  constant  en  tons  les  points  de  S, 


J      u         iz  J       I/* 


Or,  d'apres  le  n**  7,  on  a,  le  point  M  etant  interieur  a  S, 

/COSC>    -  , 

II  vient  ainsi 

(5)  rfU^./V4-/'^; 

/  —  est  le  potentiel  de  la  portion  de  masse  attirante  comprise  entre  les  deux 

couches  infiniment  voisines. 

Designon»  main  tenant  par  S^  et  S2  deux  couches  de  niveau,  toutes  deux  exte- 
rieures  au  point  M,  et  situees  a  une  distance  y?/wc  quelconque;  par  W  le  poten- 
tiel relatif  a  la  portion  du  corps  attirant  comprise  entre  ces  deux  couches;  enfin, 
par  V,  et  V,  les  valeurs  constantes  de  V  le  long  de  S,  et  de  S,;  la  formule  (5) 
donnera  par  I'integration 

(6)  u,-L,  =  V,-V,-\V. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  couches  soient  exterieures  au  corps;  nous 
aurons  W  =  o  et,  par  suite, 

U,-V,=:U,-V,. 
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On  aurait  de  meme 

4 

mais  l]«  =  o,  parce  que  la  masse  attirante  finie  est  repartie  sur  une  surface 
dont  tous  les  elements  sont  a  des  distances  infinies  de  M;  d'ailleurs,  on  a  evi- 
demment  Voe  =  o,  et  il  en  resulte,  pour  une  couche  quelconque  S^, 

Done,  lorsque  le  point  attire  M  occupe  toutes  les  positions  possibles  a  I'inte- 
rieur  de  S,,  V,  demeurant  constant,  il  en  est  de  meme  de  U^.  Le  potentiel  de  la 
couche  S|  est  done  constant,  et  la  couche  S,  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  de  son  interieur  :  c'est  la  premiere  partie  du  theoreme  enonce. 

Chasles  fait  remarquer  qu'on  a  ainsi  le  moyen  de  former  une  infinite  de 
couches  infiniment  minces  qui  soient  sans  action  sur  les  points  de  leur  interieur. 
On  ne  connaissait  autrefois,  pour  etre  dans  ce  cas,  que  la  couche  spherique  et  la 
couche  elliptique,  dont  nous  parlerons  bientot. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  surface  Sj  soit  encore  exterieure  au  corps 
attirant,  dont  une  partie  se  trouvera  comprise  entre  S^  et  S^;  on  aura,  par  ce  qui 
precede,  Ua  =  V^,  et  la  formulc  (6)  donnera 

(7)  U,^V,-W. 

En  differentiant  par  rapport  aux  coordonnees  ^,  j,  z  du  point  attire  et  remar- 
quant  que  V^  ne  depend  pas  de  ces  coordonnees,  on  trouvera 

da:  djc  dy  dv  dz  dz 

ce  qui  demontre  la  seconde  partie  du  theoreme. 

19.  Th6or&me.  —  Une  couche  quelconque  exerce  sur  les  points  exterieurs  une 
attraction  egale  a  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  interieure, 

Reprenons,  en  effet,  nos  deux  couches  infiniment  voisines  S  et  S',  en  dehors 
desquelles  se  trouve  le  point  attire  M.  Soient  U  et  U  -+-  rfU  leurs  potentiels;  on 
arrivera  comme  precedemment  a  Tequation 


mais  ici  le  theoreme  du  n*^  7  donne 


/ 


cos  9   . 

^  d(j  ■=.  o, 


w 
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d'oii 

En  integrant,  il  vient 

(8)  U,-U.  =  W', 

W  designant  le  potentiel  relatif  a  la  portion  du  corps  attirant  comprise  entre 
les  deux  couches  quelconques  S^  et  83  situees  en  dega  de  M,  auxquelles  repon- 
dent  les  potentiels  U|  et  Uo. 

Si  Ton  fait  passer  la  surface  S^  par  le  point  M,  on  trouvera,  d'aprfes  la  rela- 
tion (7), 

(9)  u,  =  v,-w, 

W  designant  le  potentiel  relatif  a  la  partie  du  corps  qui  est  exterieure  a  la  sur- 
face Sa;  on  tirera  ensuite  des  formules  (8)  et  (9) 

ou  bien  encore 

(10)  U,  =V,-W\ 

en  designant  par  W"=  W  4-  W  le  potentiel  relatif  a  la  partie  du  corps  attirant 
qui  est  exterieure  a  S^.  V2  est  d'ailleurs  le  potentiel  qui  repond  a  Tattraction  du 
corps  tout  entier,  de  sorte  que  Va  —  W"  correspond  a  la  portion  du  corps  ren- 
fermee  a  Tinterieur  de  S,.  Ce  dernier  potentiel  etant  toujours  egal  a  celui  de  la 
couche  S|,  le  theoreme  est  ainsi  demontre. 
On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  : 

Si  une  couche  de  nweau  ens^eloppe  entierement  le  corps ^  son  attraction  sur  tous  les 
points  exterieurs  est  toujours  egale a  celle  du  corps,  en  grandeur  et  en  direction. 

20.  Th6or6mes  de  George  Green.  —  Les  belles  proprietes  des  surfaces  de 
niveau  que  nous  venons  de  demontrer  d'apres  Chasles  avaient  ete  decou- 
vertes  anterieurement  par  une  voie  toute  differente  par  Green;  mais  Chasles 
ignorait  le  Memoire  du  geometre  anglais. 

Les  theoremes  en  question  reposent  sur  une  formule  importante  de  Calcul 
integral  :  soient  T  un  espace  fini,  limite  par  une  ou  plusieurs  surfaces,  et  F  une 
fonction  de  a?,  j,  s,  qui  reste  finie  et  continue  pour  tous  les  points  de  TespaceT. 
On  va  considerer  I'integrale 


1 


^///^  ^"  ^^  ^'  ^//^-^  ^^"/I  ^^' 


etendue  a  tous  les  points  de  Tespace  T. 
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Un  prisme  parallele  a  Ox,  ayant  pour  base  dydz,  coupe  la  surface  par  une  de 
ses  aretes  en  un  nombre  pair  de  points  A,,  Aa,  ...,  ayant  pour  abscisses  x^, 

X29 Si  Ton  designe  par  F^,  Fj,  ...  les  valeurs  que  prend  F(.r,  j,  5)  quand  on 

y  remplace  x  par  a:, ,  X2,  . . . ,  on  aura 

^^^.r  =  (F,-F,)-+-(F,-F,)4-.... 

Soient  rfa<,  rfo-^,  ...  les  elements  detaches  par  le  prisme  en  A,,  Aj,  ...  sur  la 
surface  S  qui  limite  I'espace  T,(N,, J?),  (Na,  r),  ...  les  angles  que  font  avec  la 
partie  positive  de  Taxe  des  x  les  normales  inierieures  a  S  en  ces  divers  points. 
On  a 

dfdz  =:-H  cfrTi  cos(\i,  ^)  =:  —  ^(7,  COS(N,,  j:)  r=-H.  .  .; 

il  en  resulte 

ou,  plus  simplement, 

1  =—  /  Fcos(N,  x)d(T, 

rintegrale  s'etendant  a  toute  la  surface  S.  Soit<^/ila  longueur  d'un  element  de 
la  normale  interieure  au  point  A  auquel  correspond  Telement  rfa,  comprise 
entre  ce  point  et  le  point  infiniment  voisin  (.r  -+-  dx,  y  ■+-  r/v,  z  -+-  dz)\  on  aura 

cos(N,^')  =  3— » 
^  an 

et  la  proposition  preliminaire  que  nous  venons  de  demontror  se  traduira  par  la 
formule 

dans  laquelle  on  a  remplace,  pour  abreger,  dxdydz  par  Telement  de  vo- 
lume dv\  rintegrale  du  second  membre  est  une  integrale  double  qui  doit  etre 
etendue  a  toute  la  surface  S.  On  remarquera  que  nous  avons  deja  rencontre  un 
cas  particulier  de  la  formule  precedente  quand  nous  avons  etabli  Tequation  (B) 
du  n«  1. 

21.  Soient  U  et  V  deux  fonctions  de  x,  y,  z,  qui  restent  finies  et  continues, 
ainsi  que  leurs  derivees  premieres,  pour  tons  les  points  d'un  espace  limite  T, 
termine  par  la  surface  S.  Considerons  Tintegrale  triple 

J  _  f(  ^^  ^y      ^^  ^'      ^  !^\  j^, 

J  K^-^  ^^'      ^y  ^y      dz  dz )     ' 
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(Hendue  a  tous  les  points  de  Tespace  T.  On  a  evidemment 
d'oii,  en  appliquant  la  formule  (i  r)  et  faisant,  suivant  I'usago, 

(Py     <)^w     (V-y     .  ,r 

01'^        dr'        ()z^ 

J--  f\]i  yrii-  Tu/^—  — -h  —  — -+-—  -V/^ 

J         *  ,/       \dr  <)n        dv  dn        dz    dn) 

En  remplaQant  J  par  sa  valeiir  et  posant 


(yy_  dx     dy^  dv^     dy  dz_     dy  ^ 

^  dx  dn        dv  dn        dz  dn       dn 

il  vient 

(I'ou,  en  permutant  U  et  V, 

((3)  J  V  A,U  rfr+J  (^_  _  +  ^-  _  -t-  _  -- j  rf.-  .  -  /  V  _^.; 

on  tire  de  (a)  et  (p),  par  soustraction, 

Les  formules  (a),  (P),  (y),  qui  ont  une  importance  considerable  a  cause  do 
leur  grande  generalite,  constituent  le  premier  theoreme  de  Green. 

La  definition  de  3—  et  de  ^—  resulte  clairement  de  la  formule  (12). 

dn  dn  ^      ^ 

22.  Si  Tune  des  functions  U  et  V  devenait  infinie  en  Tun  des  points  de  I'es- 
pace  T,  la  demonstration  precedente  tomberait  en  defaut,  parce  que  les  inte- 
grations par  parties  sur  lesquelles  repose  la  formule  (11)  cesseraient  d'etre 
legitimes. 

Nous  allons  voir  comment  il  faut  modifier  le  theoreme  lorsque,  la  function  V 
restant  finie  et  continue  pour  tous  les  points  de  T,  ainsi  que  ses  derivees  pre- 
T.    -   IL  .5 
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miferes,  la  fonction  U  devient  infinie  en  un  seul  point  P  de  I'espace  T,  dans  le 
voisinage  duquel  on  suppose  qu'elle  se  reduise  a  ->  r  designant  la  distance  au 
point  P.  Nous  voulons  dire  par  la  qu'on  aura 

U,  designant  une  fonction  qui  reste  finie  au  point  P,  et  demeure  soumise  aux 
memes  restrictions  que  V. 

Decrivons,  de  P  comme  centre,  une  petite  sphere  de  rayon  e,  dont  nous  desi- 
gnerons  la  surface  par  S,  et  le  volume  par  T,.  L'equation  (y)  pourra  etre  appli- 
quee  a  I'espace  T  — T,,  dans  lequel  les  fonctions  U  et  V  verifient  les  conditions 
imposees;  I'integrale  triple  du  premier  membre  s'etendra  a  tout  cet  espace  et 
rintegrale  double  du  second  membre  aux  deux  surfaces  S  et  S^,  qui  le  limitent. 
On  trouvera  ainsi 

f(l  AjV  ~  V  A,L )  rfi  -  f{ i:  A,V  -  V  A,U)^r 


d'ou,  en  remplagant,  dans  /  et  /  ,  U  par  -  -h  \]^ ,  et  remarquant  que  Ton  a  iden- 
tiquement  Aa-  =  o, 


T,      « s, 


r(UA.V_VA,U)rf.-((v^-u£)./. 


s 
(i3)  ' 


.([(;...,)..v^v..t,;|...-/[(-:.„,)--v(!i.g)].. 

Si  Ton  remplace,  dans  le  second  membre,  I'element  de  volume  di^  par  son  ex- 
pression r^  sinO  fl^rrfOrf'j'  6"  coordonnees  polaires  ayant  leur  origine  au  point  P, 
et  da  par  e^  sin  0  rfO  r/j/,  on  voit  que 

r(l,A,V-VA,U,)^/r 

est  de  I'ordro  de  £';  les  quantites 


sont  de  I'ordre  de  £^; 

r 

r  ()n 


fi'^H. 
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est  de  I'ordre  de  e.  On  a  d'ailleurs,  en  remarquant  que  la  norinale  exterieure  a 
la  surface  S,,  consideree  comme  limitant  Tespace  T  — T,,  est  dirigee  en  sens 
inverse  du  rayon  vecteur  r. 


dn  dr  r-  dn 


II  viendra  done 


.It     ..21C 


dont  la  limite,  puur  t  =  o,  est 


It    ,.uc 


en  representant  par  V  la  valeur  que  prend  la  fonction  V  au  point  P. 
Si  done,  dans  Tequation  (i3),  on  fait  tendre  e  vers  zero,  il  viendra 

les  integrales  s'etendent  inaintenant,  la  premiere  au  volume  T,  la  seconde  a  la 
surface  S,  qui  le  limite. 

La  formule  (y')  constitue  le  second  theoreme  de  Green;  elle  ne  dilfere  de  la 
formule  (y)  que  par  Tintroduction,  dans  le  second  membre,  du  produit  par 
f\iz  de  la  valeur  V,  que  prend  la  fonction  V  au  point  P,  oil  Tautre  fonction  U 

devient  infinie  comme  -• 

/• 

23.  Application  du  premier  th6or^me  de  Green.  —  Supposons  la  fonc- 
tion U  constante  dans  tout  Tespace  T;  on  aura  done 

On 

I'equation  (y)  deviendra  simplement 


(i4)  J^,\dv^-J 


.    da. 
On 


Cette  formule,  dans  laquelle  les  integrations  s'etendent  a  tout  le  volume  T  et 
a  la  surface  S  qui  le  limite,  suppose  seulement  que  V  et  ses  derivees  premieres 
sont  finies  et  continues  pour  tons  les  points  de  Tespace  T.  Ces  conditions  seront 
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remplies  si  la  fbnclion  V  represenle  le  potentiel  de  masses  attiranles  quipuui- 
ront  etre  situees,  les  unes  a  Tinterieur,  les  autres  a  I'exterieur  de  Tespace  T. 
Suit  M  la  somme  des  masses  interieures;  dans  I'espace  T,  on  aura 

AjV  ^  I)        ou        A,V— —  J  Tip, 
p  designant  la  densile  de  la  matiere  qui  occupe  Telement  dv.  On  aura  d'ailleurs 

et  Tequation  (i4)  donnera 

/   -.    r/(7=  4  7rM. 
./    dn 

On  relrouve  Ic  theoreme  du  n"  15;  le  cliangement  de  signo  provient  de  ce 
que  dn  designe,  dans  un  cas,  Telement  de  la  normale  exlerieure;  dans  Tautre, 
Telemcnt  de  la  normale  inlerieure. 

2i.  Les  Ibrmules  de  Green  donnent  tres  facilement,  comme  un  va  vuir,  les 
tlieoremes  des  n*"*  18  et  19. 

Soil,  en  effet,  V^  une  function  finie  et  continue  des  coordonnees  ^r,  v,  z  d'un 
point  de  I'espace,  donnee  pour  tons  les  points  interieurs  a  une  surface  fermee  S 
et  satisfaisant,  dans  tout  cet  espace,  a  Tequation 

Soil,  de  meme,  V.  une  fonction  finie  et  continue  de  Jc^  y,  z,  donnee  pour  tons 
les  points  exterieurs  a  S  et  satisfaisant,  dans  tout  cot  espace,  a  Tequation 

Aj  Vj—  o. 

Supposons  que  les  functions  V,  et  V^  prennent  la  meme  valeur  en  chaque  point 
de  S.  Admettons  enfin  que,  pour  les  points  situes  a  une  distance  infinie,  Vj  soil 

un  infiniment  petit  du  meme  ordre  que  rinverse  -  de  la  distance  a  Torigine  el 

que  ^*j  -x  S  -TT  soient  de  meme  ordre  que  -^-  Nous  allons  demontrer  que  Ton 

pent  attribuer  a  chaque  element  ih  de  S  une  masse  prfcy,  telle  que  le  potentiel 
de  la  cuuclie  ainsi  ubtenue  suit  egal  a  Vj  puur  les  points  exterieurs  et  a  V^  pour 
les  points  interieurs,  la  densite  p  etant 


> 


V,  et  V^  designant  ce  que  deviennent  les  functions  V,  et  V^  sur  la  surface  S, 
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-j-^  et  -^--  ayant  la  signification  qui  resulte  dc  la  formule  (12);  dans  -^S  dn 
designe  Telenient  de  la  normale  interieure;  c'est,  au  conlraire,  Telement  de  la 

normale  exterieure  dans  -r-^- 

on 

Pour  demontrer  ce  theoreme,  nous  appUquerons  d'abord  la  Ibrmule  (y')  en  y 
prenant 

r  etant  la  distance  a  un  point  M  interieur  a  S.  Nous  etendrons  les  integrales 
triples  a  tout  Tcspace  interieur  a  S.  Nous  avons,  par  liypothese,  A2V,  =  o; 

d'ailleurs  Aj-  est  nul  aussi.  Les  integrales  triples  de  la  formule  (y')  dispa- 

raissent  done,  et  il  reste 


./■7§-=yv-,^ 


(16)  /   ~r_l^^=^  /    V,— ^/a-/,7u\',, 

,/     /•   on  J  On 

en  designant  par  V,  la  valeur  que  prend  V^  au  point  M. 

Appliquons,  en  second  lieu,  la  formule  (y)  a  la  portion  de  I'espace  compris 
entrc  la  surface  S  et  la  surface  S|  d'une  sphere  de  tres  grand  rayon  R  ayant  pour 

centre  le  point  M.  Nous  prenons  V  =  Vj  et  U  =  -;  les  integrales  triples  dispa- 

raissent  encore,  et  la  formule  (y)  donne 

la  premiere  integrale  s'etendant  a  S  et  la  seconde  a  S^ ;  or  cette  derniere  inte- 
grale  tend  vers  zero  avec  jtj  car,  le  long  de  S,,  d'apres  riiypolhese,  V2  et  -t-^ 

sont  respectivement  de  Tordrc  de  .-r  et  de  j.,;  -y-  est  d'ailleurs  de  I'ordre  de  tt, 
et  dfs  contient  R*  en  facteur,  de  sorte  que,  finalement,  la  seconde  integrale  reste 
de  Tordre  de  g-  La  formule  (17)  donne  done 


d'- 


(18) 


P-r^i^'-J^'in'- 


Si  Ton  ajoute  les  equations  (iG)  et  (i8)»  qu*on  tienne  compte  de  la  relation 
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V,  =  V'a  et  qu'on  rcmarque  que  On  est  pris  avec  des  signes  contraires  dans  les 


deux  valeurs  de  3— »  il  vient 

an 


f-r(7.!-§h=-^'-.. 


c'est-a-dire,  d'apres  la  formule  (r5). 


J 


=:  v; 


Done  le  potenliel  de  la  couclie  de  densite  p  sur  le  point  quelconque  M  de  son 
interieur  est  egal  a  la  valcur  V,  que  prend  en  ce  point  la  fonetion  V,. 

On  prouvera  de  la  meme  maniere,  en  supposant  le  point  M  exterieur  a  S,  que 
le  potentiel  de  la  meme  couche  pour  les  points  exterieurs  est  represente  par  V!,. 

En  effet,  on  tire  des  formules  (y)  et  (y') 


d'oii,  en  ajoutanl, 


J    r\dn 


H — r-^  I  (h  --  —  .|J:V".,, 
on  ' 


/^ 


25.  Considerons  actuellement  un  corps  allirant  quelconque  et  une  de  ses 
surfaces  de  niveau  S  a  laquelle  repond  la  valeur  constante  C  du  potentiel  V. 
Soient  V  le  potentiel  de  la  portion  du  corps  qui  est  exterieurc  a  S,  V  celui  de  la 
partie  interieure.  On  aura 

V-h  V"^  V,         V'H-V''-=C. 

Appliquons  le  theoreme  precedent  en  prenanl 

V,=:V%         V,  =  C  -\'. 

Les  conditions  imposees  aux  fonctions  V,  et  V^  se  trouveront  bien  remplies; 
ainsi  Ton  aura  A2Vjj=  o  a  Texterieur  de  S,  A^V^  =  o  a  Tinterieur  de  S.  On  voit 
enfin  immediatement  que  Va  et  ses  derivees  premieres  sont  bien  des  ordres 


V 

Av**/^*     ••^'■^^     n**T'<  '•»•       I'.^i         »  *    V  ■»   '  •^     T'*'/*     »»••'••»*  V  /i      "  •,'v  f     1>    5,   ..'••»*    .        V »  "•       A<   y^A    *■  »V 

rif-rre.  -et  >  -n  hji   -n  >-:  't-s  p;"r.:>  inur  f-r.TS  srr^  f^f^lr  cl  ^vr;T;..:v  jk  *vV,o  ^v 

les  d^Ti\  lfTiij«%  uj)t  i'vtn\':*n  opjH>>eo.  Si  Ton  ;nJt>|M<^  jv^nir  los  .io^i\  a^^m^x^vv 
la  directi'»n  ie  la  n«^TTDale  inlereiine,  on  ^um 

.      1  I  '^^       '^^    I        '    *^^ 

la  densile  est,  oomme  on  le  voil,  proporlionnello  ^  Tiulon^^iio  do  T^^Hr^oliow  on 
chaque  point  de  S.  La  conslitulion  de  la  oouoho  osi  hion  L^  nn^mo  ^j«o  ooHo  ^ni 
a  ete  indiquee  au  n^  17. 
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CHAPITRE  IV. 

ATTRACTION  D'UN  ELLIPSOIDE  HOMOCffeNE  SUR  UN  POINT  MATlilRlEL. 

ANALYSE  DE  LAGRANGE.  -  THfiOREME  D'lVORY. 

ATTRACTION  D'UN  CYLINDRE  ELLIPTIQUE  INDEFINL  -  METHODE  DE  GAUSS. 


26.  Attraction  d'un  ellipsoide  homog&ne  sur  un  point  int6rieur.  — 
Analyse  de  Lagrange.  —  Soient  2a,  'ih,  ic  les  longueurs  cles  axes  dc  Tel- 
lipsoide,  p  sa  densite  supposee  constante  dans  tout  Tinterieur.  Prenons  pour 
axes  de  coordonnees  les  axes  memes  de  TeHipsoiide,  et  designons  par  a,  p,  y  les 
coordonnees  du  point  attire  A,  par  |x  sa  masse,  par  a?,  y,  z  les  coordonnees  d'un 
point  quelconque  M  du  volume  de  TeHipsoide,  par  dm  et  ds^  les  elements  de  masse 
et  de  volume  en  ce  point,  enfin  par  X,  Y',  Z  les  composantes  de  Tattraction 
totale,  paralleles  aux  axes,  et  par  r  la  distance  AM.  Nous  aurons 


\  =  f^  y  '-—,-  ^^  =  ff^py  -  ,.3  "^  ^^'• 


Introduisons  les  coordonnees  polaires  r,  G,  ^  du  point  M,  rapportees  a  Torigine 
A,  et  a  des  axes  menes  par  ce  point  parallelement  a  O.r,  Oj,  Oz.  Nous  aurons 

,r  =  a -h /'C0s9,         V  —  (3 -I- /sinQcos^,         :;  —  y  4- rsin(9siii'|, 

dv  31=  r^dr  sin  QdBdh , 


X— ffxp  C  f  fsindcosedrded^\f. 


Pour  des  valeurs  donnees  de  0  et  '^,  r  varie  de  o  a  r',  en  designant  par  r'  la 
distance  du  point  A  au  point  M',  oil  le  rayon  vecteur  AM  perce  la  surface  de 
Tellipsoide;  on  a 

dr  =:  /•' ; 


/• 
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0  varie  d*ailleurs  de  o  a  i:,  et  '^  de  o  ii  27: ;  on  peul  done  ecrire 

(I)  A--/     ^'inOcosOcie  r'M. 

En  exprimant  que  les  coordonnees  du  point  M  verifient  Tequation  de  la  sur- 
face de  Tellipsoide,  11  vient 


a^  0'  c 


ou  bien 

(2)  y  ,'SH_^;)rc/'  4-  .)t,    -CI, 


en  posanl 


(3) 


v.oa'^O  sin*5cos*'>!/       si  a*  ^  sin- 'J^ 

a»         ^  /y*              ^              c* 

I  ..„       acos5'  j3sindcos'>l>       vsinSsinil' 

a*  0*                        c* 

a*        3*  V* 

rt*         o*  c* 


^  est  essentiellement  positil';  2f^  est  negatif* parce  que  le  point  A  est  interieur 
a  rellipsoide.  Les  deux  racines  de  Tequation  (2)  du  second  degre  en  r'  sont 
reelles  et  de  signes  contraires  ;  nous  devons  prendre  la  racine  positive 


Portons-la  dans  Texpression  (i)  de  X,  et  il  viendra 


W  Jo    Jo       -*-  Jo    Jo 


Dans  la  derniere  integrale,  considerons  les  elements  ditferentiels  qui  corres- 
pondent aux  valeurs 


O  —  Oi,      •}  =  '!,;  o  —  T.-Oi,      'y-T.^'^ 


1 


de  6  et  ^.  Les  valeurs  correspondantes  de  4^  et  Jli)  seront  les  memes;  mais  celles 
dealt  seront  egales  et  de  signes  contraires,  ainsi  que  cela  resulte  des  expres- 

/Q\    v^OIL»— /X  ,         .  ./^)j^:iirTT)^   -Aft  Jill 

sions  (J); -— ^= — sera  le  meme, ^     smQ  cosO  prendra  dans  les  deux 

cas  des  valeurs  egales  et  de  signes  contraires.  Done  la  seconde  integrale  qui  figure 
T.  -  II.  r> 
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dans  rexpression  de  X  est  nulle,  et  il  reste 


X 


,.7C     ..Sir  . 


ou  bieii,  en  rempla^*ant  ;Tl  par  sa  valeur. 


.71      ^27: 


-  =  -  r  f 


cos*  0  sin  C* 


y 


dhdl 


.It       ,.21C 


:ir  / 


cos0siii*^cos'>{> 


».  0        *  0 


y 


dOd}^ 


/-  /       /      ^^ -t  dBdh 


Lcs  deux  dernieres  integrales  sont  nullcs,  comnie  on  le  voit  en  considerant  les 
valeurs  des  elements  difierentiels  qui  correspondent  a 


II  reste  done  seulement 


T  —   Tl  » 


^., 


'j*  —  t:  4-  4*1 


.7t      /^.27t 


(4) 


^__j.      f^    /»"   /'-^  cos'^sinO ,.,, 

~  «^* .(.    cA      cos*^'       i5iii^6cos*'4>       sin*6'sin*d'         ^' 


a 


// 


Cette  expression  de  X  est  proportionnelle  a  a  et  independante  de  ft  et  y,  de 
sorte  que  la  composante  X  reste  la  memo  quand  le  point  attire  se  deplace  dans 
un  plan  perpendiculaire  a  O^c.  La  meme  expression  est  une  fonction  homogene 
et  de  degre  zero  de  a,  b,  c\  si  done  on  considere  un  second  ellipsoide  homo- 
tlietique  au  premier  et  Tenveloppant,  et  qu'on  le  suppose  renipli  d'une  matiere 
homogene  de  densite  p,  les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  A  seront 
les  memes  que  celles  du  premier  ellipsoide.  De  la  ce  tlieoreme  : 

Une  couche  homogene  comprise  entre  les  surfaces  de  deux  ellipsoides  homolhe- 
liques  nexerce  aucune  action  sur  les  points  situes  a  Vinterieurde  cette  couche. 

II  est  facile  de  demontrer  geometriquement  ce  theoreme. 

Soit  {fig.  2)  un  cone  d'angle  infiniment  petit  w,  ayant  son  sommet  en 
M,  qui  delache  dans  la  couche  deux  segments  infmitesimaux  representes  par 
ABCD,  A'B'C'D';  soit  encore  ahcd  la  portion  qui,  dans  le  cone  superieur,  est 
comprise  entre  les  spheres  de  rayons  ret  ^-^  dr,  ayant  leur  centre  en  M.  L'at- 
traction  de  cette  portion  sur  le  point  M  est 


r' 
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Tattraction  du  segment  ABCD  sera  done 

De  meme,  rattraction  du  segnnent  A'BT/IV  sera  f (xpw  x  A'B'.  Or,  les  ellip- 
soides  etant  homothetiques,  on  a  A'B'  =  AB.  Done  les  deux  segments  exercenl 

B r. 


a 

/  V  \ 

1 

/ 

1 

L 
B 

sur  le  point  M  des  attractions  de  meme  intensite;  les  directions  de  ces  deux 
attractions  sont  d'ailleurs  egales  et  opposces;  done  elles  se  detruisent.  II  en 
est  de  meme  pour  tous  les  cones  elementaires  ayant  leurs  sommets  en  M  ;  par 
suite,  la  resultante  des  attractions  de  la  couclie  sur  le  point  interieur  ^I  est 
bien  egale  a  zero. 
Si  Ton  pose 

Arz: 


B  = 


cos' 6 

4- 

sin'5 

17* 

h^'    ' 

cos'  0 

l7» 

-\- 

sin'^ 

I'expression  (4)  pourra  s'ecrire 


r.  It 


X---8f  up-*    f    COS'S  sill  (?rf9  f    \-—.r^n--  t. 

•^•^  rt'  ./.  J         \  cos-  -J/  -4-  B  SI  11  *  * 

•''0  •^  O  •  • 


Or,  A  et  B  etant  positifs,  on  a,  comme  on  sail. 


./: 


Acos'^{/  -^  Bsin-'J;       '>.\  \\\ 


On  trouvera  ainsi  la  premiere  des  formiiles  ci-dessous  (les  autres  sVn  dedui- 
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sent  par  des  permutations  de  lettres)  : 


1C 


X 


(A) 


=  —47^ I  MO  OCX  I       , r -    — , —  - —  -  (19 , 

Jo    V  (^'siii'C-i-^*cos*6)  (rt*sin«6-hr*cos*6) 


COS*  5  sin^ 


(/  -i-  c*  cos*  6 )  ~( />*  si ri«  9  4-  «*  cos*  (; ) 


Z  =:  —   jTrfjULpa^y    / 


7 


cos*  9  sin  5 


^6. 


Jo    V^(^*sin-6  H-  rtr'cos*^)  (c*sin*(/4-  A*cos*^) 
II  convient  de  donnor  Texpression  du  polentiel  V.  On  aura  evidemment 

oil  ,.i>,  lib,  e  sont  egaux  respectivement  aux  moities  des  coefficients  de  f[jLa,  f(xp, 
f[jLY,  dans  les  expressions  (A)  de  X,  Y,  Z,  et  Vo  designe  une  constante  qui  n'est 
autre  chose  que  le  potentiel  de  rellipsoide  relativement  a  son  centre;  on  pent 
done  ecrire 

^       I      I    eos*^       sin*6)c< 
/    7    -^^-^  /,T 


s.L> 


cos*J^       sin*0sin*^ 


d'oii,  en  integrant  relativement  a  '^  entre  les  limites  o  et  27:, 


TC 
n2 


sin^^^ 


\  <,  I-—  '^  7:0  a*  he  I      - -__z — • 

Jo     V  <  ^*sin*(/  -h  /^*cos=&)  ('7*sin*^>  4-  r^cos*^') 


L'expression  cherchee  pour  le  potentiel  sera  done 


--  -ATTO 


h( 


^'luOdO 


./      V  ( ri*sin*6  4-  />-cos*^)  (a*sin*(;  -h  c- 


cos-O*) 


(B) 


cos*  6*  sin  ^6^0 


,      ,  /  cos'ysinycfv 

—  he  y}  I       - — _____________ 

J  a     \  ia^^'xn-O  ^   />*cos*(/)(/^/*sin' 


^-H-  c*cos^^) 


w 


cos*  ^  sin  6  ^{z 


*0  -{-r*cos*0)  (/>*sin^(/  -i-  rtr*cos*(/) 


r^j3*   /        -  _:. 

./o     V(/^*sin 

.    J   /""  t'Os*0sin(/^6  I 

'  .'«    V'i'-'sin'O   r   r/-cos*^)  (r-sin*5H- //*cos*^)J 
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Jacobi  transforme  elegamment  les  expressions  precedentes  de  X,  Y,  Z  el  V, 
en  posant 


cosC?-^  - 


aux  limites  o  et  -  de  0  repondent  les  limites  o  et  oc  de  s,  et  Ton  trouve  sans 
peine 


<7' 


i'--«V)\/('^i)('^^')('-"^i 


(\') 


Yi.r-'jTrffxp  j;; 


7.—      1 


'/(■*^)\/04)On.)(-J) 

TZ  f  txp  -^       I         -  -     -    -  -'-        --  -- 


Enfinnous  allons  donner  une  autre  transformation  des  formules(A),  laquelle 
nous  sera  tres  utile  dans  la  suite.  Faisons 


4 


(5)  b^=:a^i-^y^),         v^  —  cr-{\-^\'^),  }A=z:^r.pabc; 

M  designera  done  la  masse  de  rellipsoide.  On  pose  ensuife  : 

dans  Texpression  (A)  do  \,        cos 9—  C, 


» 


)) 


»    de  Y,        cos6' —  — = 


»     de  Z ,        cos  0  = 


dans  les  irois  eas,  les  limites  de  w  sont  o  el  i ,  et  il  vienl 


^-      -^,-«  / 1 X' 

./.     ('  i-)-'C')'('  +  >"C')' 

Y  -  _  ^tf^*'  3  /'' ^^S^- , 


(A") 


7__  -^f^M.,  /•■ 


I    ~  3  ' 


il'  (I' 
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Sous  cette  forme,  on  voit  que  X,  Y,  Z  sont  ties  integrales  elliptiques  depen- 
dant de  X-  et  de  X'*. 

27.  Gas  da  point  ext6rieur.  — Th6or&me  d'lvory.  —  On  ne  peut  pas 
suivre  la  meme  marclie  que  precedemment ;  en  effet,  soient  r'  et  f  les  deux  ra- 
cines  de  Tequation  (3);  on  devra  integrer  relativement  a  r  de  r"  jusqu'a  /^,  ef 

Ton  aura 

'         ,      ,     ->.  V- .m « -  ex 


/' 


x^,  .  .  \/^n-'-C>'^.: 


.f/^'^-l^sin^cosGrf^rf^'. 


On  voit  que  le radical  ne  disparait  plus;  Telement  differentiel  est  moins  simple. 
Les  limites  sont  plus  compliquees  aussi;  on  les  determinerait  par  la  condition 
quel'integration  doit  s'etendre  a  toutesles  valeurs  de  6  et  '|  satisfaisant  a  Tine- 


galite 


;1^L»-^J^>l,>o. 


Mais  le  theoreme  d'lvory  permet  de  ramener  tres  simplement  le  cas  du  point 
exterieur  a  celui  du  point  interieur.  Soient  {fig,  2)  A'  le  point  attire,  a',  ^',  y' 


Fig.  3. 


E 
E' 


ses  coordonnees,  r  sa  distance  a  un  point  quelconque  M  du  volume  de  Tellip- 
soide  donne;  on  a 


(6) 


Soient  done  M,  et  Mj  les  points  oil  la  surface  E  de  Tellipsoide  esl  percee  par 
la  parallele  a  Taxe  des  x  menee  par  M,  r^  =  M,  A',  r,  =  Mj  A',  on  aura 

(7)  X--f..p//(-V-i-) .(,-./.; 


^ 
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rinlegration  s'etend  a  toute  la  surface  E.  La  forinule  (7)  coiivient  evideiiiment 
aussi  au  cas  du  point  interieur. 

Celapose,  soientor,  v,  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  N  de  E;  lai- 
sons-lui  corrcspondre  un  point  N'(^',  y\  z'),  par  ies  forniuies 


a  -^         b  ^  c 

ou  Ton  a 


(8)  a'=:va-4-v,         ^' =  v^i* -+- v,         c'l.- v^c»4- v. 

On  trouve  iminediatement 

y.'l  v'S  -'S 

de  sorle  que,  quand  ie  point  N  deciit  la  surface  E,  le  point  N'  decrit  la  surface 
E'  d'un  ellipsoidehomofocal  au  premier.  Ce  mode  de  transformation  jouit  d'unc 
propriete  importante.  Soient  N  et  N|  deux  points  quelconques  de  E,  N'  et  N',  les 
points  correspondants  de  E';  on  a 

En  effet,  soient  a:,,  j,,  c,,  ^vy,,  -',  les  coordonnees  des  points  N,  etN, ;  on 
aura 

.  _  ^'   .  /  _  f''  .  -'  _  ^'  - 

I        a      '  •   *        b  '  *        V 

d*ou,  en  ayant  egard  aux  relations  (8), 


NN 


ce  qui  se  reduit  bien  a  zero,  puisque,  les  points  N  et  N^  etant  sur  Tellipsoide  E, 
on  a 

>>2  */2  "i  Ir^'  V/'  '>•» 

«*  ^  6«   ^  c''  ~"    '  «*  ^  6*  ^  c*  ~" 


Si  nous  assujettissons  rdlipsoide  E'  a  passer  par  le  point  A',  nous  aurons  la 
relation 

/  X  a'*  P'*  y" 

^  a*-+-v        6*H-v        c*4-v 

C'est  une  equation  du  troisieme  degre  en  v,  qui  a  deux  racines  negatives  com- 


i8 
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prises,  la  premiere  eiitre  —  a^  el  —  />^,  la  seconde  enlre  —  b'^  et  —  c'**;  elle  a  sa 
troisieme  racine  positive,  comme  on  le  voit  en  substituant  dans  son  premier 
membre  o  et  -f-  x,  et  tenant  compte  de  Tinegalile 

a'-        3'«        y'^ 

— r  H-  yr  -K  ^        i  >o. 
a-         h'         c* 

qui  exprime  que  le  point  A'  est  exterieur  a  Tellipsoide  E;  v  designera  desormais 
cette  racine  positive. 

Soienl  maintenant,  sur  le  premier  ellipsoide,  A  le  point  qui  correspond  a  A', 
a,  ^,  Y  ses  coordonnees;  on  aura 

(.«)  a.    ^,«',  ^-^^',  ■/--,.,/. 

Supposons,  en  outre,  Tellipsoide  E'  rempli  d'une  mdtiere  homogene  de  den- 
site  p,  ctcherchons  les  composantes  X',  Y',  Z'  de  son  attraction  sur  le  point  in- 
terieur  A  auqucl  nous  attribuons  la  masse  |x.  La  formule  (7)  sera  applicable  et 
donnera     ^ 

en  representant  par  r,  et  r,  les  distances  du  point  A  aux  deux  points  M,  et  M^, 
oil  la  surface  E' est  percee  parune  parallele  M'^M!,  a  Taxe  des  x^y  et :;'  designanl 
les  coordonnees  qui  determinent  cette  parallele. 

Or  on  pent  faire  en  sorte  que  le  point  M',  de  E'  corresponde  au  point  M,  de  E ; 
Mj  correspondra  de  meme  a  M^,.  D'apres  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut,  on  aura 

M,  A'n^  M'l  A,       Mj  A' :-  M'j  A,  011  bien  /•,  —  /',,       /-j—  / ,  ; 

on  a  aussi 

b'  c' 

dy'  ^^  -r  dy\  dz'  —       dz. 

•^  />     *  c 

et  la  formule  (i  i)  donne 


(I'oii,  en  coinparant  celte  vaieur  de  X'  a  Texpression  (7)  de  X, 
(12)  X^;^,X',         Y^-f,Y',         '1-^//:. 

Le  calcul  des  composantes  X,  Y,  Z  de  Tattraction  de  Tellipsoide  E  sur  le 
point  exterieur  A'(a',  P',  y')  est  ainsi  ramene  au  calcul  des  composantes  X',  Y', 
Z'  de  I'attraction  de  rellipsoide  E'  sur  le  point  interieur  A  dont  les  coordon- 
nees sont  donnees  par  les  formules  (lo). 
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Or  ce  dernier  probleme  est  resolu  par  les  formules  (A)  et  (A').  C'estdans 
cette  reduction  de  I'un  des  cas  a  Tautre  que  consiste  le  beau  theoreme  d'lvory; 
ajoutons  que  ce  theoreme  a  lieu  pour  toutes  les  lois  dans  lesquelles  I'attraction 
ne  depend  que  de  la  distance. 

On  devra  doncremplacer,  dans  les  formules  (A),  a,  b,  c,  a,  p,  y,  X,  Y,  Z,  res- 
pectivement  par 


a'      v^«*-hv, 

6'rrv/6'  -HV, 

c'      sjc^  -t-  V, 

S  -  -  3' 
X',    Y',    Z', 

ce  qui  donnera 

=  —  IxTiiixoh'  c'  — 

COS' 9  sine  ^9 

Jq    v(^'"+"  v)sin'9  ^-  ( 6* 4- v)  cos* 0  v^( a*  -hv)sin'0  4-(c*4-v)  cos*0 

II  n'y  aura  plus  qu'a  porter  cette  valeur  de  X'  dans  la  premiere  des  for- 
mules (12);  on  trouvera  ainsi 


X  =  — 47rffxpa6c  -— =^   /       


v)  sin*9-f-  (6*-+- v)cos*0v^(a--h  v)sin*^-+-(c»H- v)cos'9 

Nous  avons  dit  deja  que  v  designe  la  racine  positive  de  Tequation  (9).  De 
la  valeur  precedente  de  X,  nous  conclurons  celles  de  Y  et  Z,  par  des  permuta- 
tions de  lettres;  en  supprimant  les  accents  des  lettres  ol\  P',  y',  nous  aurons 
les  formules  suivantes. 

Composantes  X,  Y,  Z  de  I'attraction  exercee  par  Tellipsoide  E(a,  h,  c)  sur 
le  point  exterieur  ayantpour  coordonnees  a,  p,  y  ' 

cos^9s\n0dQ 


X  =  — 47rfjJLpg6c-   /  z=.-=r-. 

\Ja}  -h  V  y      yj(a}  -h  v)  si 


sin* 9  4-  ( ^*  -t-  v)  cos*  B  v^(a*  4-  v)  sin*  6  4-  (c*  4-  v)  cos* B 


Y  r=  — 4  71  f  up  a6c-—i^=   /  

\/b^vJ      v^^*4  v)sin* 


0 

COS*  B  Sin  BdB 


/^  \  /  sf^^^Jo    vT^'-^  v)sin*9  4- (c*4- v)cos*6'v/(^*4-v)sin*'9-h(a*4-v)cos*6' 


n 


„  ,    c        E         y        r  cos^BsmBdB 

Z=-47rffxpa^c-^-^.  /     7=7 


\c*-i-vj     v^(c*4- v)sin*0  4-  (a*  4-  v)cos*6'v/(6**4- v)sin*6'  4-  (^*4-  v)cos*9 


a'  (3*  y*      _ 


a*  4-  V       A*  4-  V       c*  4-  V 

Nous  remarquerons  que,  dans  le  cas  oil  le  point  attire  se  trouve  a  la  surface 
T.  -  II.  7 
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meme  derellipsoide,  on  av  =  o,  et  les  formules  (A)  et  (A,)  coincident,  comme 
cela  devait  etre. 

Remplagons,  dans  la  premiere  formule  (A,),  la  variable  d'integration  0  par 
une  autre  5,  definie  par  la  relation 


cosy  =  ^  ; 

aux  limites  o  et  -  de  6  correspondront  les  limites  v  et  -f-  00  de  5,  et  les  for- 
mules (A,)  deviendront 

\  — —  2  7rffxp-. 


(A;)  .Y^-.TTf^O^ 


Z  z=-27rff/p  J^, 


('^fO\/('-^^)(-^p)('^^) 


e/.9 


('-^c-Ov/0^^')('-*-^-^)(-^c-0 


les  deux  dernieres  se  deduisant  de  la  premiere  par  des  permutations  de  lettres. 

Les  formules  (A',)ne  different  des  formules  (A')  qu'en  ce  que  la  limite  infe- 

rieure  des  integrates,  au  lieu  d'etre  zero,  est  la  racine  positive  v  de  Tequation 

/  3x  a«  P«  y' 


Si  Ton  fait  ce  changement  dans  la  formule  (B'),  on  est  amene  a  Texpression 
suivante  pour  le  potentiel  d'un  ellipsoide  relativement  a  un  point  exterieur  : 


*^  Vv     \         a^-^s       h^-^s        c^-\-sJ 


ds 


v/(' "  ^)  (' ^  i)  (•-*- c^) 


mais  il  faut'le  demontrer.  Differentions  cette  expression  par  rapport  a  a  qui 
figure  directement  dans  Telement  differentiel,  et  indirectement  dans  la  limite 


inferieure  v  de  Tintegrale.  Nous  trouverons 


^V  a      /^-  ds 


0-^i)\/0-|i)0-^l^)('--^) 


olv 

«'  3'  y'    \  d<x 

-Trpi  1 


rt»  -f-  V  ft'  -I- 


'  '^V(-i)(-l:')(-c^; 
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ou  bien,  en  vertu  des  formules  (i3)  et  (A'^ ), 


^_  X. 


de  m^me, 


dy  ~  1> 


II  en  resulte  que  la  fonction  V,  ayantles  memes  derivees  partielles  que  le  po- 
tentiel,  n'en  peut  differer  que  par  unc  eonstante.  11  suffitdonc  de  prouver  Tega- 
litedes  deux  quantitespour  une  position  donnee  du  point  attire;  or  cette  egalite 
a  evidemment  lieu  quand  le  point  attire  est  a  la  surface  meme  de  Tellipsoidc, 
car  on  a  alors  v  =  o,  et  Texpression  (B\)  coincide  alors  avec  la  valeur  (B,)  du 
potentiel.  On  trouve  encore,  en  executant  Tintegration  et  ayant  egard  aux  rela- 
tions (8), 

X       Y       Z  ,    ^       abc 

a        p        y  ^  ^  a  b  c 

expression  qui  se  reduit  a  —  4'^f(^p  pour  le  point  interieur. 

D'autre  part,  si,  dans  les  expressions  (A,)  de  X,  Y,  Z,  on  opere  successive- 
ment  les  substitutions 

_  si  a}  4-  V 


COS0=: 


a 


K, 


COSO= -= -y 


X'  =  *lz;«', 


cos^  — 


0 


K 


«       V^i-hV*C' 


V«=: 


a' 


c^  —  a} 


a' 


on  trouve  aisement  les  formules  suivantes  : 


(a;) 


a 


^U*T^ 


K'dZ 


(n-X'c«)>(i-t-x'«{:'y 


ff 


Vti*-*- 


K'dK 


(i-f-X'c«)'(n-X'»c'y 


ft 


_      3f(xM 


Zrr- 


/*/*-»- V 


C'rf? 


(i-f-x»?')^'(n-x"c*y 


a- 


\ 


P' 


a*  -H  V        b'^  -f-  V        c*  -f-  V 


'^-  =.. 


28.  Le  theoreme  d'lvory  est  contenu  dans  les  formules  (12).  On  peut  Tenon- 
cer  ainsi  : 

Les  composanles,  paralleles  aux  axes,  des  attractions  que  deux  ellipsoides  homo- 
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genes  homofocaux ^  de  mime  densite,  exerceni  sur  deux  poinls  correspondants  places 
sur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre  elks  comme  les  produits  des  deux  axes  per-- 
pendiculaires  a  chaque  composante, 

Soient,  comme  ci-dessus,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  Tattraction  de  I'ellip- 
so'ide  Esur  le  point  exterieur  A'»  et  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  Tattraction  de 
rellipsoide  E'  sur  le  point  interieur  A  qui  correspond  a  A'.  Designons,  en  outre, 
par  X",  Y",  Z"  les  composantes  de  I'attraction  de  rellipsoide  E'  sur  le  point  A' 
de  sa  surface.  D'apres  les  formules  (A),  le  rapport  de  X'  a  X"  est  egal  au  rap- 
port des  coordonnces  paralleles  a  Ox  des  points  A  et  A',  c'est-a-dirc  a  ~  •  On  a 

done 

X/ _  a 

Le  theorerae  d'lvory  donne  d'ailleurs 


On  conclut  de  la 


X        be 

X'       b'c' 

X 

Y        Z         abc 

M 

X'~ 

\'       7f       a' b'c' 

M' 

en  designant  par  M  et  M'  les  masses  des  ellipso'ides  E  etE'.  On  pent  done  enon- 
cer  le  theoreme  suivant  : 

V attraction  d'un  elUpsoide  homogene  sur  un  point  exterieur  a  la  mime  direction 
que  celte  quexercerait  un  elUpsoide  homofocal  passant  par  ce  point,  et  les  intensites 
des  attractions  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  corps. 

Considerons  en  dernier  lieu  les  attractions  exercees  par  deux  ellipso'ides  ho- 
mofocaux  E  et  E'  de  masses  M  et  M'  sur  un  meme  point  exterieur  A,  et  soient 
X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  ces  attractions.  Par  le  point  A  faisons 
passer  un  ellipsoide  E"  homofocal  a  E  et  E';  soient  M"  sa  masse,  et  X",  Y",  Z"  les 
composantes  de  son  attraction  sur  le  point  A.  On  aura,  d'apres  le  theoreme  pre- 
cedent, 

_X  ___  M  2^  _  AT 

X*  ■"  M*'         X'  ~  M'' 

On  en  conclut 

X       _Y  _  Z       ^ 

De  la  ce  beau  theoreme  demontrc,  pour  la  premiere  fois,  dans  toute  sa  gene- 
ralite,  par  Laplace  : 

Deux  ellipso'ides  homogenes  homofocaux  exercent,  sur  un  point  quelconque  exle- 


ATTRACTION    d'uN    CYLINDRE    ELLIPTIQUE    INDEFINI.  d3 

rieur  aux  deux,  des  attractions  de  mime  direction  ^  et  dont  les  intensites  sont  pro- 
portionnelles  aux  masses  de  ces  corps. 

Ce  theoreme,  trouve  d'abord  par  Maclaurin,  dans  le  cas  oil  les  ellipsoides  sont 
de  revolution  et  oil  le  point  attire  se  trouve  sur  Taxe  de  revolution,  avait  ete 
etendu  par  Legendre  a  toutes  les  positions  du  point  attire,  mais  en  supposant 
toujours  Tellipsoide  de  revolution. 

29.  Attraction  exerc6e  sur  un  point  materiel  extSrieur  par  un  cylindre 
homog^ne  ind6fini  dont  la  section  droite  est  une  ellipse.  —  Nous  conside- 
rerons  le  cylindre  comme  etant  la  limite  vers  laquelle  tend  un  ellipsoide  dont 
I'axe  2c  croit  indefiniment,  et  nous  supposerons  le  point  attire  situe  dans  le  plan 
des  deux  autres  axes;  ses  coordonnees  seront  a,  p,  o.  Si  Ton  remplace,  dans 

la  premiere  des  formules  (A'|),  M  par  3^^?^'  v' "+"  X* ^i  -l-X'^>  on  pourra  Te- 
crire  ainsi 


n 


yVi«-f-v 


I. 


Xz=-47rffxpav^i-f-X*    ,  /  ,  \«  1 

il  n'y  a  plus  qu'a  faire  tendre  vers  Tinfini  c  et,  par  suite,  X',  ce  qui  donne 


X  ^:=  — 4'^ffApaV^» -H  ^'^    / ,• 


L'integration  s'effectue  immediatement,  et  il  vient 


X=--47rrap~= a—       ^ 


I-+- 


ou  bien,  en  reduisant  et  formant  Y  par  des  permutations  de  lettres, 

X  ^= ==.f 

a*-i- v-h  v/(«*-i- v)(6*-i-  v) 

(A7)  Iy- 47rftJLpa6p 

6*-+- V -+- v/(aM- v)  ( ^*-i- v) 

Z  =0. 

On  a  d'ailleurs,  pour  determiner  v,  Tequation 
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Lorsquc  le  point  attire  est  a  i'interieur,  ou  sur  la  surface  nierne  du  cylindre, 
il  sufBt  de  faire  v  =  o,  cc  qui  donne 

^^'^  '  Y  -  -47:ff.p?^, 

Z  ~  o. 

11  est  entendu,  d'ailleurs,  que  Tequation  de  la  section  droitc  du  cylindre  est 

En  faisant  b  :=a  dans  les  formules  precedentes,  on  aura  Tattraction  d'un  cy- 
lindre circulaire  droit,  homogene,  indefini.  On  trouve  ainsi,  pour  le  point 
interieur, 


Lorsque  le  point  est  exterieur,  Tequation  (i/|)  donne 


On  a  ensuite 


rt« 


Y.=  ~27rff/p;3^,-^i, 
Z  ^o; 

a  designe  le  rayon  du  cylindre. 

30.  M6thode  de  Gauss  pour  I'attraction  d'un  ellipsoide.  —  Cette  me- 
thode  elegante  repose  sur  trois  propositions  preliminaires  demontrees  dans  le 
Chapitre  I  et  dont  nous  allons  rappeler  les  enonces. 

Soient  M  un  point  fixe,  A  un  point  quelconque  d'une  surface  fermee  S;  da 
Telement  de  surface  en  ce  point:  u  la  distance  MA;  (N,  u)  Tangle  que  fait  avec 
la  direction  MA  la  normale  exterieure  AN  a  S  au  point  A ;  on  a 

/    V                                         rcos(N,  m)  ,  , 

(a)  I darzzo       ou      Att, 

suivant  que  le  point  M  est  exterieur  ou  interieur  a  la  surface. 
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Concevons  la  surface  S  remplie  d'une  matiere  hornogene  de  densite  p,  exer- 
Qant  son  attraction  sur  une  masse  (jl  placee  en  M,  conformement  a  la  loi  de  New- 
ton, et  soientX,  Y,  Z  les  composantes  paralleles  aux  axes  de  Tattraction  resul- 
tante.  Designons  en  outre  par  (N,  x)  et  (w,  x)  les  angles  que  font  avec  la  partie 
positive  de  I'axe  deso^les  directions  AN  ot  MA;  nous  aurons  ces  deux  expres- 
sions de  X 

(h)  X   ^_rcos(N,.) 

^IJ-P       J        if 

X  /•cos(N,  w)  cos(w,  a?) 


">  w.=  f 


Les  formules  (b)  et  (c),  et  les  analogues  pour  Y  et  Z,  ramenent  a  des  inte- 
grales  doubles  les  integrales  triples  dont  depend  la  connaissance  de  I'attraction. 
Designons  maintenant  par  A,  B,  C  les  longueurs  des  demi-axes  de  rellipsoide 
donne,  par  p  sa  densite,  par  a,  b,  c  les  coordonnees  du  point  attire  M,  par  x,  y 
z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  les  axes  de  coordonnees 
coincidant  avec  les  axes  memos  de  rellipsoi'de.  Nous  aurons 

x^        r'        5* 

cos(N,  x)  —  -^,         cos(N,  7)  —  j^,         cos(N,  5)  —  j^, 


R  —  4  /—         —         iL 


X  — ^  Cl.                                                             "V  —  t)                                                       *"  — —  (* 
C0S(m,  ^) —  -f  COS(m,   y)=i       • y  COSiUyZ)-=:z- , 


On  en  conclut 


en  posant 


u  =  \/{x  —  a)*H-  (7  _  by  -h(z^  cy. 


C0S(N,  u)  ;=  -^, 


,        a'(x—a)         y(y  —  b)        z{z  —  c) 


'^~        A-  H*  C* 


31.  Cela  pose,  faisons 

xr^  \  COS/7,        7  =  B  sin/>cos^,        -s  i=C  sin/>sin^; 

ces  expressions  satisfont  a  Tequation  de  rellipso'ide,  quelles  que  soient  les 
quantites /?  et  y;  on  obtiendra  tous  les  points  de  la  surface  en  faisant  varier/? 
de  o  a  IT  et  y  de  o  a  21:. 
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La  formule  bien  connue 


~"  V  \^P  ^7        ^9  ^p)        \^P  ^7        ^7  ^p)        \dp  ^7        dq  dp )     ^    ^ 


donne  ici,  par  un  calcul  facile, 


ou 


ABC 


dfj  .-=  v'A*B*sin*y)sin*7  4-  A*C*sin*/?cos'^  4-  B-C*  sin'/?  cosV^/>^7» 

ce  que  Ton  peut  ecrire,  en  se  reportant  a  la  definition  de  R, 

dij  =  ABCR  siny>  dp  dq. 

Si  nous  posons  encore 
(i5)  Xinf^pABC?, 

les  formules  (a),  (A),  (c)  deviendront 

(c.')  ^P^^dpdq^O 

y)  ^p}^E^dpdq^-Kh 

(c')  JJ^^\np^^-dpdqz=z^. 

Nous  allons  considerer  maintenant  une  serie  d'ellipsoides  homofocaux,  dont 
les  demi-axes  a,  p,  y  verifient  les  relations 

a'  -  p«  =  A«  ~  BS         aJ  —  y«  .r=  A»  —  C-  ; 

P  et  Y  seront  ainsi  des  fonctions  connues  de  a.  On  aura,  en  differentiant  et  re- 
presentant  les  differentielles  par  la  caracteristique  S, 

On  voit  que  nous  avons  fait  entrer  Tellipsoide  donne  dans  une  famille  d'el- 
lipsoides  homofocaux.  RemplaQons,  dans  (6'),  A,  B,  C  para,  p,  y  et  differen- 
tions;  nous  trouverons 

(.6)  g aa  +  « 3^  =ff  ^^^PJ^o^P su dp dq. 

Or  on  a,  d'apres  la  definition  de  u^ 

u  $u  =1  {x  —  a)  Sx  -{-  (y —  b)  dy  -\- {z  —  c)Sz. 
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On  a  d'ailleurs 


d'oii 


xzr:  (X  COS/?,        ^  =  P  Sin/?  COS7,        ^  —  7  sin/>  sin  7 ; 

dx^=  —  da  =:  ^  a  5a, 
a  a' 

^5  =  -  dy  =r  -^  a  3a, 

y        r 

Pour  simplifier,  nous  avons  conserve  la  lettre  '^,  bien  que  dans  la  formule  qui 
definissait  ^  nous  ayons  change  A,  B,  C  en  a,  p,  y.  Avec  la  valeur  precedente 
de  Sw,  la  formule  (16)  devient 


d'ou,  en  remplagant  5  par  sa  valeur  (c'). 


«ag  +  a«//^sin;,gL^ggp^rf;>rfv^aa//"^^7'^'>^^rf^^,. 


II  y  a  une  simplification,  et  il  reste  seulement 


a6^,  =  ae.ff^dpdg 


ou,  en  vertu  de  la  relation  (a'), 

(17)  3^  =  0 

si  le  point  attire  est  exterieur  a  rellipsoide,  et 

si  le  point  attire  est  interieur  a  rellipsoide. 

On  voit,  d'apres  la  formule  (17),  que  S  reste  le  memo  pour  tons  les  ellip- 
soides  homofocaux  par  rapport  auxquels  le  point  M  reste  exterieur.  En  ayant 
egard  a  la  relation  (i5),  on  pent  done  dire  que  : 

Deux  ellipso'ides  homogenes  homofocaux  exercent  sur  un  meme  point  exte- 
rieur des  attractions  de  meme  direction  et  dont  les  intensites  sont  proportion- 
nelles  aux  masses  des  ellipsoides. 

C'est  le  theoreme  de  Laplace,  deja  demontre  au  n*'  28. 

T.  -  II.  8 
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La  determination  de  Tattraction  d'un  ellipso'ide  sur  un  point  exterieur  se  re- 
duit  done  a  cclle  de  I'attraction  exercee  par  un  autre  ellipsoide  homofocal  pas- 
sant par  le  point  attire.  Pour  trouver  cette  derniere,  nous  allons  considerer 
maintcnant  le  cas  du  point  interieur,  auquel  correspond  la  formule  (i8);  rem- 
pla?ons-y  P  et  y  par  leurs  valeurs 

et,  au  lieu  de  j^*  mettons  -— ;  nous  trouverons 


^«       aVa*  —  A*H-  B*v/a'— A*-h  C* 


Faisons  un  changement  de  variable,  en  remplagant  a  par 

(19)  ^-7^ 

il  viendra 

4  TU  a  t*  dt 


di=- 


A' 


/'      A»— B>  ,     /        A»— C  , 


Puisqu'on  a  I'expression  generale  de  ^>  il  suffira  de  connaitre  la  valeur  de  5 

pour  une  valeur  determinee  de  t^  pour  que  \  soit  connu  completement.  Or, 
d'apres  la  formule  (6'),  ^  est  nul  pour  a  =  00,  c'est-a-dire  pour  ^  =  o ;  on  aura  done 


_  liTta 


a     r^ f^dt 

7  \h=w^\f 


A^-c; 


On  trouvera  ainsi  Tattraction  de  rellipsoidc  (a,  P,y)  sur  un  point  interieur; 
si  Ton  veut  Tattraction  de  Tellipsoide  (A,  B,C),  il  faudra  faire  dans  (19) 

a  r^  A,         ^=11, 

ce  qui  donnera 

(20)  I  =.---- 


A«-C'^, 


A» 


On  aura  ensuite,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i5), 

X=— 47tlf^p-^a 


\/-^"\A^^"" 
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En  y  faisant  /  =  L  on  retrouve  bien  la  premiere  des  formules  (A")  du 
n«26. 

32.  La  methode  de  Gauss  se  prete  aussi  tres  facilement  a  la  recherche  du  po- 
tentiel  V.  On  a,  en  effet,  d'apres  la  formule  (F)  du  n^  3, 

V=:  -p  /  cos(N,  u)d(j; 

d'oii,  en  remplagant  cos(N,  u)  par  sa  valeur  ci-dessus  et  posant 
(21)  V  — pABCW, 

Or  on  a,  en  tenant  compte  de  la  relation  (6')» 
et  il  en  resulte 

aWrz—  a^—  Am  — cf—  /   /  — -  dpdq\ 

d'oil 

2SW=-adl-bd-n^c$ti-\-  r  f^-^$udpdg 

et,  en  remplagant  Sa  par  sa  valeur. 

Si  Ton  a  egard  aux  formules  (a'),  (17)  et  (18),  cela  donne 
pour  le  cas  du  point  exterieur,  et 


«Py\      a'      P'      yV 


pour  le  point  interieur.  La  premiere  de  ces  relations  montre  que  W  est  le  meme 
pour  tons  les  ellipsoides  homofocaux  par  rapport  auxquels  le  point  M  est  exte- 
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rieur.  La  seconde  donne,  en  introduisant  t  au  lieu  de  a, 


d^  ^      I       A»— B'  ,     / 


/        A»-B'  ,     / 


j_C«     ['      "A*        A»— (A«— B»)f*       A«— (A*— C«)^*J 


En  integrant  entre  o  et  i,  on  trouvera  la  valeur  de  W  qui  repond  a  rellipsoide 
donne;  la  relation  (21)  fera  connaitre  ensuite  V. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  donner  la  liste  chronologique  des  Memoires  relatifs  a 
Tattraction  en  general,  et  a  I'attraction  des  ellipsoides  en  particulier;  mais  leur 
nombre  est  si  considerable  que  la  chose  est  difticile,  et  nous  nous  bornerons  a 
renvoyer  le  lecteur  aux  deux  Volumes  de  Texcellent  Ouvrage  de  Todhunter 
\Eislory  of  the  theories  of  attraction  and  the  figure  of  the  Earth  (Londres,  1873)]. 
Nous  mentionnerons  cependant  la  methode  geometrique  ingenieuse  de  Chasles 
{Memoires  des  Sai^ants  etrangers,  t.  IX)  et  le  precede  elegant  de  Lejeune-Dirichlet 
qui,  par  Temploi  d'un  facteur  discontinu,  permet  d'embrasser  dans  une  meme 
analyse  le  cas  du  point  exterieur  et  celui  du  point  '\nicv\e\xv  (Journal de  Lioui^ille^ 
t.  IV). 
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CHAPITRE  V. 

ATTRACTION   DES   ELLIPSOIDES   DE   REVOLUTION.  -    DfiVELOPPEMENTS 
EN  SfiRIES.  -  ATTRACTION  DE  QUELQUES  SOLIDES  SIMPLES. 


Nous  reunissons  dans  ce  Ghapitre  uii  certain  nombre  de  cas  simples  oil  Ton 
pent  calculer  I'attraction  a  Taide  des  fonctions  elementaires. 

33.  Attraction  d'un  ellipsoide  homog^ne  de  revolution.  —  Dans  ce  cas, 
on  pent  effectuer  les  integrations  a  Taide  des  fonctions  circulaires. 

Supposons  que  Tellipsoide  soit  de  revolution  autour  de  Ox;  nous  aurons 
done  b  =  c. 

Les  formules  (A^)  du  n°  27  donneront,  pour  les  composantes  de  Tattraction 
exercee  sur  un  point  exterieur  M(a,  p,  y). 


7C 


1C 


P        y  rri,t^^j^     v/(6*+v)sin*0  4-(««4-v)cos«0 

V  est  la  racine  positive  de  Tequation 

(«)  -; H  Ti — ~ 1  =  0. 

On  obtiendra  Tattraction  sur  un  point  interieur  en  remplagant  dans  (i)  et  (2) 

V  par  zero.  Les  formules  (2)  montrent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  la 
resultante  de  Tattraction  est  situee  dans  le  plan  qui  passe  par  Taxe  Ox  et  le 
point  attire. 
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Pour  effectuer  les  integrations,  on  pose,  dans  (i). 


et,  dans  (2), 


cos0~  —  tang© 


cost?"  ^       -  sin 9, 


On  trouve  sans  peine 


/' cos*9sin0g^Q s/a'-i- v       /•"*"  "^  y/^^^v  /     1      _  \   . 


(^V^('~^''^^^'^S^)^ 


•y  0 


11  Jf,*  —  ,i* 

—  areung' 


cos-(?sin9<i'5  fr*-)-v        /*  v^'^-v 


v/( ^^4-  V )  sin* ()  4-  ( rt*4-  v)  cos'  6*       2  ( 6*  —  a-)^  '^o 


(i  —  cos2<p)a<p 


= '"^"^     (arc  tang/--—  =) 

oil  Ton  a  fait,  pour  abreger. 


On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  du  point  exterieur, 

^-  — 47cffxp — -^(/— arctang/), 

(a»+v)«  ' 

^^^  W       Z  ,  a6«        I  /      .        ,  /     \ 

^  =  -=-a7rf,xp— ^-(^arctang/-.^-^j; 

/  et  V  sont  donnes  par  les  formules  (a)  et  (p). 

Si  nous  supposons  v  =  o  et  si  nous  designons  par  X  la  valeur  correspondante 
de  /,  nous  obtiendrons,  pour  le  cas  du  point  interieur, 


/  in  5 


^^  '  a 

-  -=  -  47rff/p  -^j-  (>.  -  arclangX), 

(y') 

!  p  =  y  —  ^'^ff^P-1^  (^arclangX-  — -.-,j 
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Les  formules  precedentes  nc  sont  reelles  que  si  Von  a  i  >  a;  I'ellipsoide  doit 
done  etrc  aplati  suivant  Taxe  de  revolution. 

Faisons  une  application  des  formules  (y')  en  calculant  I'attraction  F  exercee 
par  un  ellipso'ide  homogene  de  revolution  aplati  sur  un  point  materiel  de 
masse  (jl  place  au  sommet  du  petit  axe.  II  suffira  de  faire  a  =  a,  p  =  y  =  o,  et 

Ton  trouvera 

I  -f-X* 
F  =:  ^Tt^ixpa    -s^—  (>^  —  arclangX), 

ou  bien,  en  introduisant,  au  lieu  de  a,  le  volume  ^  de  Tellipsoide  par  la  formule 

t;=:|7ra3(i-HX»), 


Soit  F'  Tattraction  qu'exercerait  sur  le  memo  point  place  a  sa  surface  une 
sphere  homogene  de  meme  volume  et  de  meme  densite;  on  aura,  en  faisant 

et,  par  suite, 

F  _Q/,  .  T^iJ  ^  -  arctang^ 

Le  maximum  du  second  membre  a  lieu  pour  la  valeur  de  X  detcrminee  par 
Tequation 

arctangX  —  X  § — ^rz  =  o. 
°  9  4-5X* 

On  trouve 

X  =  o ,  966 . . . , 

done  -  voisin  de  1/2,  et 
a  ' 

F 

=-  =:  1,022  environ. 

r 

L'attraction  exercee  par  rellipso'idc  surpasse  ainsi  d'environ  ~  eellc  de  la 
sphere. 

34.  Attraction  d'un  ellipsoide  de  revolution  allongd.  —  Nous  nous  borne- 
rons  a  considerer  le  cas  oii  le  point  attire  est  interieur  a  rellipsoide. 
On  a  ici  a  >  6,  et  il  convient  de  faire 

h^—^—-^-y         iVoix        h^<i         et         Iz^hi/^. 
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Les  formules  (y')  donncront 

X 


^=-47rffxpi-p-^r-^arclang(/iv/=n^)  -M, 
}  =  ^^  ^-  "^^W  ^  [t^a-^  -  ;^  arclang(/i  v/=7)j 


Y       Z  .      i-h^ 

Or  on  a 

arctangX  =^  ^ 


et^  en  faisant  X  —  h\/—  i , 


I  /  ,    —  \        f^dh  I.I 

-=:arclai.g(H-0-(    V=A^-ilog- 


•*    rfA  I  .      I  -t-A 

7— /i 


En  portant  cette  expression  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  elles  deviennent 


(5) 


-  =  -47rfw  -^  (^  log--^^.  -  Aj, 

Y       Z  ,      ,-h*/     h  I,      i-+-/i\ 


a 


35.  Cas  oji  raplatissement  est  petit.  —  Formules  epprochSes  pour  le 
point  intSrieur.  —  Lorsque  I'aplatissement  est  petit,  il  est  utile,  dans  la  pra- 
tique, de  substituer  aux  formules  rigoureuses  des  formules  approchees  qui  se 
pretent  mieux  au  calcul.  Nous  ne  considererons  que  le  cas  de  rellipsoide  de 
revolution  aplati,  et  nous  supposerons  petite  la  fraction  X  detinie  par  I'equa- 

tion  (P')- 
On  aura,  par  des  developpements  connus, 

arclangX  =  X—  T"^"r~--» 

-J  —  A  ~~"  A    — H  A    —  *  •  * ) 


i-hX' 


^(X  — arclangX)  =-s—  -r   +•  ••» 

I  /  .  X     \       a       4X' 

j^.  (^arctangX  - -^-P^  j  =  3  - -g- + . . . , 

et  les  formules  (/)  deviendront 

X  4    ,      /       aX'  \ 

^^^  W       Z  4    f     /        X'  \ 


ATTRACTION    DES    ELLIPSOIDES    DE    REVOLUTION.  G5 

II  convient  de  calculer  aussi  rexpression  approchee  de  rattraction  G  exercee 
par  rellipsoide  sur  Tunite  de  masse  placee  en  un  point  M  de  sa  surface,  ayant 
une  latitude  egale  a  ^. 

On  aura 

en  remplagant  X,  Y  et  Z  par  leurs  valeurs  (e)  et  negligeant  X\ 


(4)  G  =  |^fpy/«*(i+x)^(^'"^y')(^-T)" 

Or,  puisque  le  point  attire  est  situe  a  la  surface  de  I'ellipso'ide,  on  a 


et,  puisque  4*  est  I'angle  forme  avec  le  plan  des  j:?  par  la  normale  a  la  surface 
au  point  M,  on  a  aussi 

.     ,  a 

sm4>  ~ 


,  I'.  ,     P^  + 1 


On  tire  des  deux  dernieres  formules 

af-siii*6  -a,        ,       ««(i -+-X«)'cos^6 

H-X' 008*4*  I -^-X*cos*4'" 

d'oii,  avec  la  meme  precision, 

(5)     «==  a*  sin«^J>(i  —  X*cos«4; -+-...),        (3*-h /-=«:*  cos*'^(n- 2X*— X*cos»4  4-. . .); 
en  portant  ces  expressions  dans  la  valeur  (4)  de  G,  et  simplifiant,  on  trouve 


(6) 


G=|:rfpa(i4-^^t^X»  +  ...). 


Soit  r  la  distance  du  point  M  au  centre  de  rellipsoide;  on  aura,  en  vertu  des 
relations  (5), 

r*=  a'H-  a* -+-  y'=  a'(i  -h  X'  cos^'J;  -f- . . . ),        -  =  i  —  -  X-  cos-'|  -f- 

r        I  \  .  /•  2  ^ 

La  formule  (6)  pourra  s'ecrire 

/  sin'(j/-i 

(O  r,=  3;tfp,.l     H_3 = ^^1  + 


•    •    •        /    • 


T.  —  II. 
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Si  I'on  a 

d'oii 
il  vient 

ce  qui  est  precisement  rattraction  qu'exercerait  une  sphere  homogene  de  rayon  r 
et  de  densite  p  sur  I'unite  de  masse  placee  en  un  point  de  sa  surface.  De  la  ce 
theoreme  : 

Un  eltipsoide  homogene,  de  revolution  ^  et  tres  peu  aplatiy  exerce  sur  un  point  situe 
a  sa  surface y  sur  le  parallele  oil  le  sinus  de  la  latitude  est  —  >  une  attraction  sensible- 

ment  egale  a  celle  que  produirait  une  sphere  de  meme  matiere,  ayant  son  centre  au 
centre  de  Vellipsoide  et  passant  par  le  point  attire. 

Si  Ton  donne  a  'j*  la  valeur  precedente,  on  trouve 
la  sphere  de  rayon  r  a  done  pour  volume 

o  6 

c'est-k-dire  le  volume  meme  de  rellipsoide.  On  peut  done  dire  que,  sur  les 
points  du  parallele  oil  le  sinus  de  la  latitude  est-)=,  Tintensite  de  Tattraction 

de  Tellipsoide  est  a  fort  peu  pres  la  meme  que  si  toute  sa  masse  etait  reunie  a 
son  centre. 

36.  Formules  approchSes  pour  le  point  extSrieur.  —  II  faut  se  reporter 
aux  formules  (y)  et  aux  developpements  (3)  ;  ces  derniers  donnent  d'abord,  en 


remplacant  X  par  /= X, 


^  (/-arc  tangO  =  3 -j^rqr^ /.'  +  ..., 
i  (arc tang/-  ^)  =  i  -  |  -^-^  X'-h.  . . . 
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II  en  resulte 

(7)         < 

II  faut  maintenant  tirer  la  valeur  dea'  +  v  de  I'equation  (a),  qui  peut 


»  L 


s  ecnre 


«  9a  s^  -^A 


;3«  -f-  Y 


Si  X  etait  nul,  on  aurait 

a' H- V  =  a' H- (3* -h  y* . 

On  peut  poser,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  X^ 

x\, ...  designant  des  coefficients  indetermines.  Si  Ton  substitue  dans  (^)  et 
qu'on  egale  a  zero  le  coefficient  de  X^,  il  vient 

On  a  done 
On  en  conclut 

(a'  -h  V)"*  =  («'  +  j3«  +  y«)"«  1",  + 1 , 

et,  en  substituant  dans  les  formules  (7),  il  vient 

■Y       Z  4     ,  aft'  r  3      ,   j3«  -^v'-zia'    ,  I 

L'expression  du  potentiel  est,  au  meme  degre  d'approximation, 

on  s'en  assure  aisement,  soit  par  le  calcul  direct,  soit  en  formantjes  derivees 
-p>  793'  7).' '  ^*  '^^  comparant  aux  expressions  (i)  de  X,  Y,  Z. 
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On  peutremplacer|7:prtrfe*  par  la  masse  M  de  I'ellipsoide,  et  si  Ton  designe 

parR  la  distance  du  point  attire  au  centre  de  rellipsoide  et  par  'j*  Tangle  que 
fait  le  rayon  R  avec  le  plan  de  Tequateur,  la  formule  (x)  donne  aisement 

Nous  allons  donner,  pour  terminer,  quelques  exemples  dans  lesquels  on 
pent  calculer  facilement  Tattraction  d'un  corps :  cela  pent  etre  utile  en  Geodesic. 

37.  Attraction  d'une  pyramide  homog&ne  sur  son  sommet.  —  Soient  M 
le  sommet,  h  la  hauteur,  ds  un  element  de  surface  de  la  base  au  point  A,  p  la 
pyramide  infinitesimale  ayant  ds  pour  base  et  M  pour  sommet,  doi  la  mesure 
de  Tangle  solide  de  cette  pyramide  au  point  M.  Les  considerations  employees 
au  n"  2  montrent  que  Tattraction  exercee  par  p  sur  son  sommet  est  egale 

a  fpiprfw  X  AM,  ce  qui  pent  s'ecrire  aussi  -^r->  en  designant  par  ds'  Taire  de 

la  section  faite  dans  p  par  un  plan  perpendiculaire  a  AM  au  point  A.  On  a 

d'ailleurs  -r-  =  -7^7  et  Tattraction  elementaire  devient 

as        AM 

f  jjtp  h  ds 3  f  |UL  dm 


AM  AM 

en  representant  par  dm  la  masse  de  p.  Done  Tattraction  resultante  exercee  sur 
son  sommet  par  une  pyramide  homogene  sera  egale  a  celle  qui  resulterait  de 
Taction  exercee  sur  le  meme  point  par  une  couche  recouvrant  la  base,  de  ma- 
niere  que  chaque  element  de  cette  base  regoive  une  masse  triple  de  celle  de  la 
pyramide  elementaire  correspondante. 

La  composante  perpendiculaire  a  la  base  est  fpipAe/co;  pour  la  pyramide 
entiere,  elle  devient  f [jipAco,  o>  etant  la  mesure  de  Tangle  solide  M. 

L'attraction  d'une  pyramide  homogene  sur  un  point  autre  que  son  sommet, 
ou  celle  d'un  polyedre  homogene,  se  ramene  au  calcul  des  attractions  exercees 
pardiverses  pyramides  ayant  leur  sommet  commun  au  point  attire;  les  bases 
des  pyramides  sont  les  faces  du  polyedre,  et  les  pyramides  exterieures  au  po- 
lyedre doivent  etre  supposees  remplies  d'une  matiere  homogene  de  meme 
densite  que  le  polyedre,  mais  exer^ant  une  repulsion  au  lieu  d'une  attraction. 

38.  Attraction  exercee  sur  un  point  materiel  par  un  prisme  homogene 
tr&s  mince.  —  Soient  cla  longueur,  cr  la  section,  p  la  densite,  m  la  masse  du 
prisme  AB,  pi  celle  du  point  attire  M;  on  aura  m  =  pac. 

Prenons  u«  element  de  masse  au  point  D  du  prisme,  et  posons  AD  = :;,  MD  =  u ; 

Tattraction  de  Telement  ^dz  sur  le  point  M  sera  -^^  -4'  ^^  ^^  projection  sur 
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une  droite  Mx,  situee  dans  le  plan  AMB,  -^cos^p-^?   en  designant  par  9 

I'angle  DMj:^.  Mais  le  triangle  qui  a  pour  base  dz,  pour  sommet  M,  pour  hauteur 
la  distance  h  du  point  M  a  AB,  nous  donne 

( X )  h  ciz  -1-  —  «'  do ; 

il  s'ensuit  que  la  composante  de  Tattraction  du  prisme  suivant  Mx  sera 

X  =z S""  /  C0S9a9  ou  bien  X -.-^-r- (sin  9,,  — sin  9/,), 

9«,  9^  etant  les  angles  que  font  avec  Mo;  les  droites  MA  =  a,  MB  =  b. 

Si  Mx  coincide  avec  Tune  de  ces  droites,  Tun  des  deux  angles  s'annule, 
Tautre  est  egai  a  dz(AMB);  par  consequent,  les  composantes  de  Tattraction 
suivant  MA  et  MB  ont  Tune  ct  Tautre  pour  expression 

-^-j-  sin(AMB)  n^  -^-r-- 
en  ab 

La  resultante  F  de  I'attraction  du  prisme  est  dirigee  suivant  la  bissectrice  de 
Tangle  AMB,  et  Ton  trouve 

,,       2fam    .    AMB        afapa   .    AMB 

r  =  — -, —  sui  —   -  z=i  — cji_  sin 

en  2  h  9. 

Cette  attraction  est  egale  a  celle  qu'exercerait  un  arc  circulaire,  decrit  du  point  M 
avec  le  rayon  h  et  Touverture  AMB,  en  lui  donnant  la  section  a  et  la  densite  p ;  cela 
resulte  de  la  relation  (X).  AB  est  une  projection  centrale  de  cet  arc  sur  une  tan- 
gente  du  cercle ;  la  resultante  F  appartient  a  toutes  les  projections  analogues, c'est- 
a-dire  a  tout  segment  AB  d'une  tangente  compris  entre  les  cotes  de  Tangle  AMB. 
Si  Mx  etait  parallele  a  AB,  on  aurait  h  =  asin^^  =  ftsin^^,  par  consequent 

resultat  qui  decoule  aussi  directement  de  la  formule  (i)  du  n**  1. 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  composante  longitudinale  de  Tattraction  du 
prisme  elementaire  AB,  on  n'a  qu'a  multiplier  par  f pi  la  difference  des  potentiels 
des  deux  bases  A,  B,  en  attribuant  a  Tunite  de  surface  la  masse  p, 

(8)  X,vH:^f/^(VA-VB). 

Pour  avoir  le  potentiel  du  prisme  AB  sur  le  point  M,  remarquons  que,  en  desi- 
gnant par  0  Tangle  (i/,  ds)^  le  triangle  deja  considere  donne  encore 

sin  9dz~z.—  u  d6, 
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V 


AK 


rdz  _         r  dd 

^^ J    u  ~         ^  J  s'lnO 


(9) 


VaB  =  p<7  log 


tang  -  Qa 


'2 


tang-  Bf, 

2 


8a»  ^b  etant  les  angles  que  font  les  droites  a,  b  avec  AB. 

39.  Attraction  d'un  parallSlSpip^de  droit  rectangle,  homog^ne,  de  hau- 
teur inflniment  petite,  sur  un  point  ext6rieur.  — Soit  £  la  hauteur  du  pa- 
rallelepipede  (^g.  4)  qui  a  pour  base  le  rectangle  ABCD.  Par  le  point  attire  M, 

Fig.  4. 


L^. 


^B 


V 


menons  les  axes  M^r,  Mj,  parallfeles  aux  cotes  du  rectangle,  et  decomposons  le 
parallelepipede  en  prismes  paralleles  au  cote  AB. 

La  formule  (8)  nous  apprend  que  la  composante  longitudinale  de  Tattraction 
d'un  prisme  elementaire  est  donnee  par  la  difference  des  potentiels  des  deux 
bases.  II  s'ensuitque,  pour  avoir  la  composante  X  de  Tattraction  du  parallele- 
pipede suivant  M^,  on  n'aura  qu'a  prendre  la  difference  des  potentiels  des 
deux  faces  AD,  BC,  en  attribuant  a  Tunite  de  surface  la  masse  p, 

Or  ces  potentiels  sont  ceux  des  prismes  AD,  BC,  en  faisant  les  sections  a  egales 
a  £;  ils  sont  donnes  par  la  formule  (c)).  Par  consequent,  si  Ton  represente  par 
&a»  ^6*  ^c>  ^d  les  angles  que  font  avec  My  les  droites  MA;  MB,  MC,  MD, 


X  =  flips  log 


tang-^a  tang -0c 


tang;^06  tang^^rf 


On  aura  la  composante  Y  en  rapportant  les  angles  6  a  Mar. 

La  composante  Z  et  le  potentiel  V  sont  donnes  par  les  formules 


"'  dx  dy 
—      J 
u 


Z 


dx  dy 


w 


oil  x^y  y^y  072,  j2'  ^  sont  les  coordonnees  des  sommets  par  rapport  a  M.  En 


ATTK ACTION    DE    yUELQUES    SOLIDES    SIMPLES.  7  I 

faisant  u-  =  x^  -h  y^  -h  z^  et  en  integrant  par  parties,  on  trouve 


2 
d'oii 


rr-^  -'\yr~]  ■^"hn]  ^rr^o^^r- 

Vh-  ^  ---/sVcD-    Vi  Var+  ^2Vbc—  .>ci  Vad. 


On  trouve  enlin,  en  designant  par  a,  b,  c,  d  les  distances  MA,  MB,  MC,  MD, 

Tj  —  fjULos  (  arc  tang    '  ^  *  -h  arc  tang  —-^  —  arc  tang    l  J^   -  arc  tang'  \\^^  )• 

La  parenthese  represente  la  surface  du  quadrilatere  spherique  decoupe  par  la 
pyramide  MABCD. On  aurait  plus  directement (n® 2)fiCZ  =  f piperfa), d'oii  Z  =  f [jipeco, 
en  designant  par  co  Tangle  solide  M,  pour  un  contour  ABCD  quelconque. 

40.  Attraction  d'un  disque  circulaire  homog&ne  infiniment  mince  sur 
un  point  de  son  axe.  —  Soient  r  le  rayon  du  disque,  ds  son  epaisseur,  p  sa 
densite.  L'element  de  masse  du  disque  sera  ^f  dr  dd'ds.  Si  Ton  designe  par  s  la 
distance  du  point  attire  au  disque,  la  projection  sur  Taxe  de  Tattraction  ele- 
mentaire  sera 

(ixpr'dr'dO'ds         s 


/•'-H-5-  i/i.'i_j>  4.2 


Si  done  on  represente  Tattraction  resultante  par  ^^/y,  on  aura 

'*^    r'dr^dO'  „  /'"      r'dr' 


(10)  9--- 


,  f     r^"    r'dr^dO'  ^  f      , 


(/•'2H-,9«)5 


Lorsque,  s  restant  fini  et  determine,  on  fait  croitre  r  indefiniment,  cette 
expression  tend  vers  2iiftjLp.  Si  done  on  remplace  ds  par  £,  on  peut  dire  que 
Tattraction  exercee  sur  un  point  par  une  couche  plane,  homogene,  indefinie  et 
infiniment  mince,  d'epaisseur  e,  est  egale  a  F  ~  27:f(jLp£. 

Cette  attraction  est  independante  de  la  position  du  point  attire.  Soit  F'  Tattrac- 
tion  exercee  sur  un  point  de  sa  surface  par  une  sphere  homogene  de  densite  p 

et  de  diametre  e;  on  a  F'  =  ^TifiJips.  On  a  done  ce  resultat  simple,  F  —  3F'. 

41.  Attraction  d'uncylindre  homogene  sur  un  point  de  son  axe.  —  Supposons  le 
point  attire  exterieur  et  a  une  distance  s^  de  la  base  superieure ;  soient  r  le  rayon 
du  cylindre,  h  sa  hauteur;  Tattraction  resultante  F  aura  pourvaleur 

odsy 
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on  bien,  en  remplacant  o  par  sa  valeur  ( lo  ), 

sds     \ 


<  I  I  > 


F  \^  2Z fas  [A  —  \  r-  —  s\  —  \  /**  -^  »5|  —  /i  •*]. 

Lorsque  le  point  attire  se  trouve  sur  la  surface  du  cylindre,  on  a  j,  =  o,  et 

Soient  r  le  rayon  d*une  sphere  avant  meme  volume  que  le  cylindre,  F'  I'al- 
traction  qu*exercerait  celte  sphere  remplie  de  matiere  de  densite  p  surun  point 
de  masse  a  place  a  sa  surface.  On  aura 

>  3      '  ' 

F  _  3  h^r  —  \h^^r^  __  y  36A«7 

ou  bien 

F                \^^^  h 

p.  — ^         avec  a  =  -  • 

On  trouve  aisement 

F' 


T  — :c' 


F 

^,  sera  done  un  maximum  ou  un  minimum  quand  x  verifiera  Tequation 


a  —  3} 


I 


1 3  »  2  —  a =^  ==  o ; 


d*ou,  en  chassant  le  radical  et  reduisant. 


9 

a-  —  7  a  -r-  I  =  O. 
4 


Cette  equation  a  ses  deux  racines  reelles;  Tune  plus  petite  que  i  ne  veritie 
pas  Tequation  (i3),  car  elle  rend  son  premier  membre  positif:  c'esi  une  solution 

etrangere  inlroduite  par  Televation  au  carre.  L'autre  racine  a,  =  1,6(04  repond 

F  .  F 

a  un  maximum  de  p.;  car  la  derivee  de  r-  est  positive  pour  a  <^a,,  et  negative 

pour  a>a,.  On  trouve  pour  ce  maximum  p.-  =  i,ooG8. 

M.  Radau  a  cherche  a  determiner  le  cylindre  par  la  condition  qu*il  exerce  sur 
le  centre  de  sa  base  une  attraction  egale  a  celle  d*une  sphere  de  meme  volume 
sur  un  point  de  sa  surface.  II  faut  alors  determiner  2  par  Tequation 


\ 
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Tune  des  racines  est  egale  a  ^>  une  autre  a  2,o3  )2;  on  a  done  deux  cylindres 
qui  repondent  a  la  question. 

42.  Attraction  exercSe  sur  un  point  de  son  axe  par  un  corps  homog&ne 
de  rSvolutiony  limits  par  deux  parallMes  donn6s.  —  Soit  (^fig-  5)  AA'  Tare 
de  courbc  plane  qui,  en  tournant  autour  de  OM,  engendre  la  surface  de  revolu- 


1^  •         F* 


,M 


A' 


II'  C 


B'j_       _     ift; \c' 

I  ' \ 


4 


B 


O 


tion  qui,  avee  les  paralleles  AC  et  A'C,  liinite  le  corps.  Soient  encore  ac  un  pa 
rallele  quelconque,  a'c'  le  parallele  infiniment  voisin, 

MB— 5,,         MB=5i4-A,         Mb—.s,         rzrizbc. 

On  aura,  pour  I'attraction  resultante, 


'-f 


1,  +-« 


ou,  en  rempla^ant  9  par  sa  valeur  (to), 

(i4)  F  ~  "irJu-o  [  It  —  I         -z 1^^^  n 


F  ~  '?  7:  r  ap  [  /I  —  1        ~ 1^^^  I 


OU  rse  determine  par  Tequation  de  la  courbe  nieridionne, 

(i5)  r.z-l(s). 

La  formule  (i/i)  donne  lieu  a  de  nombreuses  applications  : 

Attraction  d'un  tronc  de  cSne  homogene  sur  le  sommet  commun  des  dear  cones 
dont  le  tronc  de  cone  est  la  difference,  —  Soit  27  Tangle  au  sommet  qui  est  le 
meme  pour  les  deux  cones;  la  courbe  AA'  est  ici  une  ligne  droite  qui  passe  par 
le  point  M.  L'equation  (i H)  se  reduit  a 

T.  -  n.  '^^ 
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et  la  formule  (i4)  donne 

(i6)  F:z=  27rf/jLpA(i  —  cosy); 

h  est  la  hauteur  du  tronc. 

La  meme  formule  donne  Vattraction  d^un  cdne  homogene  de  densite  p,  de  hau- 
teur h^  et  d' angle  ay.  sur  un  point  materiel  de  masse  [i  place  a  son  sommet. 

Fig.  6. 

B'l 


/ 


'     \ 

_    .     -_J 
A  B  (. 

Cherchons  maintenant  Vattraction  d'un  segment  de  parabolo'ide  de  revolution 
sur  un  point  de  son  axe. 

Soient  {fig.  6)  B'  le  sommet,  AC  la  base  du  segment,  p  le  parametre  de  la 
parabole, 

MB'=:5,,  M6n:.9,  MB  =  5, -h /?,  r  —  bc. 

On  a  ici 

r^  —  2p(s  —  Si), 


et  la  formule  (i4)  donne 


F—  2  7rffzp  I  h  —  / 


j|-*-A 


sds 


^S^~h2pS —  2/>5, 

■    I 

or  on  a 


/, —  y/y* -h2ps—  2psi  ~p\og(s  -h p  -\-  \/s* -h  2ps  —  2ps^)  -\-  const., 

y/5*  -\-2pS  —  2/?5, 


et  il  en  resulte 


(,7)        Y^2^^iJ,p\s,-^h-^sJ(s,-^hY^2ph-^p\0^'^'^''^P^^-^^^^ 

L  25i-|-/?  J 

Lorsque  le  point  attire  coincTde  avee  le  sommet  du  segment,  on  a  5<  =  o,  et  il 
vient 


(18) 


F  =  2  7:  f fxp  [a  -  y//^^-^ -^  ;,  log  ^-^  ^-^-V^^^^ 
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Attraction  exercee  sur  son  sommet  par  un  segment  spherique  a  une  base,  —  On 
a  ici,  en  designant  par  a  le  rayon  de  la  sphere, 

r^=zs(2a  —  s), 


\  \2aJ0  / 

F-27rf^pA(i-|y/Ay 


Soil  pose  h  =  ia^\  on  trouvera 

(19)  ^  ~  ^  rA\i.oaoL{Z  —  'iV^a). 

Le  rayon  f  de  la  sphere  ayant  meme  volume  que  le  segment  est 
cette  sphere  exercera  sur  le  point  de  masse  [jl,  place  a  sa  surface,  Tiittraction 


4      .  a/- 


F'  —  o  ^  t'/^p  «  V^se*  ( 3  —  2a). 

On  trouve  aisement 


|;=.(3-av«){/3-^^ 


La  derivee  de  cette  expression,  par  rapport  a  a,  est 


(^) 


3  —  \'oi  (5  —  2a) 


Elle  s'annule  pour  les  valeurs  de  a  qui  satisfont  a  la  relation 

v'a(5  —  2a)  =r^  3. 

En  elevant  au  carre,  on  a  une  equation  du  troisieme  degre  dont  les  racines 

sont 

/*"  ■"" 

aj  =  2— ^-^  =r  0,67713;  aj:=:i;  a,=  2-H  —  • 

La  racine  a,  ne  convient  pas,  car  a  =  —  doit  etre  au  plus  egal  a  i.  Le  rap- 
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F 

port  pr,  est  un  maximum  pour  a  =:  a< ,  et  un  minimum  pour  a  =  i ;  le  minimum 

a  pour  valeur  i,  et  Ic  maximum  est 


Attract  ion  exercee  par  un  segment  spherique  a  une  base  sur  le  centre  de  sa  base. 
--  On  a  ici,  en  comptant  5  a  partir  de  la  base, 

r^^n  {h  —  s){'ia  —  h  4-  s ), 

L         \h{ia  —  h)  ^  i{h  —  a)s \ 
F  =  7     9  ds, 

/S  (Is  I  -'- 

V  h  (i  a  —  /i)-h  2  {h  ~a)s       o(/i  —  a) 

d'oii,  par  un  calcul  facile, 

_^       2     „      ,  A  -  —  3  /i(t  ~\-  3  ^*  -    (2a  —  /i )  V  V'  ( ?.  ^7  —  h) 

F  =  r,  TlilJ-p/l  , — 

3       ^'  {/t  —  a}^  i 


En  faisant 
on  trouve 


ou  bien 


t:     -7:f^pa(i-+-;3)— -^--  -^ p^ — ^'-1 ^ 


r      ^    r      /       ox  2  -+- V I  —  ;3*  — fi 


L'attraction  F'  exercee  par  une  spbere  de  meme  volume  que  le  segment,  sur 
un  point  de  masse  tx  place  a  sa  surface,  est 


On  en  tire 


'»    r       ;*/ii -h;3)-M2-;3) 


* 


On  trouve  sans  trop  de  peine 

F'_  v,-;3'!«-^;3 


^/;i      (1  +  V '  -  h'/  v/'-^'O  +,3')  (2  - 13)» 


\ 
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Cette  derivee  s'annule  si  Ton  a 


En  elevant  au  carre,  on  a  une  equation  du  second  degre  dont  les  racines  sont 
4 
5 


4 
o  et  -h  t;  la  premiere  est  une  solution  etrangere.  II  reste  done  seuleinent 


cette  valeur  correspond  au  maximum  de  pr,>  lequel  est 


9  V^  1 

g  i/7=:l,022l3. 


Je  dois  a  M.  Radau  la  communication  des  resultats  particuliers  concernant  les 
maxima  de  pr,- 

43.  Les  exemples  precedents  montrent  que,  a  egalite  de  volume,  la  sphere 
n'exerce  pas  sur  un  de  ses  points  la  plus  grande  attraction.  Cela  nous  conduit 
a  resoudre  la  question  suivante  : 

Trous^er  la  forme  que  doit  prendre,  sous  un  volume  donne,  un  corps  homogene  de 
revolution,  pourquUlexerce  la  plus  grande  attraction  possible  sur  le  point  oil  I' axe 
de  revolution perce  sa  surface, 

Reportons-nous  a  X^fig-  6;  soient  B'  le  point  attire,  [jl  sa  masse,  ABX  la  sec- 
tion meridienne  du  corps,  B'6  =  5,  bc  =  r,  B'B  =  A,  BC  =  b, 

Tequation  de  la  courbe  B'C. 

On  aura,  en  ecrivant  que  Tattraction  doit  etre  un  maximum  et  que  le  volume 
doit  rester  constant, 


/ 


I ; )  ds  =  maximum, 


/ 


h 

r'  ds  -:-  const, 

0 


On  en  conclut,  en  t'aisant  varier  A  et  r, 

'^    rsdrds 


f 

u/  0 


4-      1  —     .  _^     ^h  =  o, 

Jf     2  /'  or  ds  -H  6'  6h  =  o. 
1) 
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II  vient,  si  Ton  ajoute  ces  deux  equations  apres  les  avoir  multipliees  res- 
pectivement  par  —  X  et  i , 

On  peut  disposer  du  facteur  indetermine  X  de  maniere  a  annuler  le  coefficient 
de  S/i,  et  Ton  sait  qu'on  doit  ensuite  annuler  le  coefficient  de  rlrds  sous  le 

signe  / .  On  aura  done 

(20)  J  —  2, 

(21)  b'--.i(,-    !'    \, 

L'equation  (20)  est  Tequation  de  la  courbe  meridienne.  Si  Ton  designe 
par  u  la  distance  B'c  et  par  0  Tangle  BB'c,  elle  devient,  en  coordonnees  po- 
laires, 


1/2 


=:  2 


( 22 )  M 1=  A'  V^COS  0,  OU  /:*::=-. 

L'equation  (20)  donne,  pour  le  point  C, 


{ii^-^b^y 


=  2. 


Si  Ton  tire  de  la  la  valeur  de  X  pour  la  porter  dans  la  relation  (21),  il  vient, 
apres  reduction , 

En  elevant  au  carre,  on  arrive  a 

^'•(4Z^*-h3/i') -o,       d*ou       b  —  o, 

Ainsi  la  courbe  meridienne  doit  passer  au  point  B,  et  il  en  resulte  h  =  k. 
S'il  Ton  ecrit  comme  il  suit  la  formule  (20), 

I  S  2 

**-+-''*  \Js^ -h  /-^  ~'  ^' 

on  pourra  dire  que  deux  elements  quelconques  de  meme  masse,  places  sur  la 
surface  du  corps,  exercent  sur  le  point  B'  des  attractions  dont  les  composantes, 
dans  le  sens  de  la  resultante  totale,  ont  la  meme  valeur. 
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Cherchons  a  determiner  la  constante  kde  maniere  que  le  volume  du  corps  soit 
egal  a  celui  d'une  sphere  de  rayon  r';  nous  devrons  avoir 


IT 


t  S     /»  J  K     ^k  v^coi  6 


'0       *^0 

d'oii 


7; 


k  =  r'  v/5. 


Calculons,  d'autre  part,  Tattraction  resultante  F.  Nous  avons 


F  =  2 


'""{'- f.W^'"} 


en  rem 


s  ' 

placjant  h  par  k,    .  par  cos6,  et  s  par  u  cos  6=  k  cos'  6,  il  vient 


F  =  27rf/zpr'v^|  ^ 


r  cos*0sin0rf^     , 


F=|7rffxpr't/5. 

Telle  est  la  plus  grande  attraction  que  puisse  exercer  la  masse,  lorsque  son 
volume  demeure  egal  a  celui  d'une  sphere  de  rayon  r'.  L'attraction  F'  de  cette 
sphere  sur  un  point  de  masse  ^  place  a  sa  surface  est,  d'ailleurs, 

Fr^|7rffxpr'. 


On  en  conclut 


^,  —  jp=  —  1 ,0260  =r  -|  environ. 


L'attraction  maxima  depasse  done   celle  de  la  sphere  d'environ  ^  de  sa 

valeur.  Mais  Ton  obtiendrait  Tattraction  F  avec  une  sphere  de  meme  masse  et  de 

3  v/3 
volume  plus  petit,  dont  la  densite  serait  -^p  =  i,o392p. 

Le  probleme  que  nous  venons  de  traiter  est  bien  connu;  il  a  ete  resolu,  pour 
la  premiere  fois,  par  Saint-Jacques  de  Silvabelle,  astronome  marseillais. 
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CHAPITRE  VI. 


FIGURE  DUNE  MASSE  FLUIDE  IIOMOGENE  AMMEE  DUN  MOUVEMENT  DE 
ROTATION  ET  DONT  TOUTES  LES  PARTIES  S'ATTIRENT  MUTUELLEMENT 
SUIVANT  LA  LOT  DE  NEWTON.  -  ELLIPSOIDES  DE  REVOLUTION  DE 
MACLAURIN. 


44.  Commengons  par  rappeler  quelques  propositions  d'Hydrostalique. 

So\enix,y,  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  M  d'une  masse  fluide 
en  equilibre,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  rapporlee  a  Tunite  de  masse, 
qui  agit  sur  le  point  M,  p  la  densite  et/>  la  pression  au  meme  point,  cette  der- 
niere  etant  rapportee  a  Tiinite  de  surface.  On  a,  comme  on  sait,  les  equations 

-r—    -    -  P  A ,  ,-   0  1,  -7-    —    p  A, 

dx       ^  dy  dz       ^ 

( 1 )  dp  -^  p {\  dx  -h  \  df  -h  7.  (iz). 

X,  Y,  Z  et  p  sont  des  fonctions  connues  de  Jc,y,  z;  il  faudra  que  le  produit 
p(\ftx  -f-  Yt/y-4-  Zdz)  soit  une  difTerentielle  exacte. 

Supposons  que,  sur  toute  la  surface  du  fluide,  on  exerce  une  pression  con- 
stante,  qui  pent  etre  nulle;  on  aura  done  dp  =  o,  etVequation  (i)  montre  que, 
tout  le  long  de  cette  surface,  on  devra  avoir 

( 2 )  \d.t-h  Y  dy  -\-Zdz       o. 

Cette  relation  nous  dit  que  la  surface  est  normale  en  chacun  de  ses  points  i\ 
la  force  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z.  11  en  sera  de  meme  en  chacun  des 
points  de  Tune  quelconque  des  surfaces  definies  par  requation/>=  const.,  qui 
sont  les  surfaces  de  nweau. 

Si  la  pression  exercee  aux  divers  points  de  la  surface  exlerieure  du  fluide 
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etait  variable,  on  aurait,  en  la  designant  p^r¥(x,y,z), 

au  lieu  de  Tequation  (2). 

S'il  existe  un  potentiel,  de  sorte  que  Ton  ait 

^_dy         v-^V         ^_d\ 

OX  oy  oz 

on  pourra  traduire  Tequation  (2)  en  disant  que,  tout  Ic  long  de  la  surface  exte- 

rieure  du  fluide,  on  doit  avoir 

V  =  const. 

Dans  le  cas  oil  la  masse  fluide  est  animee  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme  autour  d'une  droite  fixe,  il  faut  joindre  aux  forces  donnees  une  force 
fictive,  la  force  centrifuge,  dont  les  composantes  paralleles  aux  axes  sont 

quand  on  prend  Taxe  de  rotation  pour  axe  des  x  et  qu'on  designe  par  co  la  vi- 
tessc  angulaire  de  rotation.  On  aura  done  alors,  au  lieu  de  Tequation  (2), 

(3)  X  cf^  4-  ( Y  4-  w«j)  dy-h{Z-h  w^s)  dz  =  o, 

et  cette  relation  devra  etre  verifiee  pour  tons  les  points  de  la  surface  exterieure 
du  fluide. 
On  pent,  dans  le  cas  oil  il  existe  un  potentiel,  la  remplacer  par  la  formule 

V  4-  -  ci)*(j*4-5')i=consi. 

45.  II  y  aurait  lieu  de  resoudre  le  probleme  suivant : 

On  donne  la  masse  totale  M  d'un  fluide  homogene  et  incompressible,  de  den- 
site  p,  anime  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  (o  au- 
tour de  Oa?,  et  dont  toutes  les  parties  s'attirent  mutuellement  suivant  la  loi  de 
Newton. 

On  demande  de  trouver  la  figure  d'equilibre  relatif  de  la  masse  fluide;  on 
suppose  qu'on  exerce  en  tons  les  points  de  la  surface  une  pression  constante. 

Soit 
Tequation  de  la  surface  du  fluide ;  on  aurait  pour  tons  ses  points 

djc  dy    "^        dz 

T. -II.  II 
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ct,  en  comparant  les  equations  (3)  et  (4),  il  viendrait 

,1  •/  m-     — 


(5) 


d^  d^  d^ 

dx  dy  dz 


La  fonction  $  devrait  done  etre  determinee  de  maniere  a  verifier  ces  deux 
conditions;  mais  les  composantes  X,  Y,  Z  de  Tattraction  dependent  de  cette 
fonction  $,  et  d'une  maniere  tres  compliquee,  comme  le  montre  la  formule  (B) 
du  n"*  1.  On  n'est  pas  encore  arrive  a  resoudrc  la  question  d'une  maniere  gene- 
rale,  bien  que,  tout  recemment,  M.  Poincare  lui  ait  fait  faire  un  pas  important, 
comme  nous  aurons  occasion  de  le  dire  plus  loin. 

Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  a  verifier  que,  pour  des  valeurs  de  w 
comprises  entre  certaines  limites,  la  masse  fluide  pent  affecter  la  forme  d'un 
ellipsoide  dont  un  axe  principal  O^r  coincide  avec  Taxe  de  rotation.  Prenons 
pour  axes  des  y  et  des  z  les  deux  autres  axes  de  Tellipsoide;  I'equation  de  sa 
surface  sera 


<!>=:  —  H-^-f-^—  1  =  0. 

a*         6*        c* 


Si  Ton  fait 


X^-^^^;^,  X'»=.^— :A>  A=z4/f,-h-J(n-^)(i-h^ 


(6) 


,,       3fM     r'  K^dK  ,    C       ds 

Jo       (I +  ^'C*)*('-t- >"?*)'  '^^      ^  ' 

,-.       3fM    /••  C'rf?  .    /""       ds 

^  —  ~^   I     s r  =  27rfp/     (T,,,   -xA' 


r-4  > 


les  composantes  de  I'attraction  exercee  par  Tellipsoide  sur  un  point  quelconque 
(a:,  j,  z)  de  sa  surface  seront,  d'apres  les  formules  (A')  et  (A")  du  n^  26, 
relatives  au  point  interieur,  et  qui  conviennent  aussi  a  la  surface, 

Xz=-P^,        Yzzz-Qj,        Z  =  -R^, 

et  les  relations  (5)  deviendront 

Vx   «*.r"-"Qj a)*-3  — Rs 
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ou 

(7)  Pa»=i.(Q  — co')^^*  — (R-o)5)c*; 


d'oii 


b^  c"'        "      c^—b' 


Ccs  formules  exigent  que  a^P  soit  <  b-Q  et  <  c^R;  par  consequent,  a  cause 
(les  relations  (6),  a^<^b^  et  <!c^.  L'axe  de  rotation  est  done  le  plus  petit  axe 
de  Tellipsoide,  et  les  quantites  X^  et  V^  sont  positives. 

Les  formules  (8)  donnent  enfin 

(y)  ^\  r'     K'(i--K')d- 


Cette  dernierc  condition  se  decompose  en  deux  autres 


(.0)  .«         ^-c'(.-HO-x«v«;»)^^^ 

X»C')'(n-X"C')* 


Dans  le  premier  cas,  on  a  fe  ==c,  et  Tellipsoide  est  de  revolution  autour  de 
Taxe  de  rotation.  L'equation  (lo)  correspond  a  des  ellipsoides  a  trois  axes  ine- 
gaux;  nous  la  disculerons  plus  loin. 

46.  L'ellipsoide  de  revolution  comme  figure  d'Squilibre.  —  En  rempla- 
gant,  dans  les  formules  (8),  P  et  Q  par  leurs  expressions  deduites  des  for- 
mules (Y)  ^"  ^^  ^^>  savoir 

(  P  =  47rfp  ~^y— (X  — arclangX), 

(  Q=:27rfp  '"J^3     ^arctangX-y-^.j, 
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je  trouve 

(a)  U=^  =  i±l'arctang>-i; 

j'aurai  d'ailleurs 

et  ['equation  de  la  surface  du  fluide  sera 

(c)  ^.-^,L__  =  a«. 

Les  donnees  sont  (o,  f,  p,  M;  Tequation  transcendante  (a)  fera  connaitre  Tin- 
connue  X,  et  Ics  relations  (b)  donneront  a  et  b. 

47.  Discussion  de  I'^quation  (a).  —  Nous  pourrons  ecrire 

(i3)  iir(i)=i±ji\rctangX-i. 

En  remplagant  arctangX  par  son  developpement  suivant  les  puissances  de  X, 
on  aura  en  serie  convergente,  pour  lesvaleurs  de  X  inferieures  a  I'unite, 

00 

^^  ^     '        ^d""  '  (2n-f-l)(2/2  4-3) 

1 

On  verifie  aisement  qu'on  pent  ecrire  encore,  en  introduisant  la  serie  hyper- 
geometrique, 

Si  Tellipsoide  etait  allonge  suivant  I'axe  de  revolution,  on  aurait 

flj /i« 


a» 


^    '  -^(2/H-l)(2rt-h3)  ' 

1 

^(X)  etant  essentiellement  negatif,  I'equation  (i2)serait  impossible. 
Ainsi,  r eUipso'ide  allonge  ne  peat  pas  ilre  une  figure  d'dquilibre. 
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Le  developpement  (i4)  monlre  que 

on  voit  directement,  sur  I'expression  (i3),  que 

^J'(X)z=:o,        pour>  =  oc. 

La  meme  expression  (i3)  donne  d'ailleurs,  par  un  calcul  facile, 
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(i5) 


en  posant 


—  arc  tangX. 


Nous  montrcrons  dans  un  moment  que  Tequation  0(X)  =  o  admet  unc  racine 
positive  X',  et  rien  qu'une,  et  que  I'on  a 

.  e(X)>o,        pourX<X', 
®(X)<o,        pourX>X'. 

En  admettant  cette  conclusion,  on  voit  que  la  derivee  W'Ck)  est  positive  pour 
X  compris  entre  o  et  X',  et  negative  apres.  Done  la  fonction  ^(X),  qui  s'annule 

Fig.  7. 


pour  X  =  o,  commence  par  croitre,  atteint  un  maximum  positif  pour  X  =  X', 
decrolt  ensuite  sans  cesse  et  s'annule  pour  X  =  oo.  Si  done  on  construit  une 
courbe  avec  X  pour  abscisse  et  ^(X)  pour  ordonnee,  on  aura  Isi/ig.  7.  Soit 

OH  =  -A:-:  si  Ton  a 

27rfp 


OH  >  P'N 


fTSJf 


ou 


«' 


2  7rfp 


>*^a'), 


I'equation  (a)  n'aura  pas  de  racines  reelles.  Si,  au  contraire. 


OH<P'N'        ou 


w' 


27rfp 


<^(X0, 
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cette  equation  aura  deux  raeines  positivt^s 

II  nous  reste  done  seulement  a  demontrer  que  Tequalion  0(a)  —  o  admet 
une  racine  positive  et  une  seule.  Or  Texpression  (i5)  de  0(  A)  montro  que 

0(X)  — o,  |)ourX~o,  * 

0  (>,)  :      —  -'  ,  pour  A  -^  oc. 

I^e  calcul  direct  donne,  apres  reduction, 

8X^(3 ->.2) 


e'(A) 


(A^-t-i)-M>r-l-9)^ 


On  voit  que  cette  derivee  est  positive  pour  X  compris  entrc  o  et  yJ*  et  nei:'a- 
tive  ensuite.  Done  la  fonction  0(A),  qui  est  nuUc  pourX=:o,  commence  a 

prendre  des  valeurs  positives  croissantes,  atteint  son  maximum  pour  X—  v'3,  el 

diminue  sans  cesse  jusqu'a '  quand  X  croit  de  \/i  a  Tinfini.  L'equation 

0(X)  —  o  admet  done  bien  une  racine  positive  X'  et  rien  qu'une;  son  premier 
membre  est  positif  avant  de  s'annuler,  et  negatif  ensuite,  comme  nous  Tavions 
annonce. 

Le  calcul  numerique  donne,  d'ailleurs, 

>v'=   2,5293.   .   .  ,  ^  (^')  =0,22467.   .  .   . 

Voici  done  la  conclusion  de  la  discussion  : 
Si  Ton  a 


CO* 


2  7:  i'p 


—  >►  0,22467. . . , 


il  n'y  a  pas  de  valeur  reelle  de  X  satisfaisant  a  Tequation  (a).  Ainsi,  quand  le 
mouvement  de  rotation  est  trop  rapide,  Tequilibre  est  impossible  avec  un  ellip- 
soide  de  revolution. 
Dans  le  cas  de 


co« 


{16)  7^    <  0,22467.  ..  , 

^     ^  27rip 

l'equation  (a)  aura  deux  raeines  reelles  X,  et  Xg.  II  en  resultera  done,  comme 
figures  d'equilibre,  deux  ellipsoides  de  revolution  aplatis. 

On  a,  comme  on  Ta  vu,  X2>X';  en  tenant  compte  de  la  valeur  numerique 
de  X'  et  de  la  formule 
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on  trouve  que  la  lacine  A.^  donnerait 

rellipsokle  correspondant  scrait  done  tresaplati.  Ce  cas  ne  se  presente  pas  dans 
notre  systenio  planetaire,  et  il  n'y  aura  a  eonsiderer  quo  relUpsoido  qui  eorres- 
pond  a  la  plus  petite  racine  positive  X,  de  re([uation  (a). 

On  voit  sur  hjfg-  7  que,  si  Oil  tend  vers  zero,  il  en  est  de  meme  de  X,,  tan- 
dis  que  X^  tend  vers  rinfini.  Dans  ce  dernier  cas,  les  formules 


1  1 


montrent  que  a  tend  vers  zero,  et  b  vers  Tinfini. 

Done,  quand  la  vitesse  angulaire  de  rotation  decroit  indefiniment,  Tune  des 
li,i»ures  d'equilibre  lend  vers  une  sphere,  et  I'autre  vers  un  disque  circulaire 
d'epaisseur  nulle  et  de  rayon  infini.  C'est  Maclaurin  qui  le  premier  a  deniontre 
rigoureusenient  que  Tellipsoide  de  revolution  est  une  figure  d'equilibre.  D'Alem- 
bert  a  fait  voir  ensuite  qu'il  y  a  au  moins  deux  ellipsoides  repondant  a  la 
question.  Laplace  a  complete  la  discussion  et  lui  a  donne  sa  forme  definitive. 

48.  Calcul  de  la  pesanteur  en  un  point  de  la  surface  de  rellipsoide. 

—  Ghercbons  Texpression  de  la  pesanteur  apparente^en  un  point  quelconque 
M(:r,^', ::)  de  la  surface  de  Tune  on  de  I'autre  des  figures  d'equilibre.  C'est  lare- 
sultante  de  Tattraction  exercee  par  rellipsoide  sur  Tunite  de  masse  placee  en  M, 
et  de  la  force  centrifuge.  On  aura  done 

^'*r  :  X»+  (Y  -h  (0^)2  +  (Z  -h  W*-J)« 

ou  bien,  en  remplac^'ant  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions  (7)  et  tenant  compte  des 
relations  (8),  et  aussi  de  i  =  c. 

On  a  d'ailleurs 


y*-\~z^ 


(18)  x^-f--^'-^  :--a^ 


I^    ^2 


La  distance  0  du  centre  de  Tellipsoide  au  plan  tangent  en  M  a  pour  expres- 
sion 


e=     .__f. 


/ 


(iH-X»)« 
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il  en  resulte  done 


(19)  A' 


P  est  une  constante  dont  la  valeur  est  determinec  par  la  premiere  des  for- 
mules  (11);  la  relation  precedente  montre  done  qu'en  un  point  quelconque  de 
la  surface  de  rellipsoide  la  pesanteur  apparente  est  inversement  proportion- 
nelle  a  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  au  point  considere. 

On  a  ainsi  une  representation  geometrique  simple  de  Tintensite  de  la  pesan- 
teur aux  divers  points  de  la  surface;  quant  a  la  direction,  elle  est,  comme  on  I'a 
vu,  toujours  normale  a  la  surface.  Si  Ton  elimine^^-i- 5'  entre  les  equations 
(17)  et  (18),  il  vient 


(20) 


6' 


49.  DStermination  de  la  pression  />  en  un  point  quelconque  de  la  masse 
fluide.  —  On  a 

dp  =  p  [Xdx  -+-  ( Y  -h  w*j)  dy  -\-{7j-\-  w'^)  dz]  ; 

pour  tons  les  points  de  I'interieur,  les  formules  (7)  out  lieu  ;  done 

dp=^p[Pxdx-^{Q^c^^)(ydy-^zdz)]^^^^Ppd(^x^-h^~^y, 

d'oii,   en  designant  par  xs  la  pression  a  la  surface,  laquelle   est  supposee 
constante, 

Les  surfaces  de  niveau  sont  des  eliipso'ides  homothetiques 


,i  I  -1 


I  -h  A* 


et  sur  Tune  quelconque  de  ces  surfaces  on  aura 

(21)  ^  =  GJ4-iPp(a'-«'^). 

50.  Calcul  approchS  de  la  racine  h  lorsque  o)  est  petit.  —  Soit  pose 


(22)  ^'  = 


w' 


47rfp' 

les  formules  (12)  et  (i/J)  donneront 
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V  etant  suppose  tres  petit,  d'apres  sa  definition  meme,  on  est  conduit  a  poser 

A,,  A2,  A3,  ...  etant  des  coefficients  indelermines.  On  substituera  cette  expres- 
sion dans  la  formule  (sS),  et,  en  egalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  i\  on  aura  des  equations  propres  a  determiner 

On  trouve  ainsi 

w)  >.=v^..5(^..)^|(i^.)^.... 

Si  (!)  est  un  norabre  tres  petit,  cette  serie  convergera  rapidement,  et  les  deux 
premiers  termes  suffiront  le  plus  souvent,  quelquefois  meme  le  premier. 

II  convient  d'introduire  ici  la  pesanteur  g^  a  I'equateur;  si  Ton  fait  x  =  o 
dans  la  formule  (20),  elle  donne,  en  rempla^ant  P  par  sa  valeur  (i  i), 


go  ^-^nfpa  ^'^      (X  —  arc  langX) . 

En  eliminant  fp  entre  cette  equation  et  Tequation  (22),  il  vient 

____  — (•  -^^ (>  • 

^0        X  — arclangX  X^       X*  ' 

(0*6  est  la  force  centrifuge  a  I'equateur;  soit  9  le  rapport  de  cette  force  centri 
fuge  equatoriale  a  la  pesanteur  correspondante,  on  aura 

o 

ou  bien,  en  remplacant  v  par  son  developpement  (23), 


0  =  p-  X' ^  X^  -h  . . . 

^       5  17D 


On  en  tire  inversement 


(a5)  X'=5,  +  4|<p.^... 


L'aplatissement  de  la  surface  de  rellipsoide  est 


^  V^i-f-X*  2  8 

T.  —  II.  la 
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si  done  on  neglige  les  quantites  de  I'ordre  de  9^,  la  formule  (23)  montre  que 

5 
raplatissement  £  est  egal  a  7  9.  De  la  ce  theoreme  important : 

L'aplatissement  de  la  surface  (Vune  masse  Jluide^  homogene  et  incompressible, 
qui  apris  dans  son  equilibre  la  figure  d'un  ellipsolde  de  revolution  tres  peu  aplati^ 
est  sensiblement  egal  aux  cinq  quarts  du  rapport  de  la  force  centrifuge  equatoriale 
a  la  pesanteur  correspondante, 

51.  Application  numSrique  des  formules  k  la  Terre.  —  Nous  supposons 
que  la  Terre  a  ete  primitivement  fluide.  La  Geodesie  prouve  que  la  surface  des 
mers,  prolongee  a  travers  les  continents,  diflere  tres  peu  d'un  ellipsoide  de 
revolution;  c'est  cet  ellipsoide  qui  est  cense  reproduire  la  figure  initiale  d'equi- 
libre.  La  vitesse  angulaire  de  rotation  co  est  liee  a  la  duree  T  de  la  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  axe,  par  la  formule 

271 

On  prend  pour  unite  la  seconde  sexagesimale  de  temps  moyen,  et,  en  tenant 
compte  du  rapport  du  jour  sideral  au  jour  solaire  moyen,  on  a 

T=:  86164. 

La  longueur  b  du  rayon  terrestre  equatorial  resulte  des  mesures  geodesiques; 
d'apres  M.  Clarke,  en  prenant  le  metre  pour  unite  de  longueur, 

6  =  6378253. 

D'autre  part,  la  pesanteur  ^0  ^e  deduitde  la  longueur /du  pendule  simple  qui 
bat  la  seconde  de  temps  moyen  a  Tequateur,  par  la  relation 

I— TTi/— J  d'OU  £^0=71*/. 

On  a  enfin,  pour  le  rapport  9  de  la  force  centrifuge  equatoriale  a  la  pesanteur 
gQ  correspondante, 

,   n.  0)'^       /27r\*  b  tib 

Les  nombreuses  determinations  du  pendule  faites  a  la  surface  de  la  Terre, 
etant  reliees  entre  elles  par  une  formule  convenable,  on  en  conclut  (wiVFaye, 
Cours  d^ Astronomic,  t.  I,  p.  33o), 

/  rr-.  O  ,  99 1  006  . 


FIGURE   D  L\NE   MASSE    FLUIDE   HOMOGENE.  9 1 

Avec  les  valeurs  numeriques  qu'on  vient  dc  rapporter,  les  formules  (26),  (25), 
(aS)  ct  (22)  donnent  successivement 

9  =z  ,Q  r=:o, 003468,  X*  :=  0.008688, 

200,00 

pz=o,ooii5o,         — «- i^  o , 002  3oo ; 

27rfp 


OJ* 


celte  valeur  de  — ^  est  de  beaucoup  inferieure  a  la  limite  0,22467  donnee  par 

la  forraule  (16).  II  y  a  done  bien  deux  figures  ellipso'idales  de  revolution  pos- 
sibles pour  Tequilibre.  On  trouve,  d'ailleurs,  en  cherchant  la  seconde  racine 
positive  de  I'equation  (a), 

Xj  =  68i; 

le  rapport  des  axes,  -  =:y^i-f-X*,  serait  a  peu  pres  egal  a  681,  et  cette  solution 
est  evidemment  impossible. 

Calculons  Taplatissement  e  par  la  formule 

2  8 

nous  trouverons 

1 


281,7 


Or  la  discussion  de  Tensemble  des  mesures  geodesiques  a  donne  a  M.  Clarke 


£  -.^ 


298,5 


Nous  trouvons  done  un  aplatissement  beaucoup  trop  fort,  et  nous  devons  en 
conclure  que  la  Terre  n'est  pas  homogene.  C'est,  du  reste,  ce  que  nous  savons 
d'autre  part;  la  densite  inoyenne  a  ete  detcrminee  par  des  mesures  precises,  et 
trouvee  egale  au  double  environ  de  la  densite  superficielle. 

Nous  reprendrons  plus  loin  Tetude  thcorique  de  la  figure  de  la  Terre,  en  ne 
la  supposant  plus  homogene. 

Cherchons  a  nous  faire  une  idee  de  la  grandeur  des  pressions  dans  I'interieur 
de  la  Terre  supposee  fluide  et  homogene.  La  formule  (20)  donne 


Pa 


tr 

5  0 


/'  -+- ''! 
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apres  quoi  on  trouve,  par  la  relation  (21),' 


[-jS'K-s)] 


La  pression  xs  est  la  pression  atmospheriquc :  soientD  ladensite  du  mercure, 
H  la  hauteur  moyenne  du  barometre  a  I'equateur;  on  aura 

m  —  UDgoy 

et  Texpression  precedente  de/>pourras'ecrire 

D'apres  les  resultats  de  rexperience  celebre  de  Cavendish,  reprise  recem- 
ment  par  MM.  Cornu  et  Bailie,  p  =  5,56,  en  prenant  la  densite  de  Teau  pour 
unite;  on  a,  d'ailleurs, 

I)=ii3,6,       63^6378253,       H  =10,76. 
En  substituant  ces  nombres  dans  la  formule  (27),  on  trouve 

(28)  ^ ^^|^,  + (6,23439)  ^i~^)], 

oil  le  nombre  place  entre  parentheses  designe  un  logarithme. 

Pour  a'  =  o,  cequi  correspond  au  centre  de  la  Terre,  la  formule  precedente 
donne 

p=z  I  716000 GJ; 

ainsi,  de  la  surface  au  centre,  la  pression  croitrait  de  i****"  au  chiffre  enorme  de 
I  716000*"".  Cela  prouve  qu'alors  memo  qu'on  supposcrait  la  Terre  fluide  et 
formee  d'une  seule  substance,  de  la  lave  en  fusion  par  exemple,  malgre  le  faible 
coefficient  de  compressibilite  des  liquides,  il  faudrait  tenir  compte  de  la  com- 
pression, et  qu'on  ne  pourrait  pas  considerer  la  Terre  comme  homogene. 

52.  Application  numSrique  des  formules  au  Soleil  et  aux  planMes.  — 
Nous  continuous  a  nous  placer  dans  Thypothese  de  Thomogeneite.  Nous  met- 
trons  des  accents  aux  quantites  qui  se  rapportent  soit  au  Soleil,  soit  a  Tune  des 
planetes;  les  lettres  sans  accents  se  rapporteront  a  la  Terre.  Nous  aurons 

d'oii 

(29)  (^'t^ 0,001  i5of^^j   £. 
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Pour  que  Tequilibre  soil  possible,  on  doit  avoir,  d'apres  la  condition  (i6), 

r'<o,  112  33, 

d'oii,  en  rempla^ant  v"  par  sa  valeur  (29), 


T'>T 


V  P  V  0,1 1233 


ou  bien,  en  niettant  pour  T  sa  valeur  en  heures  de  temps  moyen, 

T  =  24»'  X  11^  =  23»»56-4", 
0D400 

(3o)  T'>2«'25-»xi/£^- 

En  supposant  p'  =  p,  on  a  ce  theoreme  : 

Une  masse  fluide  homogene,  de  meme  densite  que  la  Terre,  ne  pent  affecter 
dans  sa  position  d'equilibre  la  figure  d'un  ellipsoide  de  revolution,  si  elle  tourne 

sur  elle-meme  en  moins  de  2** 25".  Pour  Saturne,  on  a  ^  =  0,128,  et  la  condi- 

P 

tion  (3o)  devient 

or  Saturne  tourne  sur  lui-meme  en  10^14™;  Tinegalite  precedentc  est  done 
satisfaite ;  mais  on  voit  que,  si  la  rotation  devenaitdeux  fois  plus  rapide,  Tequi- 
libre  serait  impossible  avec  une  figure  ellipsoldale  de  revolution.  C'estpour  cetle 
planete  qu'on  est  le  moins  eloigne  de  cette  destruction  d'equilibre. 

Hatons-nous  de  dire  que,  quand  on  substitue  pour  —  et  T'  les  valeurs  qui  cor- 

r 

respondent  au  Soleil  ou  aux  planetes  dont  on  a  pu  determiner  les  mouvements 
de  rotation,  la  condition  (3o)  est  toujours  verifiee. 

Pour  ces  divers  corps,  on  calculera  v^  par  la  formule  (29),  en  rempla^ant  T 

et  ^  par  leurs  valeurs  telles  que  les  donne  VAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

On  calculera  ensuite  X'  et  z'  par  les  formules 


=  iX'»_^X"H-4i'«-.... 


^  ~  a  "        8  "         16 
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On  obtient  ainsi  les  nombres  contenus  dans  le  Tableau  suivant  : 


T'.  t.  sf'.  e'. 

P 
J       h      m  , 


Soleil 25.  4*  t)  o,253  0,00000714  .  ,► 

37600 

Mercure o .  24 .   i  '  >  *  7^  o » <>oo  97  ■   — - 

2  y  >3 

V6nus o .  23 . 2 1  o ,  807  o ,  00 1  5o  — 

178 

Mars 0.24.37  Owl  I  0,001 53  — - 

J  74 

Jupiter o.  9.56  0,242  0,02759  — 7 

9»4 

Salurne 0.10.14  0,128  0,04915  - — 

0, 1 

Les  aplatissements  de  Mercure,  Venus  et  Mars  n'ont  pu  etre  jusqu'ici  deter- 
mines par  I'obsefrvation ;  celui  du  Soleil  a  ete  trouve  nul,  ou  du  moins  au-des- 
sous  des  erreurs  des  observations.  Les  mesures  faites  sur  les  disques  de  Jupiter 
et  de  Saturne  ont  donne,  pour  les  aplatissements  de  ces  deux  planetes,  les  frac- 
tions   et — ;  elles  sont  plus  petites  que  les  valeurs  de  e'  que  nous  avons 

calculees.  II  faut  en  conclure  que  Jupiter  et  Saturne  ne  sont  pas  homogenes,  pas 
plus  que  la  Terre. 

On  demontrera  plus  loin  que  la  valeur  de  e'  calculee  dans  Thypothese  de  Tho- 
mogeneite  est  une  limite  superieure  de  I'aplatissement  reel,  quelle  que  soit  la 
constitution  interieure  de  la  planete.  En  admettant  ce  resultat,  on  voit  que  les 
valeurs  de  £'  trouvees  pour  Jupiter  et  Saturne  ne  sont  pas  en  contradiction  avec 
les  observations.  Les  valeurs  tres  petites  calculees  pour  le  Soleil,  Mercure, 
Venus  et  Mars  expliquent  qu'on  ne  soit  pas  encore  arrive  a  determiner  les  apla- 
tissements reels  de  ces  corps  par  des  mesures  faites  sur  leurs  disques. 

53.  Discussion  relative  au  moment  de  rotation.  —  On  a  vu  que,  si  la 
masse  fluide  est  animee  d'un  mouvementde  rotation  trop  rapide,  Fequilibre  ne 
pent  pas  avoir  lieu  sous  la  forme  d'unellipsoide  de  revolution,  avec  cette  vitesse 
de  rotation.  II  ne  faut  pas  en  conclure  que  le  fluide  n'arrivera  pas  a  prendre, 
dans  sa  position  d'equilibre,  la  figure  d'un  ellipso'ide  de  revolution ;  car  on  congoit 
que  la  masse  ne  se  trouvant  pas  en  equilibre  actuellcment  va  changer  de  forme, 
ce  qui  entrainera  une  variation  correspondante  de  (o,  qui  pourra  arriver  a  etre 
inferieur  a  la  limite  fixee  plus  haut, 


r.)« 


^^^^<o, 22467; 

alors  Tequilibre  sera  possible  avec  un  ellipsoide  de  revolution. 
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II  est  interessant  de  savoir  s'il  y  a  deux  etats  d'equilibre  reellement  compa- 
tibles avec  les  donnees  initiales.  Ce  qui  precede  montre  que  to  ne  peut  etre 
considere  comme  une  donnee  initiale.  Reportons-nous  par  la  pensee  a  I'origine 
du  mouvement ;  la  masse  fluide  vient  d'etre  abandonnee  a  cUe-meme ;  des  vitesses 
quelconques  ont  ete  communiquees  a  ses  diverses  molecules  :  elle  constitue 
un  systeme  qui  n'est  soumis  qu'a  des  forces  interieures.  Par  son  centre  de 
gravite  0,  menons  trois  axes  rectangulaires  dont  Tun  Ox  coincide  a  I'origine  avec 
I'axe  du  couple  resultant  des  moments  des  quantites  de  mouvement.  On  aura 
done,  en  designant  par  (jl  le  moment  de  ce  couple, 


K7^       /     dz  dy 


et  cette  relation  se  maintient  pendant  toute  la  suite  du  mouvement.  Si  nous 
supposons  que  la  masse  arrive  a  prendre  son  equilibre,  avec  la  figure  d'un  ellip- 
soide  de  revolution,  en  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  fixe 
passant  par  le  point  0,  le  plan  perpendiculaire  a  cet  axe  sera  evidemment  le 
plan  du  maximum  des  aires,  ou  le  plan  du  couple  resultant;  ce  sera  done  notre 
plan  yOz.  On  aura,  d'ailleurs, 

dy  dz 

done 

Ainsi,  le  moment  d'inertie  de  la  masse,  quand  elle  a  aflccte  la  forme  d'un 
ellipsoide  de  revolution,  est  egal  a  la  quantite  (jl,  que  nous  appellerons,  pour 
abreger,le  moment  de  rotation,  et  qui  est  une  donnee  initiale.  Soient  Mia  masse, 
p  la  densite;  on  a 

On  tire  de  la  les  valours  de  a  et  w, 

1 


_  r      3M     Y 


w«     _  25fx*  /4Trp\»  ,,   ,  ^,,   , 


2  7rfp    '  6i' 


^  (!¥)'(->■) 


II  n'y  a  plus  maintenant  qu'a  porter  cette  valeur  de  — p  dans  I'equation  (a), 
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qui  deviendra 


M  „.x.,i(i±»!.rc«„gx-^.)=|5g;(|ay. 

Cette  equation  servira  a  determiner  X;  le  premier  membre  est  nul  et  infini 
en  meme  temps  que  X;  done  il  devient  egal  au  moins  une  fois  a  ia  constante  po- 
sitive qui  represente  le  second  membre,  quand  on  fait  croitre  X  de  o  a  +00. 
Ainsi  I'equation  (a)  a  toujours  une  racine  :  je  dis  qu'elle  n'en  a  qu'une.  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  derivee  de  son  premier  membre  par  rap- 
port a  X  est  constamment  positive.  Or  on  met  sans  peine  cette  derivee  sous  la 
forme  suivante  : 

'  /       it>.-H      .      1        2X*+3/X'-+-3X  .       ,\"1 

j(i4-X')      larctangX-+-9 — ^T"  (  ^x»T3  ~  ^""^  ^"^  j J ' 

II  suffira  done  de  montrer  que  la  fonction 

^^^.-^  -  arclang>, 

qui  s'annule  avec  X,  est  toujours  positive;  or  il  en  est  ainsi,  car  la  derivee  de 
cette  fonction  a  pour  expression 

2X*-f  I 


(X»4-l)(2X«-|-3)* 


et  reste,  par  consequent,  toujours  positive. 

Done,  si  Ton  prend  pour  donnees  initiales  (jl  et  M,  il  ne  pent  y  avoir  comme 
figure  d'equilibre  qu'un  seul  ellipsoide  de  revolution. 
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ELLIPSOIDES  A  TROIS  AXES  INEGAUX  DE  JACOBl 
THEOREME  DE  M.  POINCARi:. 


54.  L'ellipsoide  k  trois  axes  inSgaux  comiue  figure  d'Squilibre.  —  Jacobi 
a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  liquide  homogene,  douee  d'lin  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  et  dont  les  molecules  s'attirent  mu- 
tuellement  suivant  la  loi  de  Newton,  peat  se  maintenir  elle-meme  en  cquilibrc 
sous  la  forme  d'un  ellipsoidea  trois  axesinegaux.  II  suffitpour  cela  que  les  axes 
de  rellipsoide  soient  determines  en  fonction  de  la  masse  M  et  de  la  vitesseangu- 
laire  de  rotation  w,  supposees  connues,  par  Tensemble  des  formules  suivantes 
qui  ont  ete  demontrees  au  n"^  45, 

(0  /       ii iCi.^o, 


('0  / .,      i  ^^~ --—- — » 

a—-[ —  ^T — - — =-  I    , 

\47rp  V  I  4-  X-  \  1  H-  I'* J 

La  discussion  des  equations  transcendantes  (i)  et  (2),  dont  dependent  les 
valeurs  des  inconnues  X  et  X\  a  ete  faite  d'abord  par  Otto  Meyer  {Journal  de 
Crelle,  t.  24);  elle  a  ete  reprise  etcompletee  par  Liouville  (*),  dont  nous  allons 
reproduire  Tanalyse. 


(• )  Journal  de  Mathematiquex,  r*  s<5rio,  t.  XVI. 

T.  —  IL  1 3 
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Commencons  par  remarquer  que  I'on  doit  avoir  X^X'*  >  i,  sans  quoi  tous  les 
elements  de  Tintegrale  (i)  seraient  positifs,  et  cette  integrale  ne  pourrait  pas 
s'annuler.  Done,  I'une  au  moins  des  quantites  X^  et  X'^,  que  nous  savons  etre 

positives  (n**45),  sera  superieure  a  I'unite,  et,  par  suite,  Tun  des  rapports  - 

et  -  sera  plus  grand  que  sf^.  Les  ellipsoides  cherches  seront  done  necessaire- 

ment  tres  eloignes  de  la  forme  spherique,  et  ce  n'est  pas  dans  notre  systeme 
planetaire  qu'on  peut  les  trouver  representes.  Remarquons  encore  que,  I'equa- 
tion  (i)  etant  symetrique,  on  a  rfX-h  dV  =  o  pour  X  =  X',  et,  par  suite,  toute 
fonction  symetrique  des  quantites  X  et  X',  telle  que  (o*,  a,  en  general,  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  X  =  X',  sa  derivee  etant  alors  nulle.  Pour  aller  plus 
loin,  il  convient  de  faire  un  changement  de  variable. 

55.  Nous  ferons 


/T-h 


X 


a*        s  a^        t 


et  les  equations  (i)  et  (2)  deviendront 

x^dx 


r'  xdx        r 


o, 


&)*  /**  X  dx 


"Xo 


2^^°  X     (i  4- 5a")(i  4- f:r)A' 


en  posant 

(c)  A     :  v/(i  4-x)  (i -h.vd:)(i -|-/.r). 


La  simple  inspection  de  Tequation  (a)  montre  que  Ton  doit  avoir  5  -+-  /  <  i, 
sans  quoi,  les  deux  parties  du  premier  membre  etant  negatives,  leur  somme  ne 
pourrait  etre  nulle;  ainsi,  on  a  j<  i  /<  i  et,  par  suite,  a<  6,  a<c,  en  sorte 
que  Taxe  autour  duquel  le  corps  tourne  est  le  petit  axe  de  rellipsoide,  ce  que 
nous  savions  deja.  L'equation  («)  determine  s  en  fonction  de  t\  nous  commen- 
cerons  par  prouver  que,  /  etant  donne,  entre  o  et  i,  l'equation  (a)  donne 
toujours  une  valcur  de  5,  et  une  seule,  comprise  entre  les  memes  limites. 

Representons,  en  effet,  par  F  le  premier  membre  de  Tequation  (a),  nous 
trouverons  sans  peine,  en  remarquant  que  5  figure  directement  dans  F  et  indi- 
rectement  par  A, 


=      iJ-^(i+:5^(i:ti£)[,^(3_,_o.-..x«]rf. 
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ou  bien 


(3)  ^:=_Ao-A,/, 

en  faisant 

(4)  Aoir^iT  "^^'^  '""^  [2  4-  (3  -  .9  -  t)x  -  StX^]  dx, 

A,:=-    /  —  AS      -[3  4- (3  —  ^  — /)x  —  ,y^j?']  flfx; 


(5) 


on  aura  de  meme,  en  remarquant  que  Ao  et  A,  sontdes  fonctions  symetriques 
de  s  et /, 

(6)  —    -   -  Ao— Ai5. 

On  va  prouver  que  A©  et  iX^  -f-  3 A^  sont  positifs. 
On  trouve  d'abord  sans  peine 

d  ra:*(i  -I-  x)'\  __  x{\  -+-  a:)[4  4-  (3  -h  .?  -h  t)x  —  istx^—  Zstx^^ 
dx\         A»        J  ~  2 A*  ' 

d'oii,  en  integrant  entre  les  limites  o  et  ac, 

(7)  ^^  i     ^     T%^    [4-f-(3  -^s-^t)x  —  istx^—Zstx^]dx. 

Si  Ton  divise  cette  equation  par  4  et  qu'on  la  retranche  de  Texpression  (4) 
de  Ao,  on  trouve,  apres  reduction, 

(8)  K,^^    r  ^^l^l±^(^,^s-t-hstx^)dx; 

I  —s—  I  etant  positif,  il  en  est  de  meme  du  second  membre  et,  par  suite,  de  Ao- 
On  tire  ensuite  des  formules(5)  et  (8) 


2Ao-h3A,  =  ^(3-5-0  r    ^^ 


5        *^**^  > 


le  second  membre  de  cette  equation  etant  essentiellement  positif,  il  en  est  de 
meme  de  2A,+  3A,.  Si  Ton  ecrit  ainsi  les  expressions  (3)  et  (6)  dc  -r-  et  -s- > 


_=_A,(i-|/^-i(2A.  +  3A.). 

^r.-A.(.-|*)-|(QA.  +  3A,). 


lOO  CIIAPITKE    VII. 

on  voit  qu'elles  sont  negatives,  parce  que  les  quantites  Ap,  2A„  ■+-  SA^,  *  —  3  ^. 

I  —  ^  /,  5  et  /  sont  positives ;  F  est  done  une  fonction  decroissante  de  s  et  de  t. 

Cela  pose,  /  ayant  une  valeur  determinee  enlre  o  et  i,  calculons  les  valeurs 
de  F  quand  on  y  remplace  s  par  o,  puis  par  i  ;  nous  trouverons 

/•*              :rdx                                              r*              xdx 
-    -      Y .         el         -I  I -,; 

le  premier  de  ces  resultats  est  positif,  le  second  negatif.  Lors  done  que  Ton  fait 

croitre^  de  o  a  i,  F passe  du  positif  au  negatif,  et,  comme  on  a  toujours  ^  <  o, 

il  en  resulte  qu'il  y  a  entre  o  et  i  une  valeur  de  5  et  une  seule  qui  annule  F. 
Done  I'equation  {a)  admet  toujours  une  racine  s  comprise  entre  o  et  i,  et  rien 
qu'une.  Considerons  dans  cette  equation  s  comme  une  fonction  de  t;  nous 
aurons 

dV  lis  dv 

Y,  sora  done  negatif,  puisque   v-  et  -y  out  tous  les  deux  le  signe  moins;  ainsi, 

quand  on  fera  croitre  /  de  o  a  1,5  decroitra  constamment;  or,  pour  /  =  o,  5  =  i , 
et  pour  /  =  i.  s  =  o,  comme  on  s'en  assure  par  la  substitution  directe  dans 
Tequation  («).  Done,  /  croissant  de  o  a  1 ,  5  decroitra  constamment  de  i  a  o.  II 
arrivera  done  un  moment  oil  Ton  aura  j  =  /;  soit  t  la  valeur  commune  de  ces 
quantites.  On  pourra  dresser  le  Tableau  suivant : 

La  valeur  de  t  s'obliendra  d'ailleurs  en  faisant  5  =  /  =  t  dans  Tequation  (a), 
qui  deviendra 

,    /**  xdx  ,    /-  x^dx 

J,        (I-+-X)VH-TX)^  J^        (I-+-X)*(l-^T^)' 


(ID 


56.  Considerons  maintenant  Tequation  (A),  et  posons 

X  dx 


sx)[^\  -i-  /x)A' 


5etant  considere  comme  une  fonction  de  /  definie  par  Tequation  (a),  U  devien 
dra  une  fonction  de  /,  et  Ton  aura 


r/U      dV      dV  iis 

dt         tU  "*"  Os   dt 
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ou  bien,  a  cause  de  la  relation  (9), 

('^^  ds  di  ~  ds  dt'     dt  ~ds  ' 

Or  on  lire  de  (i'j) 


3U  /  ^\^-\^^)dx 

J        (.4-x)'(.+5x)«(n-/x)« 


dU 


=./"^'i^[.-(.-r»-;H''- 


*       .. 


Posons 


0 


et  il  viendra 

(i6) 

ds 

On  aura  dc  nieme 

('7) 

B.H-B.^t-^*)]. 


=  .[B.  +  B.(.-i/)]. 

La  formule  (i3)  donnera  ensuite,  en  ayant  egard  aux  relations  (3),  (6),  (i6) 
et(i7), 

~TsTt  =*(A.-H  A,0  [b.-hB,  (*-  i  f)j  _/(A.  +  A,i)  [b„h-B,  ('-  ^*)  j 

ou,  en  reduisant, 

if    ^1 T  I*  'J  T 

—  -3-  -^  =(*— 0    AoBo-+-AoBi(5-+-0  4-  7  AjBj^n, 


ou  encore 


(i8)       -^^:=(5-o|AoBo-hAoB,[5-^(i-^)/]+  iB,(2Ao-f-3A,)^/ 

L'expression  (i5)  de  B<  est  essentiellement  positive,  etsi.de  rexpression(i4) 
deBo,  on  retranche  le  7  de  Tequation  (7),  on  Irouve  3Bo  =  Ao;  done  B©  est 
essentiellement  positif.  Cela  pose,  on  voit  que  le  multiplicateur  de  j  —  /  dans 
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le  second  membre  de  la  formule  (i8)  est  positif;  car  il  en  est  ainsi  des  qiian- 

ds 


tites  AoB^.  AoB^,  5-f-(r  — 5)/,  B,,  2Ao4-3A,,5/;  d'ailleurs,  —-.- est  positif. 


JIT 

Done  -^  a  le  meme  signe  que  s  —  t;  d'apres  le  Tableau  (10),  s  —  i  est  positif 

pour  /  <  T,  et  negatif  pour  /  >  t.  Done  U  atteint  son  maximum  pour  /  =  t.  Soit 
U^  ce  maximum;  la  formule  (12)  montre  que  U  s'annule  pour  t  =  o,  et  pour 
/  =  I ;  dans  ces  limites  U  est  maximum  et  egal  a  U,  pour  /  =  t.  Si  done  on  a 


2 


— jT-  >  U,,  Tequation  (b)  est  impossible.  Si  Ton  a,  au  contraire 


I'equation  (h)  sera  verifiee  par  deux  valeurs  de  /,  Tune  /'<  t,  Tautre  r>T. 
Soient  5'  et  s"  les  valeurs  correspondantes  de  s;  les  equations  (a)  et  (h)  etant 
symetriques  par  rapport  a  5  et  /,  si  5  =  5',  /  =  t'  constitue  une  solution,  s  =  t\ 
/  =  ^  en  constituera  une  autre.  On  aura  done  5"  —  /',  r=  s\  et  il  n'y  aura  en 
somme  qu'un  ellipsoide  a  trois  axes  inegaux  repondant  a  la  question.  Dans 

le  cas  de  — t  =  U,,  on  a  jt'  —  /'  =  t;  rellipsoide  de  Jacobi  est  de  revolution. 

2  7:fp  7  r 

Remarque.  —  M.  Radau  a  apporte  aux  calculs  precedents  une  simplification 
notable.  II  introduit  les  fonctions  symetriques  p  =  s  -^  t,  q  =  st^  r=  (s  —  ty, 
el  observe  que  dp,  dq,  dr,  rfU,  s'annulent  pour  *  =  t,  parcc  que  I'equation  F  —  o 
donne  alors  rf^  -4-  rf/  =  o ;  r  est  minimum  pour  s  =  i.  Ensuite 

Posons 

■^=1  -^'    ^^1  -^'    "'=i  — i^''"' 


0  *^o 


A,  B,  B^  seront  des  quantites  positives,  et  nous  aurons 

par  suite  ^  <  i  et  A©  >  o.  En  prenant  pour  variables  q,  r  et  tenant  compte  de 
la  relation  (7),  qui  pent  s'ecrire 

Ao-h-r-=:0, 

dp 

on  trouve  d'abord 

—  2pdF:^A^dr-\-{3—p)Bdq=zo, 
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d'oii  dq<^Oj  puisque  rfr>o  a  partir  de  r=o.  Pour  une  valeur  donnee  de  r, 
l*equation  F=  o  a  une  racine  et  une  seule,  entre  y  =  o  et/>=  i.  En  faisant 

encore  \  =^  p^q  *  U,  on  Irouve 


—  !^pea}  —  3Bi  (<7  ^r  —  r  dq)  —  B/?  dq, 
q^dV^Ao(qdr-^rdq)-^{!^k-^B)(^^^-±~^dqy 

done  rfU<o,  rfV>o,  puisque  dq<C.o  et  6^r>odepuis  r=o.  U  et  5^  sont 
maximum  et  V  minimum  pour  r=  o.  Nous  verrons  plus  loin  (n**58)  la  signi- 
fication de  V. 

57.  Calcul  numSrique  de  t  et  de  Ui.  —  Ces  quantites  sont  donnees  par  les 
equations  (a)  et  (A)  quand  on  y  fait  .y  =  /  =  t;  mais  il  est  preferable  de  remon- 

ter  aux  equations  (i)  et  (2),  qui  donnent  alors  X*  =  X-  =  -  —  i , 

Les  coefficients  de  d^  dans  ces  deux  formules  etant  des  fractions  rationnelles, 
on  pourrait  les  decomposer  en  fractions  simples  et  effectuer  les  integrations 
par  la  methode  connue.  Toutefois  on  arrivera  plus  rapidement  au  but  en  proce- 
dant  comme  il  suit :  en  representantpar$le  premier  membredeTequation  (20), 
on  verifie  aisement  Tidentite 


^      -irixi    •  Comme  on 
a  aussi  $  =  o,  il  vient 

i-f-3>.'      _  r'    r^     _  /— arctang}. 

D'autre  part,  TeHipsoide  de  Jacobi  etant  actuellement  de  revolution,  on  peut 
appliquer  la  formule  (a)  du  n^  46,  ce  qui  donne 

A 
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De  ces  deux  relations,  on  tire 


3A*-hi.U*-h3 


Le  premier  membre  de  Tequation  (22),  qui  s'annule  pour  X  =  o,  a  pour  deri- 
vee  par  rapport  a  X 

iG }}  (I-  —j)  ( 3 >.*^  I ) _  . 
( I  -h  X* )  (3 >TT  I  /,  X^'-^"3T* ' 

il  est  done  negatif  et  decroissanl  quand  X  varie  de  o  a  i,  et  croit  ensuite  sans 

cesse  jusqu'a  la  valeur  -+--  qu'il  atteint  pour  X==x).  Done  I'equation  admet 

une  racine  positive  et  uno  seule,  laquelle  est  plus  grande  quo  i .  On  trouve  aise- 
nient  pour  cette  racine 

7  ^r:  I  ,  39.5  .  .  .  ,  d'oU  7  "       r-^    =  O ,  SSqG  .  .  .  , 

et,  en  portant  cette  valeur  de  X  dans  la  formulo  (23),  il  vient 

Ui  =  o,  187  09. . . . 

On  peut  maintenant  resumer  les  resultats  de  la  discussion  relative  aux  ellip- 
soides  de  revolution  et  aux  ellipsoides  de  Jacobi  : 


w* 


2  Trip 


w« 


>  0,22467,     aucun  ellipsoYde  de  revolution  ou  non, 


o,  187 00  <  — jr-  <  0,22467,     deux  ellipsoides  de  revolution, 
'    ^       27rip 


0)' 


- — —  <  0,187 09,     deux  ellipsoides  de  revolulion,  et  un  cUipsol'dc  a  trois 
^  axes  in^gaux. 

Remarque.  —  Si  Ton  fait  (0  =  0,  I'equation  (A)  donne  si  =  o  :  Tune  ou 
I'autre  des  quantites  s  eit  est  nulle ;  supposons  que  ce  soit  t.  Lorsque  w,  au  lieu 
d'etre  nul,  sera  seulement  tres  petit,  /  sera  voisin  de  o  et  5  de  r.  Les  formules 

b=  ^zj  c  =  -=  montrent  que  -  differera  pen  de  i,  tandisque  -  sera  tres^rand. 
On  a,  d'ailleurs. 


„      4        /        4       ^' 


d'oii 


1 


\4r.p/  \^'?/  \47:p/ 
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quand  /  tend  vers  zero,  il  en  est  de  meme  de  a  et  de  b^  tandis  que  c  croit  inde- 
iiniment.  La  figure  ellipsoidalc  a  trois  axes  inegaux  aiTecte  done  alors  la  forme 
d'une  aiguille  tres  minee»  tres  longue  et  a  peu  pres  ronde,  qui  tourne  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  a  sa  direction.  On  a  vu  (n**  47)  que,  dans  les  inemes 
conditions,  les  deux  ellipsoides  de  Maclaurin  se  reduisent.  Tun  presque  a  une 
sphere,  Tautre  a  un  disque  elliptique  tres  mince. 

58.  Discussion  relative  au  moment  de  rotation.  —  Prenons  main  tenant, 
comme  veritable  donnee  initiale,  le  moment  [x  du  couple  resultant  des  quantites 
de  mouvement;  c'est  ce  que  nous  avons  fait  deja  pour  les  ellipsoides  de  revo- 
lution. Gette  seconde  partie  de  la  discussion  est  due  a  Liouville.  Puisque  le 
moment  (jl  se  conserve,  nous  aurons,  au  moment  ou  la  masse  aiTecte  la  forme 
d'un  ellipso'idc  a  trois  axes  inegaux,  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour 
de  Taxe  ia, 

u  ^  ci>M  — ^ — : 

d'oii,  en  ayant  egard  aux  expressions  (24)  de  A  et  c, 


^_23/x«/47^y    (sty 


L'equation  (A)  va  pouvoir  s'ecrire 
en  faisant,  pour  abreger, 

{sty 

U  continuant  a  avoir  la  signification  precedemment  indiquee. 

Le  probleme  depend  done  de  la  resolution  des  deux  equations  (a)  et  (6'),  dans 
lesquelles  les  inconnues  sont  s  et  /.  On  a  vu  que  Tequation  (a)  determine  tou- 
jours  une  valeur  de  s,  et  une  seule,  en  fonction  de  ^;  V  peut  done  etre  consi- 
dere  comme  une  fonction  de  t.  On  trouve  aisement,  en  partant  de  Texpres- 
sion  (26)  de  V, 

dt  I     \dt  ds    dt)         3  U  Ut 


(Sty   ^ '  (St) 

T.  -  IL 


i4 
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d'oii,  en  remplacant  -j-  par  sa  valeur  (9), 
dF  dV      is~ht)UdF[dU        2.9- 


Ids  "^"  35(5  i-/)    J       ds  Idt  "^  3/(5-^0     \y 


ds  dt  /   ,xi    \  dt  \  ds 

{sty  '      L 

\'v^         Af^  JIT 

On  pent  mettre  pour  ^»  -j->  U,  -r-  leurs  valeurs  (3),  (6),  (12),  (i4)»  et 

pour  -^  Texpression  analogue;  apres  des  calculs  qui  n'onl  rien  de  difficile,  on 
trouve 

oil  Ton  a  pose,  pour  abreger, 

1.0-  ^Ao-l-^-^^A,, 

Gi=^  (5-f-OAo-+-  ^stA^, 


ee  qui  pent  s'ecrire  encore 


(28)  {    C,=:i(5  4-0(Ao-hCo), 

C,  =5n  Co-+-  -  Aoj. 
Or  on  a 

5-1-  ^<  I,         [s-^-  iy<s-hi,         s  -{-  t  —  ^st>{s—  t)->o; 

les  formules  (28)  donnent  done  successivement 

Co>o,        Ci>o,        Cj>o, 

apres  quoi  la  relation  (27)  montre  que  -^  a  le  signe  de  t  -—  s. 
On  en  tire  aisement,  en  se  reportant  au  Tableau  (10),  que  Ton  a 

Pour  ^  <  r,         "^  <  ^' 

dV 
Pour  ^  ~  T,         —  =  o, 

dV 
Pour  /  >  r,  -rr  >  o. 
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Or,  d'apres  (26),  on  a  : 

P0Ur^^:^O,  .Vrrri,  V  = -|-  OC, 

P0Ur^:=:l,  S^rzO,  V  —  4- 00. 

Done,  /  croissant  de  o  a  i,  V  decroit  de  -f-  oc  a  un  minimum  V^  attaint  pour 
/  =  7,  pour  croitre  ensuite  de  V,  a  4-  oc.  On  est  arrive  plus  rapidement  a  la 
meme  conclusion  dans  la  Remarque  placee  a  la  fin  du  n°  56. 

L'equation  (&')  sera  done  impossible  si  Ton  a  k  >  V^ ;  dans  le  eas  de 

(29)  A"<V,, 

il  y  aura  deux  solutions  qui,  a  cause  de  la  symetrie  des  equations,  repondent  a 
un  seul  et  meme  ellipsoide  a  trois  axes  inegaux. 

II  reste  a  calculer  la  valeur  numerique  de  V, ;  or  la  relation  (26)  donnc 

et,  si  Ton  remplace  t  et  U«  par  leurs  valeurs  trouvees  plus  haut,  il  vient 

V,n=  0,3643.  .  .  . 

Rapprochons  la  discussion  actuelle  de  la  discussion  correspondante  faite  pour 
les  ellipsoides  de  revolution,  et  nous  pouvons  formuler  la  conclusion  suivante  : 

Si  la  valeur  numerique  de  la  quantite  k  definie  par  la  relation  (25)  est  supe- 
rieure  a  0,3643...,  il  existe  un  seul  ellipsoide  comme  figure  d'equilibre,  et  il 
est  de  revolution.  Si  Ton  a,  au  contraire,  ^<o,3643...,  il  existe  deux  figures 
ellipsoidales  pour  Tequilibre  :  Tune  est  de  revolution,  Tautre  a  ses  trois  axes 
inegaux. 

59.  Le  cylindre  elliptique  homog^ne  et  indSfini,  comme  figure  d'Squi- 
libre.  —  Nous  supposerons  que  la  matiere  contenue  dansle  cylindre  soitanimee 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  I'axe  du  cylindre  qui  sera  pris 
pour  axe  des  z.  Les  axes  des  x  et  des  j  entraines  dans  le  mouvement  de  rotation 
seront  les  axes  de  la  section  droite  qui  aura  pour  equation 

-  j   4    f^  —  I  =  o. 

D'apres  les  formules  du  n°  29,  les  composantes  X,  Y,  Z  de  Tattraction 
exercee  par  le  cylindre  sur  un  point  a:,  y,  o  de  sa  surface  ont  pour  expression 

\^^—  ^r.fpa: 1,  Y— —  47rfpy r'  Z=o. 
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On  doit  avoir  en  tons  les  points  de  la  surface 

(X-h  a^  x)  dx  -h  {Y  -{-  (Mi^y)  dy  =  o, 

ou  bien 
On  a  aussi 

X dx       V dy 

et  il  en  resulte 
d'oii 


(a-H  ^>)' 


a-b  _     /,_J^ 


Cette  equation  determinera  toujours  pour  -  une  valeur  admissible,  si  Ton  a 


a 


0)'<7rfp. 

Si  cette  inegalite  n'etait  pas  verifiee,  Tequilibre  relatif  du  cylindre  serait  im- 
possible. 

60.  ThSor^me  de  M.  PoincarS.  —  Avec  un  cylindre  elliptique  indefini, 
I'equilibre  n'est  possible  que  si  la  quantite  -^  est  inferieure  a  -;  avec  des 

ellipso'ides,  -^  doit  etre  inferieur  a  0,22467....  M.  Poincare  a  reussi  a  prou- 

ver  (^)  d'une  maniere  generale  que  Cequilibre  relatif  est  impossible  avec  une 

figure  quelconqucy  si  t'on  a  — p  >  i;  ou,  du  moins,  il  a  fail  voir  que  dans  ce  cas 

la  resultante  des  forces,  supposee  etre  partout  normale  a  la  surface  du  fluide, 
serait  en  certains  points  dirigee,  non  pas  vers  Tinterieur,  mais  vers  Texterieur 
de  la  surface,  de  sorte  que  le  fluide  y  serait  projete  en  dehors,  a  moins  qu'une 
pression  normale  exterieure  suffisante  ne  s'opposat  a  ce  mouvement. 
L'equation  (i4)  du  n**  23,  qui  decoule  du  theoreme  de  Green,  donne 


(*)  Bulletin  avtronomtque,  I.  U,  p.  117. 
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Nous  appliquerons  cette  equation  a  une  masse  fluide  homogene  en  equilibre 
relatif,  tournant  avec  la  vitesse  angulaireconstante  o)  autour  de  Taxe  Ox,  et  sou- 
mise  a  rattraction  mutuelle  de  ses  molecules;  il  pent  y  avoir  aussi  des  attrac- 
tions provenant  de  centres  exterieurs  a  la  surface,  mobiles  avec  elle,  de  maniere 
a  conserver  les  memes  positions  relatives  vis-a  vis  des  divers  points  de  la  masse 
fluide.  Nous  representerons  par  W  le  potentiel  en  un  point  quelconque  x,y,  z 
de  la  masse;  ce  potentiel  proviendra  des  attractions  de  toutes  les  molecules  de 
la  masse,  et  de  celles  des  centres  dont  nous  avons  parle.  Nous  ferons 


0J« 


les  composantes  de  la  pesanteur  en  un  point  quelconque  de  la  surface  du  fluide 
seront  j->  ^>  ^>  et  la  composante  suivant  la  normale  interieure  aura  pour 

expression  -r^-  Nous  appliquerons  I'equation  (3o)  en  etendant  Tintegrale  triple 

a  tout  le  volume  de  la  masse  fluide,  et  I'integralc  double  a  toute  sa  surface; 
nous  aurons 

,5  ,       d^u      d^u      dUi      -/(?*W      <^*W      ()«W\  .         ,    r 

(^*)       IJT^-^ly^-^-d^  ^\-d^  -^Hf^  _  j  -^.c.'  =  -47rfp  +  .0)% 

parce  qu'en  tons  les  points  de  la  masse  la  somme  des  derivees  secondes  est 
nuUe  pour  la  partie  du  potentiel  qui  provient  des  centres  exterieurs,  et  egale  a 
—  ({TZf  pour  I'autre  partie  qui  provient  des  attractions  mutuelles.  Les  for- 
mules  (3o)  et  (3i)  nous  donnent  ensuite 

(w*— 27rfp)  /flfi'  =  — y  ^  dij, 
ou,  en  representant  la  masse  du  fluide  par  M, 

(32)  ^(c.«_27rfp)— J^./c7. 

Cette  equation  montre  que,  si  Ton  a  a)^>  2irfp,  I'integrale  I  -^  da  etendue 

a  toute  la  surface  du  fluide  doit  etre  negative.  Done  ^-  est  forcement  negatif 

en  certains  points  de  cette  surface,  et  la  resultante  des  forces,  c'est-a-dire  la 
pesanteur,  s'y  trouve  dirigee  non  pas  vers  I'inlerieur,  mais  vers  Texterieur. 
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CHAPITRE  VIII. 

FIGURE  D'l^QUILIBRE  DUNE  MASSE  FLUIDE  SOUMISE  A  L  ATTRACTION 

DUN  POINT  ELOIGNfi. 


61.  Nous  considerons  une  masse  fluide  homogenc,  animee  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  de  direction  fixe  Ox,  passant  par  son 
centre  de  gravite  0,  dont  toutes  les  molecules  s'attirent  mutuellement  suivant 
la  loi  de  Newton,  et  sont  soumises,  en  outre,  a  Tattraction  d'un  centre  eloigne  C, 
situe  dans  le  plan  de  Tequateur;  nous  supposerons  que,  en  vertu  de  cette  der- 
niere  force,  le  point  0  decrit  un  cercle  ayant  son  centre  en  C  et  que  la  duree  de 
la  revolution  est  egale  a  celle  de  la  rotation  de  la  masse  fluide  autour  de  Ox. 

Soient  x,  y,  z  (Jig-  8)  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  M  de  la  masse, 
rapportees  a  Taxe  0^,  et  a  deux  axes  mobiles  Oy  et  Oz  entraines  avec  la  masse 

Fig.  8. 


dans  son  mouvement  de  rotation.  Par  hypothese,  la  droite  OC  conservera  une 
position  invariable  relativement  a  la  masse  fluide;  nous  pourrons  done  prendre 
cette  droite  pour  axe  des  y.  Nous  ferons  OC  =  /,  et  nous  designerons  par  M'  la 
masse  du  point  C.  Les  forces  physiques  qui  agissent  sur  Tunite  de  masse  placee 
en  M  sont : 

L'attraction  de  la  masse  fluide,  dont  nous  representerons  les  composantes  par 
X,Y,  Z; 
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L'attraction  MA  exercee  par  le  point  C,  et  dont  Ics  composantes  seront  X , ,  Y^ ,  Z, . 

On  ne  pourra  appliquer  les  equations  ordinaires  de  Tequilibre,  comme  si  les 
axes  etaient  fixes,  qu'autant  qu'on  adjoindra  aux  deux  forces  qui  agissent  reel- 
lement  sur  le  point  M  une  force  Active  egale  et  contraire  a  celle  qui  produirait 
le  mouvement  A' entrainement  du  point  M.  Or  ce  mouvement  resulte  de  deux 
autres,  le  mouvement  orbital  du  point  0  autour  du  point  C,  dont  Tacceleration 

estdirigee  constamment  suivant  Oj,  et  le  mouvement  de  rotation  autour deOa?, 
auquel  correspond  Tacceleration  centripete.  On  devra  done  adjoindrefinalement 
aux  forces  qui  agissent  reellement  sur  Funite  de  masse  placee  en  M  une  force 
MB' =  —  ¥3,  parallele  a  Oj  et  de  sens  contraire  a  OB,  et  la  force  centrifuge 
dont  les  composantes  sont  o,  (o^j,  (o^z,  en  representant  par  (o  la  vitesse  angu- 
lairede  rotation.  On  aura  ainsi,pourrequilibre  de  la  surface  du  fluide,  I'equation 

( 1)  (X  -+-  X, )  ^^  -h  ( Y  4-  Yi  —  Y,  -h  0)*/)  ^7  -^  (^  -^-  ^1  -^-  «*-)  dz  ^  o. 
Soit  u  la  distance  MC;  on  aura 

c)i  c)i  dl 

X,:=fM'-3^,  Yr^fM'V-''  Z,::i:fM'-^, 

ax  ay  oz 

L'equation  (i)  pourra  ainsi  s'ecrire 

(2)  X^x-+-(Y-Mu*j)r/K-+-(Z-hGj-3)^:;  -HfM'^ ^  dy  z^  o. 


Or  on  a 


W*=:(/  — j)>-ha;»-+-5*, 


U  l\  I 


1 


y        »r*  -h  /*  4-  -3*  \    * 


On  peut  developper  cette  expression  suivant  les  puissances  ascendantes  de 

-jy  jy  j9  qui  sont  de  petites  fractions,  puisqu'on  suppose  que  la  distance  /  du 

centre  C  au  point  0  est  tres  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  la  masse 
fluide;  on  trouve,  en  negligeant  les  cubes  de  ces  pelites  fractions, 

1        dv       iy  dy       x  dx  -\-  zdz  -  ■ 
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et  Tequation  (2)  devient 

fM' 

On  va  chercher  a  voir  si  la  masse  peut  prendre  dans  Tequilibre  la  figure  d'un 
ellipsoide  dont  les  axes  seraient  diriges  suivant  Ox,  0/,  Oz.  On  a,  dans  cette 
hypothese,  par  les  formules  du  n**  26, 

X=:-Pa7,         Y  =  -Qj,         Z  =  -Rz; 

il  en  resulte  done 

(3)  (  P  -+-  —  \xdx  4-  (  Q  —  0)^ fi-)y^y  -h  (  R  -  w«  4-  -^Udz  —  o. 


L'equation  de  Tellipsoide, 


a*        6*        c 

donne 


^'  dx        Y  dy       zdz 


a' 


et,  en  comparant  avec  la  formule  (3),  il  vient 


aM  P-+- 


M'\     ,,/r.      2    2fM'\      ,/-,      ,    fjvr\ 


Dans  le  mouvement  circulaire  et  uniforme  du  point  0,  on  a 


d'ou 


ce  qui  donne 
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ou  bien,  en  faisani,  comme  precedemnient, 

(6)  \  \ 

Or  les  formules  (6)  du  n**  45  donnent,  quand  on  y  remplace  s  par  a^x. 


P  :  -arfp    I -T> 

Q--a7rfp5/     . ^^-r 


En  portant  ces  nouvelles  expressions  dans  les  formules  (7),  elles  deviennent 

H-5([5  — 4^-+-3--fx(/  — 5)]  /      -^—  —  0. 

Ces  deux  equations  donneront  les  valeurs  des  inconnues  s  et  /.  M.  Roche  a 
public,  dans  les  Memoires  de  I'Academic  de  Montpcllier  pour  1849,  les  resultats 
de  la  discussion,  qui  est  analogue  a  celle  que  Ton  a  faite  dans  Ic  Ghapitre  VII, 
bien  qu'un  peu  plus  compliquee. 

62.  Le  probleme  precedent  se  trouve  a  tres  peu  pres  realise  par  la  Terre  et  la 
Lune;  dans  son  mouvement  apparent  autour  de  la  Lune,  la  Terre  a  une  vitesse 
angulaire  moyenne  egale  a  la  vitesse  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  sun  axe; 
son  orbite  fait  un  angle  peu  considerable  avec  Teqaateur  de  la  Lune;  entin 
Texcentricite  de  I'orbite  est  assez  faible.  On  pourra  done  admettre,  au  nioins 
dans  une  premiere  approximation,  que  la  Terre  reste  constamment  en  C  sur  Taxc 
desj,  a  la  distance  /=  OC  du  centre  de  la  Lune. 

T.  —  II.  i5 
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Mais,  la  figure  de  la  Lune  differant  tres  peu  de  celle  d'une  sphere,  les  quan- 
tites  X  et  V  sont  petites,  et  il  vaut  mieux  faire  un  calcul  approche  au  lieu  d'une 
determination  rigoureuse.  Les  equations  (5)  donneront,  en  negligeant  [x, 

Nous  allons  porter  dans  ces  formules  les  expressions  de  P,  Q,  R, 

^      3fM    r'  C«^C 

3fM    /'-'  C«r/C 

3 i^j 


j^_3fM   r' c*^ 


Mais  il  faut  les  developper  suivant  les  puissances  de  X^  et  A'-;  or  on  a 

(i-hX'C')*(n-^"?*)* 
(i-t-X'C»)'(i+X'«C*)*  '^ 


(n-X«C»)»(i  +  X'«C*)* 


I 


i— -     --  -^^i--(>.'+3>.")C«  +  ...; 


d'oii 


a'*  \         10  10      / 

a'  \         10  10      / 


Les  formules  (10)  deviennent  ainsi,  en  remplagant  (o*  par  -^>  et  divisant 
fM 


par  ^,, 


M/*  10  10  '  \         M/'  10  10      / 

\  10  i  O       / 
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La  quantite  ^^-^  est  petite  ( i=i  environ  | ;  on  pent  negligerX*  '^.^  »  et  laisser 

\    -'  -5  1. 

aussi  de  cote  X*,  X*X'*  et  X" ;  les  equations  precedentes  donnent 


On  a,  d'ailleurs, 

^.       6* — a'        6  —  a  b -h  a  b  —  a     ^  ^ 

A'— r-    = ^:r 2 a  fort  peu  pres; 

a^  a  a  a 

il  en  resultera  done 

b  —  a        ^  M'a'  .,    ^ 

=  D   -- .,  -=0,0000075 

a  M/' 

}  ft  —  a  =:  4  (c  —  a). 
r  —  a       5  M'a'  , 

-^-  =  4  ST/'  =o.oooo°94 

Ainsi  I'equilibre  de  la  Lune,  supposee  fluide  et  homogene,  est  possible  avec 
un  ellipsoide  a  trois  axes  inegaux;  Taxe  de  rotation  est  le  plus  petit;  Taxe  dirige 
vers  la  Terre  est  le  plus  grand,  et  Taplatissement  de  la  section  xOy  tournee 
vers  la  Terre  est  quatre  fois  plus  grand  que  Taplatissement  de  la  section  per- 
pendiculaire  xOz. 
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CHAPITRE  IX. 


FIGURE  DE  L'ANNEAU  DE  SATURNE.  -  RECHERCHES  DE  LAPLACE. 

CALCULS  DE  MAXWELL. 


G3.  Figure  de  Tanneau  de  Satume.  Recherches  de  Laplace.  —  L'anncau 
de  Saturne  est  une  couronne  circulaire  d'une  tres  faible  epaisseur,  dont  le  centre 
coincide  avec  celui  de  la  planete.  Les  rayons  des  cercles  qui  limitent  I'anneau  sont 
egaux  respectivement  au  rayon  equatorial  de  Saturne  multiplie  par  1,48  et  2,23. 
Get  anneau  presente  un  vide  nomme  division  de  Cassini.  Entre  ce  vide  et  la 
limite  exterieure,  on  a  signale  aussi  la  division  d'Encke,  qui  n'est  pas  toujours 
visible.  Enfin,  dans  des  conditions  exceptionnelles,  certains  observateurs,  Bond 
en  particulier,  ont  apergu  un  grand  nombre  de  divisions  tres  fines.  II  est  done 
probable  que  Tanneau  de  Saturne  se  compose  d'une  multitude  d'anneaux  par- 
tiels,  que  Tirradiation  empeche  gerieralement  de  voir. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  chaque  anneau  partiel  est  fluide  et 
homogene,  ou  bien  solide  et  reconvert  d'une  mince  couche  fluide  en  equilibre 
sous  Taction  des  forces  auxquelles  elle  est  soumise,  et  que  la  distance  de  deux 
anneaux  partiels  est  assez  grande  par  rapport  a  leurs  dimensions  pour  que,  en 
raison  de  leurs  faibles  masses,  on  puisse  negliger  leurs  actions  mutuelles;  nous 
admettrons  que  cet  anneau  est  anime  d'unmouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour  d'un  axe  passant  par  son  centre,  et  perpendiculaire  a  sa  section  moyennc. 
Chacun  des  points  de  sa  surface  devra  done  etreen  equilibre  sous  Taction  : 

De  Tattraction  de  Saturne; 

De  Tattraction  de  Tanneau; 

Et  de  la  force  centrifuge. 

Laplace  admet  que  la  section  meridienne  de  Tanneau  est  une  petite  ellipse 
ayant  son  centre  en  C,  et  dont  les  demi-axes  CA  et  CB  seronl  representes  par  a 
et  b.  Soient  Ox  Taxe  de  rotation  parallele  a  CA,  et  passant  par  le  centre  0  de 
Saturne,  /  la  distance  OC,  1  =  0?  et  y)  =  PN  les  coordonnees  d'un  point  quel- 


FIGURE   DE    LANXEAU    DE    SATURNE.     —     RECHERCHES    DE    LAPLACE.  II7 

conque  N  de  la  surface  de  Tanneau,  a?  —  CQ  ety  =  QN.  On  aura 

Soient  X,  et  Y<  les  composantes  de  raltraclion  du  corps  de  Saturne  sur  le 

Fig.  9- 


J* ^.^N 

r /  __]^  \ 

0  B'V  \^      /b 


A' 


point  N,  Xa  et  Yg  les  composantes  de  Tattraction  de  l*anneau  sur  le  meme  point  N ; 
on  devra  avoir^  tout  le  long  de  relllpse,  section  meridienne,  Tequation 

(I)  (X,  4-  \^)dl  -I-  ( Yi  -+-  Y, 4-  co'yj)  df\  r=  o. 

On  pourra  negliger  Taplatissement  de  Saturne  et,  par  suite,  supposer  sa 
masse  iM  concentrec  en  0;  on  aura  done 

\,dl  \~\,df\.rzmd-^ 

r 

en  representant  par  r  la  distance  ON,  et 
d'oii 

Les  dimensions  transversales  de  Tanneau  sont  de  petites  fractions  de  /;  on 
pourra  done  developper  en  serie  I'expression  precedente  de  -?  et,  en  negligeant 

les  quantites  de  Tordre  de  (y  j  et  (-j  j  >  et,  a  foriiori i^.\  >  f  y  j  ?  on  trouvera 


1 

s 


{■») 


I 
/• 

I 

7 

y 

x^ 

r 

— 

dy       lydy 

X  dx 

\.t 

fYJ 

f\f 

/2J 

i'i^v- 

X  d.r 

Pour  calculer  Xjj  et  Y\,  Laplace  considere  /  comme  tres  grand  par  rapport  a  a 
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et  b,  et  il  remplace  I'attractJoii  Je  I'anneau  sur  le  poinlN  par  I'attraction  exercee 
sur  le  meme  point  par  un  cylindre  droit  indetini  dans  les  deux  sens,  ayant  pour 
base  Tellipse  AB,  et  pour  densite  constantc  la  densite  p  de  I'ahneau.  Quelques 
mots  d'explication  sont  necessaires,  et  meme  ii  convient  de  faire  une  ftgure. 
Representons  la  projection  sur  le  plan  de  i'equateur;  le  cjlindre  LML'M'  ayant 
pour  base  la  section  droile  BB'  est  tangent  a  I'anneau  en  B  et  en  B';  me- 


-J .-. 
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nons  des  plans  FF'  et  HH'  paralleles  k  cette  section  droite,  et  a  egale  distance  de 
part  et  d'autre,  cette  distance  etant  asscz  petite.  Les  plans  en  question  detacbe- 
ront  dans  I'anneau  des  parties  qui  ont  etc  marquees  par  des  bachures,  et  dont 
les  attractions  sur  les  divers  points  de  la  section  droite  difTereront  fort  peu,  en 
grandeur  eten  direction,  des  attractions  exerceespar  les  parties  correspond  antes 
B'BFF',  B'BHH'du  cylindre.  Laplace  neglige  done  I'atlraction  exercee  par  le 
reste  de  I'anneau,  attraction  qui  diminue  rapidemcnt  avec  la  distance;  cela 
sera  d'autant  plus  exact  que  BB'  sera  plus  petit  par  rapport  a  OK'.  En  meme 
temps,  il  ctend  le  cylindre  a  rinfini  de  part  et  d'autre,  pour  avoir  des  resultats 
plus  simples.  C'est,  en  somnie,  une  premiere  approximation  assez  grossiere, 
qui  sera  completee  plus  loin.  Quoi  qu'il  en  soil,  on  a  vu  au  n"  29  que  les  compo- 
santes  X,  et  Yj  de  I'attraction  de  ce  cylindre  sur  le  point  {x,  y)  de  sa  section 
droite  ont  pour  expressions 

on  aura  done,  en  remarquant  que  di  =  dx  H  dri  ^  dy. 

On  a,  du  reste, 

( .'i )  0)'  n  </yj  —  u'  ( /  4-  / )  rf/. 


\ 
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Grace  aux  formuIes(2),  (3)  et  (^i),  I'equation  (i)  devient 

.,     ,fM       ,     -        *     \      J         ffM  ,,  /',    ,.        a  2fM  A]    . 

On  a,  d'ailleurs. 


d'oii 


(6) 


4- 

6« 

», 

xdx 

i~ 

ydy 

0 

La  comparaison  des  equations  (5)  ct  (6)  donne 

Cette  relation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  j,  il  en  resulte 

t       CM 


ou  bicn 


,/M       ,  b     \        ,.(,  a  3M\ 


]V^   _  ab^b-a) 

4 7rp /*■  ""  { a  4-6)  {a}~^Vb^~)     , 


OU  encore 


^^  47rp^  ~    (M-+-i)(3a*-hi)  "  ^^ 

a 

Le  premier  membre  cle  Tequation  (8)  etant  positif,  ildoit  en  etre  de  memedu 
second;  ainsi,  on  doit  avoir 

I 
et  I'anneau  est  necessairement  aplati. 

U  s*annule  pour  u  --  i  et  pour /^~-  -hoc;  dans  ces  limites,  U  restc  toujours 

positif  eta,  par  consequent,  au  moins  un  maximum;  on  trouve^  d'ailleurs, 

du  "  (//-r  l)-(3w*-r  l)»  ' 

Tequation 

3 «*  —  6 //* -  -  4 w*  —  2 u  hi  -    o 
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n'a  que  deux  racines  positives,  l*une  plus  petite  que  i,  I'autreplus  grandeque  i ; 
cette  derniere  a  pour  valeur  2,094. . . ;  elle  correspond  a  un  maximum  du  second 
membre  de  I'equation  (8);  ce  maximum  est  o,o543.  Si  done  on  a 


M  ^, 

>  0,0043, 


^Tipl 


I'equation  (8)  n'aura  pas  de  racine  positive;  elle  en  aura  deux  dans  le  cas  de 

M 

(9)  ^^^  <o,o543; 

on  pourra  prendre  la  plus  grande  racine,  qui  est  superieure  a  2,:)94»  et  corres- 
pondra  a  un  anneau  plus  aplati,  afin  de  se  rapprocher  des  donnees  de  Tobserva- 
tion. 

Soient  po  la  densite  moyenne  de  Saturne,  R  son  rayon;  la  condition  (9)  don- 
nera 


(.0)  Fo^^-'Ht)'' 


on  trouvera  ainsi  : 

Pour  la  limile  inl^rieure  des  anneaux  brillanls.     /—  i  ,/|8R,         —  >  i  ,89, 

Po  " 

Pour  la  division  de  Cassini /=  i,94R,         f_  ^  0,84, 

po 

Pour  la  limile  exlerieure  des  anneaux  brillanls.     /  — 2,23R,         £•  >o,55. 

Po 

Ainsi  done,  pour  Tequilibre  d'un  anneau  elementaire  place  a  la  limite  inte- 
rieure  des  anneaux  brillanls,  sa  densite  devrait  etre  presque  le  double  de  celle 
de  Saturne;  a  la  limite  exterieure,  une  densite  egale  a  la  moiiie  de  celle  de  Sa- 
turne suffit  presque  a  assurer  I'equilibre. 

II  convientde  remarquer  la  formule  (7),  qui  montre  que  la  vitesse  de  rotation 
de  Tanneau  doit  etre  la  meme  que  celle  d'un  satellite  place  a  une  distance 
moyenne  du  centre  de  Saturne  egale  au  rayon  de  Tanneau. 

64.  La  densite  de  I'anneau  nous  est  inconnue;  il  est  neanmoins  peu  probable 
qu'elle  soit  aussi  considerable,  surtout  a  la  limite  interieure.  S'il  en  etait  ainsi, 
I'equilibre  d'un  anneau  fluide  serait  impossible  sous  la  forme  geometrique  con- 
sideree  par  Laplace. 

L'application  du  theoreme  de  M.  Poincare  (n^  60)  permet  d'enoncer  une  con- 
clusion plus  generale.  En  effet,  d'apres  ce  theoreme,  si  Tanneau  fluide  tourne 
tout  d'une  piece,  et  s'il  est  en  6quilibre,  on  doit  avoir,  quelle  que  soit  la  figure 
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d'equilibre, 

d*ou,  en  vertu  de  la  relation  (7), 


CO*  <  27rfp ; 


ou  bien,  en  introduisant  la  densite  moyenne  et  le  rayon  de  Saturne, 


Cela  donne  : 


Pour  la  limile  inl6rieure  des  anneaux  brillants. . .     p  >  —^ 

Pour  la  limite  exl^rieure  des  anneaux  brillanls. . .     p  >  -^ 

^      16,6 

de  telle  sorte  que,  s'll  etait  prouve  que  la  densite  de  Tanneau  est,  a  la  partie 

interieure  ou  a  la  partie  exterieure,  inferieure  817^  ou  a-|^>  cet  anneau  ne 

'^  4,9  16,6 

pourrait  rester  en  equilibre  sous  aucune  figure.  II  devrait  forcement  se  diviser 

en  fragments  se  mouvant  autour  de  Saturne,  independamment  les  uns  des 

autres.  On  se  trouveraitainsi  amene  a  une  hypothese  emise  par  Cassini  en  1715 

et  reprise  par  Maxwell  en  i856,  d'apres  laquelle  les  anneaux  de  Saturne  seraient 

formes  d'une  multitude  de  satellites  tres  rapproches,  circulant  autour  de  la  pla- 

nete.  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  un  Ghapitre  special. 

65.  Laplace  a  fait  la  remarque  que,  si  Tanneau  de  Saturne  avait  la  regularity 
supposee  au  n^63,  son  equilibre  seraitessentiellement  instable;  il  serait  trouble 
par  la  force  la  plus  legere,  Tattraction  d'un  satellite  par  exemple,  de  sorte  que 
I'anneau  finirait  par  se  precipiter  sur  la  surface  de  Saturne.  Pour  le  montrer, 

Fig.  II. 


imaginons  (fig.  1 1 )  que  Tanneau  soit  simplement  une  ligne  circulaire  homo- 
gene  CD,  et  que  le  centre  S  de  Saturne  soit  dans  le  plan  du  cercle,  a  une  cer- 

T.  -  II.  '6 
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taine  distance  de  son  centre  0.  Menons  la  corde  AB  perpendiculaire  sur  OS,  et 
traQons  deux  droites  infiniment  voisines  par  Ic  point  S,  qui  decouperont  sur  la 
circonference  les  arcs  MM'  et  NN'.  Les  attractions  de  Saturne  sur  ces  petits  arcs 
seront  entre  elles  dans  le  rapport 

MM'  .  NN'  _  SN 

~  SM* 


SM       SN 

L'attraction  de  Saturne  est  done  plus  grande  sur  MM'  que  sur  NN';  si  Ton 
prend  les  composantes  de  ces  deux  attractions  suivant  la  droite  OS,  la  pre- 
miere sera  plus  grande  que  la  seconde.  Or  on  pent  transporter  ces  forces  au 
point  0;  la  premiere  tendra  a  eloigner  0  de  S,  la  seconde  tendra  a  Ten  rappro- 
cher.  On  pourra  en  dire  autant  pour  tons  les  arcs,  tels  que  MM'  etNN',  dans  les- 
quels  on  pent  decomposer  la  circonference,  et  Ton  voit  que  la  resultante  gene- 
rale  des  attractions  de  Saturne  sur  tons  les  points  de  Tanneau  tendra  a  eloigner 
le  point  0  du  centre  de  Saturne.  Les  choses  se  passent  comme  si  le  centre  de 
Saturne  repoussait  celui  de  Tanneau;  Tanneau  finirait  par  se  precipiter  sur  la 
planete. 

Laplace  en  conclut  que,  puisque  les  anneaux  se  maintiennent,  ils  doivent 
avoir  une  forme  un  peu  irreguliere.  Herschel  avait  deja  constate  certaines  ine- 
galites  dans  les  figures  des  anneaux;  d'apres  Laplace,  la  stabilite  pouvait  etre 
determinee  par  les  irregularites  en  question. 

Maxwell  a  etudie  la  chose  de  pres,  par  le  calcul,  et  le  resultat  auquel  il  est 
arrive  est  contraire  aux  previsions  de  Laplace. 

66.  Calculs  de  Maxwell  sur  le  mouvement  d'un  anneau  rigide  autour 
de  Saturne.  —  Nous  supposerons  (y?g-.  12)  cet  anneau  symetrique  par  rapport 


a  un  plan  passant  par  le  centre  de  gravite  S  de  Saturne,  et  que  nous  prendrons 
pour  plan  de  la  figure.  Soient  C  le  centre  de  gravite  de  Tanneau,  M'  sa  masse, 
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M  celle  de  Saturne,  G  le  centre  de  gravite  de  Tensemble.  Les  trois  points  S,  G, 
C  seront  toujours  en  ligne  droite,  et,  si  I'on  represente  par  r  la  distance  SC,  on 
aura 

M'  M 

M  -+-  M'  M  -+-  M' 

Soient  BCB' une  droite  liee  invariablementa  Tanneau,  SX  une  direction  inva- 
riable, 

XSC=:0,        DCS  =  9,        d'oii        XDC==^  +  9. 

Cherchons  Texpression  de  la  force  vive  2T  de  Tensemble  de  la  plan^te  et  de 
Tanneau,  dans  le  mouvement  relatif  autour  du  point  G,  ce  mouvement  etant 
rapporte  a  deux  axes  rectangulaires  Gx,  Gj,  de  directions  invariables,  dont  le 
premier  est  parallele  a  SX.  Cette  force  vive  se  composera  de  trois  parties  : 

Celle  de  la  masse  M,  laquelle  est 


celle  de  la  masse  M'  supposee  concentree  en  C,  laquelle  est 


enfin  la  force  vive  de  Tanneau  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  son  centre 
de  gravite  C;  ce  mouvement  consiste  en  une  rotation  autour  d'un  axe  mene  par 
le  point  C  perpendiculairement  au  plan  de  la  figure.  Si  Ton  represente  par  M'P 
le  moment  d'inertie  de  Tanneau  par  rapport  a  cet  axe,  la  force  vive  dont  il  s'agit 
est 

On  aura,  en  reunissant  les  trois  parties  ci-dessus, 


2  1  =z 


M-t-M 


^rl^^^'  ^;-^^^  ydi-^-di)' 


Designons  par  fMV  la  fonction  des  forces ;  clle  provient  des  actions  de  la  masse 
M  concentree  en  S  sur  les  divers  elements  de  I'anneau,  et  des  attractions  mu- 
tuelles  de  Tanneau ;  V  ne  depend  done  que  de  r  et  9,  quantites  qui  suffisent  a  de- 
terminer la  position  du  point  S  par  rapport  a  Tanneau;  ainsi  V  est  independant 
de  0,  et  les  equations  de  Lagrange  (t;oi> len°  3  de  Tlntroduction  du  tome  I)  don- 
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neront,  en  tenant  compte  de  I'expression  trouv6e  plus  haul  pour  T, 

MM'     d^r         MM'        dQ^      ^^,  dV 


ou  bien 


M  4-  M'  dt^       M  -+-  M'     dt^  dr 

dt^  d(f 

dl\U  +  w'    dt^^"  \dt^  dl)]-"' 


dt^  d<f 


On  n'aura  a  considerer,  dans  la  fonction  dcs  forces  fMV,  que  la  partie  qui  se 
rapporte  a  ratlraction  du  point  S  sur  les  divers  elements  de  Tanneau;  la  por- 
tion qui  provient  des  attractions  mutuelles  de  Tanneau  est  en  effet  constante, 
independante  de  ret  9;  V  se  trouvera  ainsi  representer  le  potentiel  de  I'anneau 
sur  le  point  S. 

67.  Cherchons  d'abord  les  conditions  sous  lesquelles  le  mouvement  pent 
avoir  lieu,  de  fagon  que  le  centre  de  Saturne  conserve  toujours  la  meme  position 
par  rapport  a  I'anneau.  On  devra  done  avoir 

r  r=  const.  —  To,        9  =  const.  =  9©; 
-r-  et  -T-  auront  aussi  des  valeurs  constautes  que  nous  representerons  par  (  gr ) 
et  K-)  •  Les  equations  (11)  donneront  alors 

M..-|=    rM(^), 

On  en  conclut 


^^const.^o),         a>»..-f>^j^(^_j^,  (^j^-o, 


de 

(12)  /  dt 


On  voit  que,  dans  le  mouvement  en  question,  le  rayon  SC  tournera  d'un  mou- 
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vement  uniforme  autour  du  point  S,  entrainant  avec  lui  Tanneau  rigide  dont 
chaque  point  restera  a  une  distance  constante  dc  S. 

Si  les  conditions  (12)  ne  sont  remplies  qu'a  peu  pres,  le  mouvement  reel 
s'ecartera  du  mouvement  simple  considere.  Les  ecarts  pourront  etre  periodiques 
et  Tester  toujours  tres  petits,  auquel  cas  le  mouvement  sera  stable  dynamique- 
ment.  II  pourra  arriver  au  contraire  que  le  derangement  aille  en  croissant  de 
plus  en  plus,  de  maniere  a  alterer  profondement  le  systeme. 

Nous  allons  etudier  les  conditions  de  stabilite.  Dans  le  mouvement  trouble, 
nous  supposerons 

(i3)  r— To-f-rj,        B-zoyt-^Oiy        9  —  904-?!. 

^o>  ^«  ?o  designant  des  constantes,  r^,  0,  et  ^ ,  des  fonctions  inconnues  de  /.  Le 
systeme  etant  suppose  ecarte  tres  peu  de  la  position  qui  repond  au  mouvement 
simple  considere  d'abord,  r,,  0,  ct  9,  commenceront  par  etre  de  petites  quan- 
tites  dont  nous  negligerons  les  carres  et  les  produits  de  deux  dimensions;  nous 

supposerons  aussi  que  -^>  dt  ^^  'dt  ^^^^  ^^  petites  quantites  de  meme  ordre 
que  Ti,  0|  et  (pi.  Nous  aurons  dans  ces  conditions 


^9 

ou  bien,  en  posant 


dr        \dr  Jo        *  \ 


(^).=^.      (m--.      m)r 


X 


et  ayant  egard  aux  relations  (12), 


Les  equations  (11)  donneront  ensuite 


j  H-f(M-f-M')(;)nr|-h«)^9J-o, 


('5)  /  M'  {^  -  coV,-  2a>/-o  ^)  -  f(M  -f-  M')  (41  r,  -^;)TL.9,)  =  o, 
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c*est  un  systeme  de  Irois  equations  lineaires  du  second  ordre,  a  coefficients  con- 
stants, pour  determiner  les  fonctions  inconnues  r,,  G|  et  9^. 

68.  Pour  les  integrer,  nous  supposerons,  conformement  a  la  methode  gene- 
rale, 

(16)  /•,  =  .l,E^',        0^=zM^,E'',        cpir=3E^S 

en  designant  par  x,  Db,  a,  v  des  constantes,  et  par  E  la  base  des  logarithmes  ne- 
periens.  Si  nous  substituons  ces  expressions  dans  les  equations  (c5),  nous  trou- 
verons,  apres  suppression  du  facteur  E^S 


ol.[2w/-ovM'-hf(MH-M');)R.]    4-    !«>/•; v«M'  -f-3f(M4-lVr)X-:o, 
(17)     I       A,[(v*  — w»)M'-f(M-rM')41]-2ift,wrovM'--Cf(M-hMO^rL  =  o, 


17)     I       A,[(v*  — 


L'elimination  de  X,  iib,  o  entre  ces  trois  equations  homogenes  donne  une 
equation  du  sixieme  degre  en  v,  dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  im- 
paires  sont  identiquement  nuls.  Gette  equation  est  done  de  la  forme 

(18)  v«(Av*-hBv«4-C)=o, 

oil  Ton  a  pose,  pour  abreger, 

(19)  )  B-^3M'»^«rJw«--fM'(M  +  M')<.it«rJ"fM'[(MH-M')A*'-+-MrJ]0b, 

(  C  =  M'[(M  +  M')A*-3MrJlf>%w«4-P(MH-M')[(MH-M')X''H-M/'J](4:X--0ri«). 

Nous  apercevons,  dans  I'equation  (18),  la  racine  double  v  =  o,  avec  laquelle 
il  faut  prendre,  comme  on  sait,  au  lieu  des  formules  (16), 

Si  Ton  substitue  ces  expressions  dans  les  equations  differentielles  (i5),  et 
qu'on  egale  a  zero  les  parties  constantes  et  les  coefficients  de  t,  on  trouve  des  re- 
lations d'oii  Ton  tire  aisement 

av    '.  z  Of  C/    r^:  O,  >5i/  izz  —  —  —   cAo^ 


vh  =^ (1  ^TYT 0)^ 

2  0)  To  \  M'  ^Z  ) 
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Les  expressions  precedentes  de  r^,  0^  et  9^  deviennent  ainsi 

_  .  _      ^^  « 

Tj  —  cHo,  9i  —  — 'SL       * 

(20)  I 

2  CO  To  \  M'  X  / 

Ces  formules  cdntiennenl  les  deux  constantes  arbitraires  <Ji,  et  wi. 
L'equation  (18)  donne  ensuite 

(21)  Av*4-Bv»-hC==o; 

soientvi,  V2=^  —  v^,  v,  etv4=  —  V3  les  racines  de  cettc  equation  bicarree,  x^, 
A>2y  *^i>3,  ci>4,  li^o  ...  les  valeurs  correspondantes  de  x,  d?),  g;  les  formules  (17) 
determinent  les  rapports 


et  I'on  aura  la  solution 


(22)  /    (?i   =  >.,xl.iE^'4-  >.,.\ojE^'-+-  XjXjE^'-l-  )l4c.l,4E^', 

(    9i=/Jlic,l,,E^'-f-/JL,a,i,iE^'4-fX3-A3E^'-f-/Jl4.l>4E^S 

qui  contient  les  quatre  constantes  arbitraires  x^,  ..1,2,  c.1,3,  X4.  En  ajoutant  res- 
pectivement  les  valeurs  (20)  et(22),  on  aura  des  expressions  de  r^,  G^  et  9^ 
contenant  six  constantes  arbitraires;  ce  sont  les  integrales  generales  des  equa- 
tions (i5).  II  n'y  aura  pas  a  se  preoccuper  de  x  et  de  oft)  qui,  si  Ton  se  reporte 
aux  formules  (i3)  et  (20),  ne  feront  que  modifier  les  constantes  Tq,  Oo,  9©  ^t  w- 
On  determinera  les  constantes  arbitraires  en  ecrivant  que,  pour  /  =  o,  r,  0, 9, 

li^  lii'  di  ^^^  ^^^  valeurs  donnees  supposees  tres  petites;  il  en  resultera,  pour 
c,i>i,  <.l»2,  Ji)3,  JI.4,  des  valeurs  tres  petites  aussi,  de  sorte  que  r,  0  et  9  resteront 

toujours  petits,  si  les  racines  V|  et  Vg  sont  de  la  forme  by—  i»  auquel  cas  les 
exponentielles  E^S  E^^',  E^',  E^'  se  changeront  en  des  sinus  ou  des  cosinus. 

Si  les  racines  ctaient  reelles,  on  aurait  des  exponentielles  croissant  au  delade 

toutes  limites.Enfin,  si  les  racines  etaientimaginaires  et  de  la  forme  a  h-  b  v  —  i, 
les  expressions  der,  0  et  9  comprendraient  des  termes  periodiques  dont  les  coef- 
ficients iraient  en  croissant  indefiniment. 

Done,  pour  que  les  valeurs  de  r,  0,  9  restent  toujours  tres  petites,  il  faut  que 
les  deux  valeurs  de  v*  tirees  de  Tequation  (21)  soient  reelles  et  negatives, 
c'est-a-dire  que  Ton  ait 

AB>o,        AC>o,        B«  — 4AC>o. 
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69.  Application  2t  un  anneau  circulaire  hStSrog&ne,  de  dimensions 
transversales  infiniment  petites.  —  Soient  {fig.  i3)  0  le  centre  dc  I'anneau, 
C  son  centre  de  gravite,  OC  =  A,  5  =  OB  le  rayon,  ^  Tangle  que  fait  avec  OC  un 


rayon  quelconque  ON,  p  la  densite  de  Tanneau  au  point  N.  Le  theoreme  de  Fou- 
rier permet  d'employer  pour  representer  p  en  fonction  de  4*  un  developpement 
de  la  forme 


(23)       p  =1 (  ao-t-2ai  cos^'-f-  2(3i  sinij^  H — ^  C0S24' 

2  71  a    V  O 


2P2.: 


Sin  2 


4^-f-...j, 


oil  a/  et  P/  designent  des  constantes.  L'element  de  masse  en  N  est  p^r/vp.  On 
devra  done  avoir 


et,  en  appliquant  le  theoreme  des  moments  par  rapport  a  OC  et  a  une  droite 
menee  par  le  point  0  perpendiculairement  sur  OC, 

f      5'pcos4'^4''- ^'^'»  /      5'psin4'fl?4'~-^- 

Si,  dans  les  trois  integrales  precedentes,  on  remplace  p  par  son  expres- 
sion (23)  et  qu'on  effectuc  les  integrations,  on  trouve 


«o  =1 


a,  =z  -,  flj  z^o. 

5  ^ 


Le  moment  d'inertie  de  Tanneau  par  rapport  a  un  axe  perpendiculaire  a  son 
plan  passant  par  le  point  0  est  evidemment  M'^-;  le  moment  relatif  a  un  axe 
parallele  au  precedent  mene  par  le  centre  de  gravite  C  aete  designe  parM'P. 
Un  theoreme  connu  donne  la  relation 

M'5«  =  M'/-«-f-M7j», 
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d'oii 
Cherchons  le  potentiel  V  de  Tanneau  sur  ic  point  S;  faisons 

Nous  aurons 

d'oii,  en  developpant  suivant  les  puissances  de  la  quantite  — >  que  nous  suppose- 
rons  petite,  et  negligeant  son  cube, 

I        I  r         r'  r'*        3/-'*  1 


On  a  ensuite 


-/ 


psa^f 


d'oii,  en  remplaQant  p  et  -r  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 


IWI'  / 


M'     r      [        r'        ,,,       ,,       ,'*       3r'«  ,,,       ,T 


X      I-h2 


Si  Ton  effectue  les  integrations,  il  vient 

M'  r  /•'  /'*  1 

V=i  —    i-f-ai  —  cos 4"' 4-  -7—^  (i  -ha, cos 2 4''-+-  PjSina^'')    . 

Soient  9  Tangle  SCD  et  r  la  distance  SC;  le  triangle  OSC  de  layf^.  i3  donne 
immediatement  les  relations 

r'cos4^'==/i  —  /cosy,        r'  sinij^'  =  /*sin9. 

Si  Ton  tire  de  la  les  valeurs  dc  r'cos^',  /'cosa^',  r^sina^'  et  r'S  pour  les 
porter  dans  Texpression  precedente  de  V,  elle  devient 


h  —  /•  COS 9       /i'  -h  /*'  —  2  hr  cos  9 


.  5  4^' 

(24) 


A*— 2Arcos9 -f- r*cos29       ^   2 /ir  sin 9 —  r*  sin 29"] 

■+-«« 4? +P* 4? J- 

Telle  est  I'expression  de  V,  fonction  de  r  et  de  9,  qui  doit  figurer  dans  les 
T.  —  II.  17 
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equations  (ii).  Nous  supposerons  qu'a  I'origine  le  centre  de  figure  de  I'an- 
neau  coincidait  avec  le  centre  de  Saturne,  ce  qui  entraine  les  relations  90  =  o. 
/"o  =  A;  nous  aurons  done 

(35)  9o=o,         /j  =  /-o  =  a,«,         /:'  =  5'(i  — aj). 

Nous  tirerons  cnsuite  aisement  de  la  forraule  (2/1) 

()y\  __  m;«,        /dv\  _ 


(26) 


L'une  des  formules  (12)  donne  d'ailleurs 

(27)  co*  =  f^ 

Si  maintenant,  dans  les  formules  (19),  on  remplace  r^,  P,  4^,  oit,  x  par  leurs 
valeurs  (25)  et(26),  et  en  meme  temps  f  par  sa  valeur  tiree  de  la  relation  (27), 
on  trouve 

A___    _    , 


M 


Dans  ces  valeurs  de  A,  B,  C,  on  pourra  remplacer  g — ^7  par  I'unite,  car  le 

rapport  w  de  la  masse  de  Tanneau  a  eelle  de  Saturne  est  certainement  tres  petit. 
L'equation  (21)  deviendra  ainsi 

70.  Rappelons-nous  que  I'expression  de  la  densite  est 

/      X  M'  /  ,        2a,  ,        2(3,    .       ,\ 

(29)  p  = I  I  -h  2(Xi  COS^*  H ^  C0S2vJ;H ^  Sin24^  ). 

2  TXS  \  O  O  y 
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Si  I'anneau  est  homogene,  on  a 

a,  =  o,         aj=:o,         (3,  =o; 

par  suite,  A  =  B  =  C  =  o,  ct  il  faut  remonter  aux  equations  (17),  qui  donncnt 

,M-f-M' 


v«  =  a)«-f-f 


2.9*      ^ 


ainsi  v*  serait  reel  et  positif,  ce  qui  demontre  I'instabilite  de  I'anneau  homo- 
gene. 

Supposons,  en  second  lieu, 

aj  =  o,  (3j  — o; 

Inequation  en  v  se  rcduit  a 

<-«"G)'*(-3"')©'*|-^-'=°- 

Les  trois  coefficients  A,  B,  C  devant  avoir  le  meme  signe  pour  que  les  valeurs 
de  v^  soient  negatives,  il  faut  d'abord  que  aj  remplisse  Tune  des  deux  conditions 

aj<  0,875        ou  bien        aj  >  i ; 

pour  que  les  valeurs  de  v'  soient  reelles,  il  faut  que  Ton  ait 

71 «}  —  iiaaj  H-  82  <  o, 

d'oii 

o ,  874  78  <  a  J  <  1 ,  20278 . 

II  faudra  done,  pour  la  stabilite,  que  aj  soit  compris  entre  0,87473  et  0,375, 
ou  bien  entre  i  et  1,20273;  mais  ces  valeurs  sont  encore  impossibles,  car,  la 
densite 

p  = (i  •+-  2atC0sd') 

^       ins ^  »        T/ 

devant  etre  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  '!»  et  notamment  pour  ^  =  180**, 
on  doit  avoir 

2a,  <  I,         «i  < o,25. 

Supposons,  en  troisieme  lieu,  que  a^  et  Pa  ne  soient  pas  nuls,  et  cherchons 
s'il  est  possible  do  determiner  les  trois  constantes  a^,  ol.^  et  [Jo  de  manicre  que 

les  quatre  racines  de  I'equation  (28)  soient  de  la  forme  by—  i.  et  que  Tcx- 
pression  (29)  de  p  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  ^.  Maxwell  n'a  pas 
resolu  la  question;  je  I'avais  signalee  a  M.  Radau,  qui  en  a  donne  la  solution 
simple  et  complete  que  Ton  va  lire. 

71.  On  pent  toujours,  en  changeant  au  besoin  le  sens  de  Taxe  des  a:,  suppo- 
ser  a,  >  o.  En  ecartant  le  cas  oil  les  coefficients  A,  B,  C  seraient  negatifs,  ce  qui 
donnerait  a,>>i,  condition  incompatible  avec  p>>o,  comme  nous  le  verrons 
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bientot,  les  conditions  a  remplir  sont  les  suivantes 


(«) 


I  —  aj  >  o,         1 «?(5  —  «!>  >  o, 

-i= — -^ J-  >  9  —  24«?  -  aj  —  PI  -h  8aJ«,  >  o; 

I       a, 


3  3 

(b)  I  -f-  2aiC0SsJ^-H  5  aiC0S2iJ^-h  ^  (3,  sin 2  4"  >o, 

quel  que  soil  ^. 
En  aitribuant  a  ^  les  valeurs  go**  ct  180'',  I'inegalite  (b)  donne 

3~2a,  >o,        (Xi< -T — ;         done         3  4-2a, >o. 

On  trouve,  par  la  substitution  '|  =  180**  =t  45°, 


2       /TT^ 


d'oii 


«iV^2  4-  3  V^PJ<i, 


«i<  -7=; 

V/2 


en  faisant  enfin  ']f  =  180°  db  60**,  et  prenant  la  demi-somme  des  deux  .resultats, 

il  vient 

I 

Gette  condition,  jointe  a  la  seconde  inegalite  (a),  donne 

2a5-|-  3aJ<  2,         2ai<  1 ,897. 

11  convient  de  faire 

(c)  I  — 2aJ  =  a,  I  — a,  ::r4(3,  a  — p  =  y. 

On  trouvera  sans  peine,  en  partant  des  resultats  precedents, 

'  2    /tt:  / a 


o<a<i,        «*<«;         3  V^PJ  <i  — v/i— a=^ 

5-8|3  ^  ^2+4P 

(5-8P)»  fi(t-t-ap)' 

18  9 


I  -H  y/i  —  a 
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Par  i'introduction  de  a,  p  et  y,  les  inegalites  (a)  deviennent 

(A)  i4-a>o, 

(B)  a;3  4-y>o, 

(C)  4y(i  +  2i3)>ip|, 

(D)  (fL?^'_^.lp.>4y(,  +  ,j3). 

I  H-  OC  2 

Puisquc  I  -+-  2^  >  o,  I'inegalite  (C)  donne  y  >  o,  done  a  >  [3.  D'autre  pari, 
la  formule  (D)  peut  s'ecrire 

d'oii,  en  remplacant  ^l  par  la  quantite  plus  grande  |  a, 

4|3  +  9(3«  >  «  (^  +  6(3  -  6(3')  +  a' (-^  +  6p  -  P') ; 


or  il  est  aise  de  verifier  que  les  coefficients  de  a  et  de  a^  sont  positifs  quand  ^ 


demeure  compris  entre  —  ^  et  4-  5;  on  a  done 


4P-h9(3«>o,       d'ou       p>o. 
Si,  dans  la  meme  inegalite  (E),  on  remplaee  ^\  par  la  quantite  plus  grande 


9    «' 


2  I  4-  a 


9  il  vient 


(F)  4P4-9P'>«(4-+-6(3~6p«)4-a«(^4-6(3-(3«), 

d'oii,  en  rcmplagant  a^  par  a^,  ce  qui  est  permis  parce  que  le  coefficient  de  a^ 
reste  positif  dans  les  limites  de  variation  de  p, 

ou  bien 

on  deduitde  cette  inegalite  p<  0,1 34- 

Reportons-nous  maintenant  a  Tinegalite  (F),  et  remplagons-y  p  par  0,1 34 
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dans  le  premier  membre,  et  par  o  dans  le  second;  nous  trouverons 

3 
0,697  >  4a  4- 7  «*» 

d'oii 

a<o,i69,         v^i  —  a>o,9i2,         i  —  v^i  —  a<  0,088, 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  (rf), 

-  (3J< 0,0077,         ij3|(i-+-a)< 0,0101. 

9  ^ 

Mais  on  pent  ecrire  (E)  comme  il  suit,  en  y  remplaQant  a  par  P  -h  y, 

ou  bien,  en  mettant  pour  ^  sa  limite  o,i34>  dans  le  premier  membre,  et  o  dans 

le  second, 

o,oio4>  4y  +  3y*, 

d'oii 


y<  0,0026,         a=ip -hy  <o,i36,         \/i  —  a  >  0,929, 

-  (32  <  o,oo5o,         -  (32(i  +  a)  <  0,0064. 
9  2 

Mais  (E)  donne,  en  y  rempiagant  a^  par  a^, 

(H)  4(34-9i3'+-^(3I>«(4  +  9P-P'); 

en  remplagant  ^-^  PJ  par  0,0064,  et  a  par  sa  limite  inferieure  i  —  ^   ~8 
on  a  une  inegalite  d'oii  Ton  tire  p  <  o,i3i.  La  repetition  du  calcul  pour  y  con- 
duit a 

y<o,ooi3,         a  <  0,182,         -(3|<  0,0047. 

y 

Si  Ton  introduit  dans  (H)  Tautre  limite  inferieure  de  a,  savoir  r  —  8 ^ ^-^j 

on  obtient 

0,0060  4-  4(3  -f-  9(3'  >  -  (1  -  32  (3  -  32  j3»)  (4  4-  9P  -  P')» 

ce  qui  entraine  la  condition  p  >  0,024.  La  meme  limite  de  a  donne  directement 

I  <  9a -H  32 (3  -4- 32(3' <  4ia-i-32a', 

d'oii  a  >  0,024.  On  obtient,  en  resume,  les  limites 

(I)      0,024  <  a<o,i32;         o.o24<  (3  <o.i3i ;         y<o,ooi3,  -(35<o,oo47, 

%7 
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qui  entrainent  les  suivantes 

(J)     i,3i7<2ai<i,397,      0,82  <  ^  a,<o,6o;      jv/pJ<o,o68;       o,66<-<o,70. 

On  voit  que  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  sin  2^  dans  Texpression  de  p 
doit  etre  tres  petite;  celle  du  coefficient  de  cos2^|»  est  plus  elevee,  mais  elle  ne 
depasse  guere  le  tiers  du  coefficient  de  cosvp.  II  en  resulte  immediatement  que 
la  densite  p  eprouvera  des  variations  considerables  aux  divers  points  de  I'anneau, 
ce  qui  est  incompatible  avec  les  observations. 

Les  inegalites  (C)  et  (D)  donnent,  comme  on  le  voit  aisement^  en  negli- 
geant  Y^ 

(H)  -i7^^^-^P'-*-§P5>yo-*--P)>§P^ 

Lors  done  qu'on  aura  choisi  des  valeurs  de  a,  p  et  p^  satisfaisant  aux  condi- 
tions (I),  il  restera  a  voir  si  elles  verifient  aussi  les  inegalites  (H);  les  limites 
des  parametres  sont  tres  resserrees,  comme  on  le  voit  immediatement  pour  a,. 

Prenons,  par  exemple, 

4         2  2 

2aj  =  ^j         -^  aj=: -1-0,370 93,         2  (3,  =-ho,o3ooo, 

d'ou 

«=->  p  ==0,11090,  y=i  0,000  21; 

y 
les  conditions  (H)  reviennent  a 

0,0002885  >  0,000  256  6  >  0,000  253 1, 
lesquelles  sont  evidemment  satisfaites.  On  a  alors 

-TiT-  p  =  I  4-  1 ,33333  cosij^  -t- o , 370 93  cos 2 4"  -l-o,o3ooosin2^J^; 

p  a  un  minimum  positif  (o,oo475)  pour  '|  =  149^,  5;  voici  quelques  valeurs 
de-jgrp: 

,  21CJ  ,  21c* 

*•  lip-P-  <!'•  -mtP- 

o  o 

0 2,704  149 0,00477 

90 0,629  149,5 0,00475 

130 0,048  150 0,00479 

140 0,014  160 0,011 

147 o, 005  24  180 o,o38 

148 0,00491  270 0,629 

Remarque.  —  II  convient  peut-etre  de  justifier,  en  quelques  mots,  le  develop- 
pement  de  V  par  rapport  a  r,,  (p^,  dont  nous  avons  fait  usage  plus  haut  (p.  i25). 
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Posons 

rz=ro-f-/-i,         9  =  90-1-91,         d  =  Qo-^9i, 

oil  r^,  (p,,  0^  designent  des  termes  periodiques,  tandis  que  r^,  9o»  ^0  sont  de  la 
forme  a  -h  bt.  Les  equations  (11)  donnent  alors 

et  les  deux  premieres  relations  prouvent  que  To  et  90  sont  necessairement  des 
constantes,  de  sorte  que  I'on  retombe  sur  les  conditions  a!=^o,  8'  =  o  de  la 
page  126,  qui  permettaient  de  considerer  r^,  (pi  comme  des  quantites  qui  restent 
tres  petites.  Mais  les  constantes  To,  90  et  le  coefficient  de  /  dans  Go  ne  seront  pas 
les  memes  dans  le  mouvement  trouble  et  dans  le  mouvement  primitif.  Les  con- 
stantes C,  H  de  rintegrale  des  aires  et  de  celle  des  forces  vives, 


( 


>«      ,..+  ;t«)^  +  yt'$  =  C.        T  =  fMV  +  H. 

M  -h  M'  J  dt  dt  .  ' 


pourront  done  aussi  etre  alterees.  On  trouverait  des  conditions  de  stabilite  tres 
differentes  en  limitant,  par  exemple,  les  variations  a  celles  qui  n'alterent  pas  la 
constante  C. 

Maxwell  a  traite  seulement  le  cas  d'un  anneau  circulairehomogene  surcharge 
d'une  certaine  masse  en  un  de  ses  points.  II  a  trouve  que,  pour  assurer  la  sta- 
bilite, cette  masse  additionnelle  devait  etre  considerable;  il  faut  en  effet  que 
le  centre  de  gravite  de  Tensemble  soit  a  une  distance  du  centre  de  figure 
comprise  entre  o,8i58^  et  0,82795.  II  remarque  que  Tapparence  des  anneaux 
n'indique  en  rien  une  irregularite  aussi  grande,  et  que,  par  consequent,  Thypo- 
these  de  la  solidite  des  anneaux  est  tout  a  fait  improbable.  II  nous  semble  que  la 
conclusion  devient  plus  legitime  quand  on  tient  compte  du  complement  apporte 
parM.  Radau. 

Maxwell  fait  remarquer,  d'autre  part,  qu'a  ne  considerer  que  la  grandeur  des 
anneaux  et  leur  minceur  extreme,  il  est  presque  evident  qu'ils  ne  peuvent  pas 
etre  solides.  Un  anneau  fle  fer  place  dans  de  telles  conditions  deviendrait  semi- 
fluide  sous  Taction  des  forces  considerables  auxquelles  il  serait  soumis,  et  nous 
n'avons  pas  de  raisonde  supposer  que  les  materiaux  qui  constituent  les  anneaux 
resistent  beaucoup  plus  a  la  compression  que  les  corps  que  nous  rencontrons  a 
la  surface  de  la  Terre. 

M.  Him  s'estplacea  ce  dernier  point  devue  de  la  resistance  enorme  que  devrait 
ofTrir  un  anneau  solide,  dans  un  Memoire,  paru  en  1872,  Sur  les  conditions 
d'equilibre  et  sur  la  nature  probable  des  anneaux  de  Saturne.  M.  Hirn,  qui  n'avait 
pas  connaissance  du  travail  de  Maxwell,  est  arrive  aux  memes  conclusions. 
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ANNEAU  DE  SATURNE.  -  MfiMOIRE  DE  M"«  KOWALEWSKI. 


72.  Nous  avons  fait  ressortir  dans  le  n°  63  Tapproximation  assez  peu  satis- 
faisante  de  ia  methode  de  Laplace  pour  determiner  la  figure  des  anneaux  de 
Saturne;  rattraction  exercee  par  un  des  anneaux  sur  un  point  de  sa  surface 
est  remplaeee  par  celle  d'un  cylindre  elliptique  indefini,  et  Ton  ne  voit  pas 
clairement  I'influence  des  termes  que  Ton  neglige  ainsi. 

M"*^  Sophie  Kowalewski,  deja  connue  par  de  beaux  travaux  mathematiques, 
a  apporte  un  complement  heureux  a  I'oeuvre  de  Laplace  (*).  Elle  considere  un 
anneau  homogene  engendre  par  une  courbe  plane  ABA'B'  (^g,  i4)  tournant 


Fig.  14. 
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autour  d'un  axe  S^  situe  dans  son  plan  et  passant  parle  centre  de  S  de  Saturne. 
La  courbe  meridienne  est  supposee  symetrique  par  rapport  a  I'axe  Sy  perpendi- 
culaire  a  S^,  et  peu  differente  d'une  ellipse  qui  aurait  pour  axes  AA'  et  BB'.  II 
s'agit  de  determiner  cette  courbe  de  nianiere  que  le  fluide  soit  en  equilibre  a  la 
surface  de  Tanneau,  sous  Tinfluence  : 
De  Tattraction  de  I'anneau, 


(')  Zusatze  und  Bemerkungen  zu  Laplace's  Vntersuchung  Uher  (lie  Gesttdt  der  Saturnsringe 
{Astronomische  Nachrichten,  n'^^Gia;  t.  CXI,  i885). 
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De  Tattraction  de  Saturne, 

De  la  force  centrifuge. 

Soient  N|  un  point  quelconque  de  la  courbe,  ^,  et  y],  ses  coordonnees  par  rap- 
port aux  axes  So?  et  Sj,  V  et  V,  les  potentiels  relatifs  aux  attractions  exercees 
sur  le  point  N|  par  Tanneau  et  par  la  planete,  co  la  vitesse  angulaire  de  la  rota- 
tion autour  de  Sx^  vitesse  supposee  constante. 

La  condition  d'equilibre  s'exprimera  en  ecrivant  que  la  quantite 

fV-hfV,4-iw«YiJ 

2  ' 

est  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  N|  sur  lacourbe  meridienne. 
Pour  calculer  V,,  on  peut  supposer  la  masse  M  de  Saturne  concentree  en  son 
centre  de  gravite  0,  ce  qui  donne 


^Vi+r,\ 


il  viendra  done 


(i)  f V  H — : — ' 1-  -  M«Y)«  =  r.nnsi- 

M*"*  Kowalewski  emploie,  pour  le  calcul  du  potentiel  V,  la  formule  (F)  du 
n°  3,  [formule  que  nous  ecrivons  ainsi 

(2)  \  z=  -  p  j  cosidi,; 

p  designe  la  densite  de  I'anneau,  supposee  constante,  dL  Telement  de  sa  surface 
en  un  point  quelconque  N,  i  Tangle  que  forme  avecla  direction  N|N  la  normale 
exterieure  a  la  surface  de  Tanneau  au  point  N. 

73.  Soit  /la  distance  du  point  S  au  milieu  C  de  BB'.  II  convient  d'introduire 
les  coordonnees  de  N,  rapportces  a  des  axes  Cx^  et  Cj^  menes  par  le  point  C.  Nous 
representerons  ces  dernieres  coordonnees  par  (Jlx^  et  (j/x^  en  designant  para 
un  petit  factcur  numeriquc,  parce  que  nous  supposerons  avec  Laplace  que  les 
dimensions  de  la  section  meridienne  de  Tanneau  sont  petites  par  rapport  a  /; 
nous  pourrons  done  ecrire 

(3)  E,i  =  (jlXi,        Yjiz^Z-ha/ji. 

Les  coordonnees  $,  yj,  'C  du  point  N  de  Tanneau,  dont  le  meridien  fait  Tangle  ^ 
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avec  xSy^  auront  pour  expressions 

(4)  l^Kjlxy        TQ  =  /(n-(T7)cos4',        C  =  ^(i4-o"y)sin4', 

de  sorte  que  (jIx  et  Gly  seront  les  coordonnees  du  point  H  de  la  courbe  meri- 
dienne,  qui,  apres  avoir  tourne  de  I'angle  4*  autour  de  S^,  vient  coincider 
avec  N.  On  pout  considerer  x  ety  comme  des  fonctions  d'une  variable  auxi- 
liaire  t  qui  variera  de  o  a  2ir  quand  le  point  H  decrira  toute  la  courbe  meri- 
dienne  d'un  mouvement  continu.  Les  formules  (4)  exprimeront  done  les  coor- 
donnees d'un  point  quelconque  N  de  la  surface  de  I'anneau  a  Taide  des  deux 
variables  auxiliaires  t  ct  vpf  qui  seront  comprises  toutes  les  deux  entre  o  et  211; 
pour  le  point  N^,  on  aura 

Soient  maintenant  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  exterieure  au 
point  N,  u  la  distance  NN| ;  on  aura 

cos/ =  a  ^— ^ -h  6  ^5-li:!^  ^  c  i, 

u  u  u 

ou  bien,  en  vertu  des  formules  (3)  et  (4), 

(5)  cos  I  =za(j  I H-  bl- -^ ^ ^ ^^-^  -hcl- ^ -J-; 

u  u  w  ' 

on  trouvera  d*ailleurs 

—  =  fS^{x  —  X^y-^-  (l  H-  (T7)*4-  (I  4-  (7/i)«—  2(14-  (T/)(l  4-  (T/i)  COStj/, 

ce  qui  pent  encore  s'ecrire 

(^)  It  ==^'(^-^i)'  +  <7'(/-/t)'-+-4(i4-(T/)(i4-(T/i)sin*|. 

Les  formules  bien  connues  de  la  theorie  des  surfaces  donnent  ensuite 

oil  les  signes  superieurs  et  inferieurs  vont  ensemble. 
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On  tire  du  reste  des  formules  (4) 


dE          fdx 

di      ""^  dt' 

dr\         ,dy         , 

d^-      '('  +  <^/)sin'J', 

^J^-+'('-H<^/)cos<J;, 

et  il  en  resulte 

adl=z      a/*(i  -h  ay)  -^  dtd^, 

dx 
bdl=z—at*{i  ~h  (7/)  -T-  cos^dtd^y 

c t/2  =  —  a /* ( I  -f-  ffj)  -7-  sin^dt d^. 


Si  Ton  en  tire  les  valeurs  de  a,  6,  c  pour  les  porter  dans  la  relation  (5),  on 
trouve 

qi  cosidl  =  ^  Liiy  -y,)  -^  -  ^7(0:  -  jrj)  -^  +  2(1  +  cr/,)  ^  sin«  ^  J  (1  +  ay)  dtd^, 

d'oii,  par  les  formules  (2)  et  (6), 


±V  =  -p(7/»     I        rf«     I  —  -(i+gv)rf'4<; 


On  peut  faire  ^=^Ti  —  2O,  ce  qui  donne 


T. 


=  2p/»    /  dt     I  —===. 


(7)     ihV  =  2p/»    /         rf/   /  7-^  ^       _  _  _{i^fTy)dQ. 


(/— /i)'-+-4('  -+-  <ry){i  4-(T/,)  cos*0 

Done  le  calcul  du  potentiel  d'un  anneau  quelconquede  revolution,  homogene, 
sur  un  de  ses  points,  est  ramene  au  calcul  d'une  integrate  double;  la  premiere 
integration  relative  a  0  depend  des  deux  integrates  elliptiques  completes  de 
premiere  et  de  seconde  espece,  relatives  au  module 


(8)  ^=V/4(1 4(i+^7)(n-^/.) 


"+- ^7)  (' -«- ^7i ) -«- ^' (^  —  ^1 )' -«- ^'(/ — /i ) 


i> 
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soil  k'  le  module  complementaire  :  on  aura 


Dans  les  conditions  que  nous  avons  envisagees,  a  etant  petit,  on  voit  que  k^ 
est  positif  et  tres  petit.  II  faudra  done  appliquer  les  formules  donnees  par  Le- 
gendre  pour  ce  cas  special  {Exercices  de  Calcul  integral^  t.  I,  p.  68), 


It 


(lO) 


/      v/,_>t«sin«9  \        4  64  y     "A'      4  ia8 


0 


f    >/i-  ^*sin'0  rf^J=:  Q  /:/.+  ^  X:'*  +  . . .)  log  A  H-i  -  i  A:'«-  ^^  A:'*  -. . .. 


Le  signe  ambigu  ±:  qui  figure  dans  la  formule  (7)  sera  fixe  aisement  une  fois 
pour  toutes.  Quand  on  aura  efi*ectue  la  premiere  integration  par  les  developpe- 
ments  en  series  qui  viennent  d'etre  indiques,  il  faudra  integrer  par  rapport  a  / 
entre  les  limites  o  et  211. 

74.  M"*  Kowalewski  choisit  maintenant  la  fonction  jde  t,  qu'elle  prend  egale 
a  —  cos^,  et  elle  adopte  pour  x  une  fonction  arbitraire  de  t,  qui  suppose  seu- 
lement  que  la  courbe  meridienne  soit  symetrique  par  rapport  a  Sy;  elle  pose 

(11)  < 

(  9(^)  =  asin^  -H  a'sina/  4-  a'sin3^4-. . . , 

a,  ol\  ol'\  . . .  designant  dcs  coefficients  constants.  II  faut  aussi  que  la  courbe 
meridienne  ne  coupe  pas  Sy  entre  les  points  B  et  B',  c'est-a-dire  que  ^(i)  no 
devienne  nul  que  pour  sin/  =  o.  Les  coordonnees  d'un  point  quelconque  H  de 
la  courbe  meridienne,  rapportees  aux  axes  Sx  et  Sj,  seront  done  donnees  par 
les  formules 

(  5  "^/(asin^-h  a' sin 2/  4-  a'sinS^-h. .  .)> 

(12)  { 

(    Y}  —  /(l  —  dCOSt). 

On  voit  que  Tequation  yj  =  const,  donne  pour  t  deux  valours  dont  la  somme 
est  egale  a  21: ;  ainsi  la  restriction  apportee  par  le  choix  de  la  fonction  y  revient  a 
admettre  que  la  courbe  meridienne  n'est  rencontree  qu'en  deux  points  par  une 
parallele  a  Sx;  ces  deux  points  sont  d'ailleurs  symetriques  par  rapport  a  Sy. 
D'une  maniere  generale,  quand  on  change  /  en  211  —  ^,  y]  reste  le  meme,  et  $  se 
change  en  —  ?• 

Si  Ton  avait 

0C  :=  o,  a    =  O)  •  •  •  ) 
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il  en  resulterait 

^=:  aalsint,        yj  =  /(i  —  cjcos^), 
a* 

La  courbe  meridienne  serait  done  une  ellipse  dont  les  axes,  diriges  suivant  les 
droites  CA  et  GB,  auraient  pour  longueurs  2ol(jI  et  2(jI,  t  designant  Tanomalie 
excentrique.  Cest  la  solution  de  Laplace,  et,  comme  elle  est  deja  assez  approcliee, 

il  ^st  naturel  de  supposer  que  les  rapports  —  ?  —  >  •••  sontpetits;  a  lui-meme  sera 

notablement  inferieur  a  Tunite,  puisque  Tellipse  de  Laplace  est  tres  sensible- 
ment  aplatie.  Nous  aurons  d'ailleurs 

^j  =  — cos^i,        ^i  =  9(fi), 
et  la  formule  (7)  donnera  ensuite 

(.3)  V  =  p/.  rat  /-'^C-A.,-(O^A.,-(Osin»^.. 

en  posant,  pour  abreger, 

IA  =  4(i  — arcos^)(i— (7C0S^,), 
B=ar«(cos^  — C0S^i)«4-ar'[<p(0— ?(^i)]S 
C  =  2<j*(i  — <jcos^)j(cos^— cos^i)(p'(^)  -+- sin^  [9(0  — 9(^1  )]j- 

On  a  choisi  le  signe  ambigu  ±  en  partant  de  la  relation 

dv 

qui  donne 

diaflf2  =  ar/*  (i  —  crcosO  sintdtd^. 

On  voit  sur  la  figure  que,  sur  la  moitie  de  la  courbe  meridienne  situee  au- 
dessus  de  Sy,  la  normale  exterieure  a  la  surface  fait  avec  Sx  un  angle  aigu ; 
done  a  doit  etre  positif;  d'ailleurs,  sin  t  est  positif.  Done  il  faut  prendre  les 
signes  superieurs. 

On  aura  ensuite 

(i5)  ^'=.A-u>        ^"=     ^ 


B'  '     -A-hB' 

et,  si  Ton  pose 

(.6)  W=  -^'—   f'  C-A,.9'(0  +  Aay-(0sin'e 

V/A  H-  B  y,  v^i-A'sin'e 
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il  viendra 


(17)  ^"^P^/ 


Wdt. 


Les  quantites  B  et  C  sont  du  second  ordre,  tandis  que  A  est  fini  et  voisin  de  4< 
L'expression  (i6)  de  W  sc  met  aisement  sous  la  forme 

V/A  +  B     J^    v^i-it«sin'9  ^  ^  V, 

et  rapplication  des  formules  (lo)  donnera,  en  remplaijant  \og~  par  -  Iogp^> 

d'oii 

(18)  W  =  W^log  (16  ^-J^)  +  W„ 

en  posant 


2i/A-hB      \        4A-4-B  /  2  ^''\aA4-B  J' 

('9)     ' 


W,  =  - 


C-+-B(y(p'(0/i       B 


'^{iTch*-y^^^'M-ii^--)- 


La  formule  (17)  donnera  ensuite 

tilt  ^fK  j^tn 


(20)  H}-  f    WjC^^H-T     Wilog[i6(A4-B)]rf^-  r     WjlogBrf/. 


75.  Les  quantites  W,  et  W^  sont,  d'apres  les  formules  (i4)  et  (19),  des  fonc- 
tions  periodiques  de  /  dont  la  periode  est  211;  on  pourra  les  developpcr  en  series 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  /,  et  ces  series  seront  tres  rapidement 

convcrgentes  a  cause  do  la  petitesse  de  a  et  des  rapports  —  >  — >  ••••  Nous  suppo- 

sons  ces  developpements  obtenus;  il  nous  faut  montrer  maintenant  comment  on 
pourra  calculer  les  trois  inlegralesdefinies  qui  figurent  dansrexpression(2o)deV. 

II  n'y  a  pas  de  difficulte  pour  /    W^rf/,  car  cette  integrale  est  egale  au  pro- 

duit  du  terme  non  periodique  multiplie  par  211. 

W,  log[i6(A  -h  B)]  dt^  car 


.«  •• 


1  -  - 


-  1- 


1  -  - 


•    r 


«    •- 


^1  r    ^  •  '^^ 


■jf     '     -> 


C 
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f     W,  dl.  Voyons  cornrnent  on  arrivera  a  deternii- 

0 

ner  les  deux  integrales 


f    r    W,  log[i  — cos(^  — ^,)]^/^  =  S. 


.sit 

W,  log[i-+-a-— (i  —  a*)cos(/-4-^i)]<f/  -- R, 
(24) 


Si  Ton  pose 

on  a  identiquernent 


I  -f-a'—(i  —  a«)cos(/ -+-/,)=  ^ ^  [i  4-P*— 2;3cos(/-r-^i)], 

et,  p  etant  plus  petit  que  i,  une  foimule  bien  connuc  donne,  en  serie  convei 
gente, 

log[i-h(3"— 2pcos(/-t-/,)]=  -  2    (3cos(/-i-^,)  -h  -  i3'COS2  (/  -t-/,)  -h.  .  .     . 

II  viendra  done 

Ecrivons  le  developpement  periodique  de  W,,  savoir 

( 25 )  W,  =  *l>o  -h  21  ( ^n  COS nt  -^  \»brt  sin /i^) ; 


1 


en  le  portant  dans  Texpression  precedente  de  R,  on  trouvera  sans  peine 

(26)  R  r=:2  7r-A-.olog -^ ~  ^ ^  ^  "  ( )   ('^'/i  cos/t/,  —  »H>«  sin /i/, ) ; 

1 

ce  developpenient  convergera  rapidement,  parce  que  ^i,,^  ct  ui>„  contiennent  des 
puissances  de  plus  en  plus  elevees  de  la  petite  quantite  a. 

L'examen  des  formules(24)  montreque  I'expression  S  se  deduitde  celie  deR 
en  y  rempla^ant  a  par  zero,  ct  /,  par  —  /,,  sans  toucher  aux  lo,^  et  iii>,,.  La  for- 
T.  -  il.  19 
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mule  (26)  donnera  done  iinmediatemcnt 

(27)  S  :      —  'iTU-Aoo  l0g2—  271   \]  -  {'X„  C0S/2^i  +  llb;i  Sill/l/i  )  . 

1 

W,  log(i -h  B,)^//;  la  quan- 

titeB,  est  petite  comme  nousTavonsexplique.  Onpourra  developper  log(i  -f-B,) 
en  serie  suivant  les  puissances  de  B|,  et  Ton  aura 

(28)  f     Wilog(i  ^B,)^/:=  f     W»('B,-iB?  -Y  ...\de; 

il  sera  facile  de  mettre  B, BJ  -+-...  sous  la  forme  d'une  serie  procedant 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  /,  et  d'effectuer  Tintegration.  On 
trouvera  ainsi,  comme  resultat  final,  le  developpement  du  potentiel  V  suivant  les 
cosinus  des  multiples  entiers  de  t^  :  il  n'y  aura  pas  de  sinus;  car,  a  cause  de  la 
symetrie  de  Tanneau  par  rapport  au  plan  des  jz,  V  doit  rester  le  meme  quand 
on  change  /,  en  —  /,,  quel  que  soit  /,. 

76.  Nous  allons  effectuer  les  calculs,  avec  M™*  Kowalewski,  en  prenant 
seulement  le  premier  terme  a'sin2/ de  9(/),  qui  modifie  le  plus  Tellipse  de 
Laplace.  Nous  supposerons  done  a"=  a"'=  ...  ==  o.  La  suite  du  ealeul  montrerait 
que  a  est  de  I'ordre  de  a;  nous  supposerons  done  immediatement 


a' =  07, 


Y  etant  fini.  Nous  developperons  les  formules  precedentes  suivant  les  puissances 
de  (T  en  negligeant  partout  a*.  Voici  la  base  des  calculs  ulterieurs  : 

9(/)=:  asin^  4-ycTsin2/, 

A  =  4[i— ^  ct(cos^  -+-  cos^i)  •+■  (T*  cost  cos  ti], 

.     .  1       B  =  (7'(cos^  —  cos/,)*H- a'(T*(sin/— sin^i)' 

-h  2 xycr^ {sin t  —  sin^i)(sin2^  —  sin2^j), 

-f-  2)/(7^[2  cos2^(cos^— cos^i)  4- sitt/ (sin 2 ^  —  sin2^i)]. 

Les  formules  (19)  pourront  ensuite  elre  bornees  a 

,,,        C-haaBcos^       i         B 

Wi  =  zz —  y  OL^  -_  cost. 

isjk  4      v^ 

Wj  =  y/A  H-  B(T(acos^-+-2yacos2^)  f  —  i  4-  ^  -^  ]> 
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ou  memo  i\ 

,^r  C-HaaBcos^  i        „ 

W,  =  — — TT  ao-Bcos^, 

Wj  =:  a(aCOS^  4-  2y(TCOS20  (--V^A-t-BH-rrBj. 

On  trouve  d'ailleurs  aisement 


y/A  -h  6  =  '^1  —  (t(cos/  4-  cos/i)  -h  j  <x^<j^(sint  —  sin/t )'; 


il  en  resulte 


W,  =  (j{<xcost-h  2yfTC0S2t)     —  2  -h (7(cos^  4- cos^i )  -f-  ^  ar'(cos/  —  COS^i)' 


8 

(I'oii  Ton  tire  sans  peine 

( 3 1 )  /      Wj  dt  —  TracT*  (i  —  j<t  cos  t^  j  . 

L'expression  (3o)  de  W^  donnera  ensuite 

« 

(32)  Wt  —  7  C-H  3  acxBcos/  -h  5  (TC(cos^-h  cos/,); 

or  on  a,  d'apres  les  relations  (29), 

C  =  2a(7*[l  —  COS(/—  ti)]  —  2a(T*C0S/[l  —  cos(/  —  /i)] 

-h  yo''(3cos/  —  2sin2/i  sin/  —  4cos/i  cos2/  4-  cos3/), 


a-a*(sin/~sin/,)'  L 


B 


=  ff'    I  4- a' 4--  (i  —  a')  cos2/j  — 2C0S/,  cos/  —  2a'  sin /| sin/ 4--  (i  —  a')  cos 2/   4-..., 


et  Texpression  (^2)  de  W,  devient  ainsi 


W,  zr  -  aar*(i  —  cos/i  COS/  —  sin/,  sin/) 


yor'  (  ^  cos/  —  -  sin2/,  sin/  —  cos/,  cos2/  4-  j  cos3/ j 

K  ao"'    2  cos/,  4-  (  —  y-  4-  7  a*  J  cos/ (14-  a')  cos 2/,  cos/  —  sin 2/,  sin/ 

4-  (i  —  a')  sin/,  sin  2/  4-  7  (i  —  a')cos3/    . 

On  lit  immediatement  sur  cette  formule  les  expressions  des  coefficients  Xn 


I  4 8  CflAPITRE    X. 

et  }S\y,i  du  (Jrvoloppement  (2j),  savoir  : 


rA>g   _ 


PAfl 


-  -  <X<J'  -h  -J  (Xd^  cos^,, 
•A  4 


(33) 


Till, 


ftW« 


*    .     .     ,  r    7       ^   ,    '^ 

acT*  cos^i  -h  a'    —  ^-  a  -f-  77-  a^  -I-  T  y  — 

2  L         32  3'2  L\    ' 

=  —  yo-'cos^i, 

—  -c  a(r  --  a*)<7'  sin^i, 


-7T  a(i  -h  a')cos2/ 

lO 


■]• 


lJl,3  =  O. 


On  aura  ensuite,  avec  unc  precision  suffisante  pour  notre  but, 


(34) 


(35) 


log[i6( A  H-  B)]  =  log64  —  <7(cos  ti  -+-  cos^), 

flic 

i      W,  log[i6(A  -+-  B)]dt  zn  27rAooIog64  — 7ra(aXoCOS/3 

0 


)• 


Les  formules  (24).  (2G),  (27)  donneront 


X 


STT 


W,  log[i  -+-  a*—  (1  —  a«)  cos(^  -h  ^,)]  £// 


(36) 


.     -       (i  4-a)*  f'  —  ^  /  (1  -        .1      •    ,  X 

"2  L  I  -h  a 


-\ — 


1  /  I  —  a 


2  \  I  -4-  a 


( JUj  cos  2  ^1  —  iJli,  sin  2  ^1 ) 


^(frr^y^'"'*^"'^'']' 


(^7) 


W,  log[i  — cos(^  — ^,)]^^ 

—  2  TT  UAo 


:— —  2r  -Uol0g2 


1  cos/i-h  iH>,  sin/, 


f-  -  ( <i\«j COS 2  /,  -f-  ili)j  sin  2  /, )  -h  ^  cloj  cos 3  /,    . 


2 


II  nous  resto  seulement  a  calculer  Tintegrale  (28). 
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L'expression  (29)  deB  etant  portee  dans  la  formule  (22),  il  vient,  comme  on 
s'en  assure  aisement, 

t-h  It        t—  ti 

cos cos cos  (  ^  -h  ^  ) 

'A  '2  \  t  f 

Bi  ::^  8  (Xy<T       — '-z r- » 

'         I -+- a=- -  (I  — •  a=')cos(/ -h /,) 

-^                         cos  ti  -h  cos  /  -h  cos  (  /  H-  2  /,  )  4-  COS  (21-^1,) 
B*  =:l  (XyG r T — ^- - 

« 

Or  on  a,  en  introduisant  pour  un  moment  la  quantite  p  deja  consideree,  et 
en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

2<X  _  I  —  (3« 


I -ha*— (1  — a*)cos(/ H-/,)        I  4- j3*— 2j3cos(/ -h /,) 

—  I  -h  2(3cos(/-h^,)-h2  3«cos2(/  -h  /,)  4-2;3»cos3(^4-/,)  -+-..., 

et  il  en  resulte 

B,  =  ya[cos^iH-  cos^  4-  cos  (^4- 2/,)  4-  cos(2/4-^i)] 

X   I  I-H2-|-^C0S(/-h/,)4-2r|^|j    C0S2(^4-^)-h...  1, 

B|        cos/i4-cos^       ,  ,^  COS 2^1  COS ^  —  sin 2^1  sin  ^ 

On  pent  d'ailleurs  se  borner  a 

f    W,log(i4-B,)^/=:  r    B,W,^/, 

et,  en  tenant  compte  de  Fexpression  qui  vient  d'etre  trouvee  pour  B,  et  du  de- 
veloppement  periodique  de  W,,  on  obtient  sans  peine 

X*^                                          47ry         r                                   I  -^  a*  T 

W,  \og(i-\-Bi)dt-.---^~f---  fj    2<v1,ocos/,  4-c^f.,4 ' (<^,  cos2^,  — ift),  sina^)    . 
(14-a)      L                                 14-a  *'J 

On  n'a  pas  ecrit  les  termes  suivants  en  x^,  x^,  . ..,  art>2,  ift.,,  . . .  parce  que, 
d'apres  les  formules  (33),  ces  termes  contiennent  (j=*  en  facteur;  cela  revient 
done  k  negliger  cr*,  comme  nous  sommes  convenns  de  le  faire. 

II  n'y  a  plus  maintenant  qu'a  porter  dans  la  formule  (20)  les  expressions  des 
integrales  qui  resultent  des  relations  (23),  (3i),  (34),  .  . .,  (38).  On  trouve 
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ainsi 

V 


\                               2d6  f         \  \ 

— -  r=  2  «vl>o  log  -^7 Tj  4-  aa'  I  I  — -  7  ex  COS  /,  )  —  a(2  <.l)o  COS  tx-^XA 


I  —  a 

+•  2 ( X,  COS  ^,  —  iJl>,  sin  ^1 ) 

I  -h  a  ^ 


Tip 


I  —  Oc\*  2    /l — 0£\' 

(^l>iC0S2/,  —  iH>jSin2/,) -+- 7r  ( )  e,l>|C0s3/, 

1 4-  a/  '       3  \i4-a/  ' 

H-  2(«l,,  cos^i  H-  \ll)isin/t)-+-  «^l>jC0S2/,  4-iiJ>jSin2^, -+-  ^  -Aojcos3^, 

""  rrih'a)*  ^^  "^"  ^^^^*  "^  "^'^^  ""  ^^^  (i'!^^)»  (^^»  cos2i,  —  \H,,  sin2^,). 

Si  I'on  remplace  les  coefficients  Ji,„  et  ifc^  par  leurs  valeurs  (33),  il  vient 

'        /     •       I       ,  \  .  256  ,      3      , 

-J-  =  (  aor*  -H  -  aa'  cos^,  )  log  -z- -z  -+-  aa'—  7  aor'  cos^, 


-h    —  a(T*-t-  f  —  Q  «  ^-  Q  «*"+*y)  o-'cos^i  -^  (-^  a T  «'-^-  ~  7)  o''cos3^i 

Posons 

(39)  V  =r  7rp/'o'*(c^'o-H  ^1  COS^i  4-  ('jC0S2/,  -H  <'jC0s3^,), 

et  nous  trouverons,  sans  trop  de  peine, 

256 


1  ,            256                    7  4-  3  a                I  —  a 
c,  =  -  aa  log  -77 r=  —  acT  •/-, r  4-  2  ycT 

2  '='a*(i4-a)*  4(«-+-a)  '     1 4- a 

(4o) 

1  —  a 

^^,  =  —  a 7 

I  4-a 

a(i  — a)(i4-3a)  —  i  4- 3a  4-3a«4-3a» 

i2(f4-a)*  '  3(i4-a)' 
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On  trouve  ensuite,  en  partant  des  formules  (12)  affectees  de  I'indice  i, 

1;  -f-Y}}  n:/«(i  — arcos/i)»4-a*/*(asin/,  4-yasin2/i)S 

1=  /*(i  —  2<jcos/,  -Hex* cos' /|  -f-a'(7*sin'/|-+-  aaya'sin^jsina^t), 

--^  -    —  T    1  -f-<7COS^i4-cT*cos'^, a*a'sin'/i 

3  1 

-ho-'cos'/| a'cj'cosiisin'^,  —  aycr'sin^i  sin2^,  L 

et  si  Ton  pose 

(40  -  =  /no-H  miC0s^j4-  /w,  cos 2^1  -f-  m,  cos3^,, 


on  obtient 


/Wo 


M^.  +  i^._  I  «.,.), 


//Ij 


(4a)  /  L         \-»  /J 

'"'  "7(3+4*7''' 

M/i       3    ,       I      \    , 

On  a  d'ailleurs 

(43)  -  OJ*Y)}  =  -  CO*/*  (  1  -+-  -  (J*—  2(TC0S/i  4-  -  (T'C0S2^,  ). 

2  2  \  2  ^  / 

77.  Si  Ton  porte  maintenant  dans  la   formule  (i)  les  valeurs  (Sg),  (4i) 
et  (43),  on  trouve 

7rp/'(7'(('o  -+■  ^l  COS^i  4-  (^t  C0S2^i  -H  i>,  cos3^i) 

H-  mo  -h  mj  cos  ti  -+■  m,  cos  2  /,  -h  m,  cos  3 1^ 

co«/V  I     ,  I     ,  \ 

H iT- 1  I  H —  a'—  2acos^  4-  -  (t'cos2^,  )  =  const. 

21   \        2  *      2  / 

Gette  equation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  /,,  on  en  conclut 

7rp**ar't^i-h  nii j. —  =:  o, 

(44)  {        M    .  «^'^'^' 

^  ^  ^  7rp/*<yV,4-/w,H Tf  —  ^f 

On  peut  eliminer  co'  entre  la  premiere  et  la  seconde  de  ces  equations,  ce  qui 
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donne 

ou  bien,  en  rempla^ant  v',,  i^^j,  /w,  et  m.^  par  leurs  valeurs  (4o)  et  (42),  divisant 
pampZ-a*'*  cl  reduisant, 

M      ,^  ,.  ,        J  —  3C  I  ,,  9.56 

jTipl^  I -hex        2  ®cr*(i-+-a)' 

(45) 


\     '    l-t-  OC  4  i  -^  OC    J  Tip/'  \4  O  2         / 


La  derniere  des  equations  (44)  donne  d'ailleurs 


3^^  /.   .    3     ,  .    ^      \    ,   o     —  n-3aH-3a^^3a=»        a(i  —  a)(i -+- 3a]  _ 


(46)     5^*('-^;«*-*-2«y)+87 


(i-t-a)'*  (I -ha)* 


Les  deux  equations  (45)  et  (46)  determineront  les  inconnues  a  et  y  en  fonc- 

tion  des  donnees  -«  et  a,  apres  quoi  la  premiere  des  formules  (44)  donnera  o). 

pi 

Mais  il  vaut  mieux  proceder  par  approximations  successives  :  Tequation  (45) 
donne,  quand  on  y  neglige  les  petits  termes  en  g-. 


(47) 


M  4^('-a-^ 


Tip/'        (i-ha)(3-t-a«) 


8\> 


c'est,  en  remplaganta  par  -»  I'equation  de  Laplace.  On  pourra  porter  cette  va- 
leur  de  -^  dans  la  relation  (46)>  et  Ton  en  tirera 

(48)  8y^a(.-«')|:tJiL+-7«;+'5a^ 
^      ^  '  '6  —  ga  —  II  a*  — ID a^ 

En  rempiagant  y  par  cette  valeur  dans  Tequation  (45),  on  aura  une  equation 
plus  approchee  pour  trouver  a.  On  pourra  ainsi  proceder  par  des  approximations 
successives. 

La  seconde  des  formules  (44)  donne  d'ailleurs 

(49)  -T"  =4a n  (2H-a*). 

^^^'  rAp  I  -h  a       Tzpl^  ^  ' 


L'equation  (47)  a  deux  racines  positives  a^  et  aj,  comme  on  Ta  vu  dans  la 
theoriede  Laplace;  Tune  a,  est  inferieure,  rautrea^  superieure  a  — ?— ,  =  o,3(). 
D'ailleurs,  le  numerateur  de  Texpression  (48)  de  y  est  essentiellement  positif 
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pour  0L<^i,  et  le  denominateur  Test  aussi  pour  a  <  0,24;   il  s'annulc  pour 
a  =0,24,  et  est  negatifpour  a  >o,24. 

Done  a  la  racine  ag  correspond  une  valeur  negative  de  y;  I'expression 

9(^)  =  asin^  -H  y<7s'm2t 

est  inferieure  a  a  sin/,  quand  /  est  compris  entre  o  et  -;  eile  est  superieure  a 

a  sin/  pour  /  compris  entre  -  et  it.  La  section  meridienne  a  done  la  forme  repre- 

sentee  par  lay?^.  i5. 

Si  la  racine  a,  est  superieure  a  0,24,  la  section  meridienne  correspondante  a 


Fig.  i5. 


Fig.  16. 


r^w^.-^^^^^ 

A'     .^f"^ 

/    j:*^ 

^^^^-'k^^^ 

/y^ 

Sfc^N^ 

\^y^ 

\\ 

\\ 

1 

/ 

// 

^  / 

,y 

\  x^ 

^^y 

•^^^--..^J 

-fti^^^-'''''^'^ 

encore  la  meme  forme,  tandis  que,  pour  a,  <  0,24,  elle  a  la  forme  indiquee  par 
la/^.  16. 

78.  Nous  allons  chercher  ce  que  deviennent  les  formules  precedentes  quand 
on  suppose  M  =  o.  Dans  ce  cas,  I'anneau  est  soumis  seulement  aux  attractions 
mutuelles  de  ses  diverses  parties  et  a  la  force  centrifuge;  on  a 

/Tin  =  m,  =  m,  =1  m,  =  o. 


et  les  relations  (44)  deviennent 


TrpoT, 


TUp^^, 


0) 

T 


:r   —  O, 


4f 


O, 


ou  bien 

(5o) 


(5i) 


(52) 


w^ 


71  fp 


I  Jog 


256 

I   7  -H  3a 

4     I  -H  a 

4- 

2y 
a 

I  —  a 

(7'(i  4-  a 

Y 

I  -H  a 

TUfp 

I  —  a 
4a > 

I  -Ha 

(1- 

•a- 

')(i-H3a) 

ay  ^ 

a         4(—  '-H3a-H3a*-H3a') 


On  voitque— p->  a(i  —  a)  et  y  doivent  etre  de  petites  quantites  du  meme 


T.  —  11. 


20 
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ordre;  il  en  est  de  meme  do  i  —  a,  car  nous  avons  suppose  a  fini.  La  for- 
mule  (5o)  donnc,  quand  on  y  remplace  a  par  i  et  y  par  o, 


03*  .  /.      8       5 


,-  —  fJ^    log 7 

Trip  \       a      4 

Nous  tirerons  sans  peine  des  equations  (^o),  (5i)  et  (52), 


i-/ia«,     h^L(\o^l-^y     y^l^'^'' 


II  viendra  ensuite 


^—-  <jl{(xsmt^  ^  Ad'  sin 2/), 

o 


ou  simplement,  puisqu'on  a  neglige  a% 

Yj—  l{i  —  acost), 

\l  en  resulte  que  la  section  meridienne  serait  une  ellipse  ayant  pour  demi- 

axes  ao"/  et  a/,  et  pour  aplatissement  —  ( log ^ ) • 

Mais  ces  derniers  calculs  sont  insuffisants,  car  on  a  conserve  dans  <f(t)  des 
termes  en  a'%  tandis  qu'on  a  laisse  de  cote  les  termes  a"sin3/  et  a"'sin4^  qui 
peuvent  contenir  des  termes  du  meme  ordre.  Done,  dans  le  cas  special  ou  Ton 
suppose  M  =  o,  il  faudrait  pousser  les  approximations  plus  loin  qu'on  ne 
I'a  fait. 
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CHAPITRE  XL 

RECHERCHES  DE  M.  POINCARE  SUR  LES  FIGURES  D^^IQUILIBRE. 


79.  Recherches  de  M.  PoincarS  sur  la  figure  annulaire  d'Squilibre 
d'une  masse  fluide  homog^ne  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la 
loi  de  Newton,  et  qui  est  animSe  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autpur  d'un  axe  fixe  O a:.  —  MM.  Thomson  et  Tait  avaient  annonce  sans  de- 
monstration que  parmi  les  figures  d'equilibre  dont  est  susceptible  une  masse 
fluide  animee  d'un  mouvement  de  rotation  il  y  a  une  figure  annulaire  de  revo- 
lution. Voici  la  demonstration  donnee  par  M.  Poincare. 

Soient  C  le  centre  de  gravite  de  la  section  meridienne  AMB,  CO  =  /  la 
perpendiculaire  abaissee  de  ce  point  sur  Taxe  de  revolution.  Soient  r=CM 


et  (p  =  jCM  les  coordonnees  polaires  d'un  point  quelconque  M  de  la  section 
meridienne.  On  supposera  cette  courbe  symetrique  par  rapport  a  Oy,  de  sorte 
que  son  equation  pourra  etre  mise  sous  la  forme 


(0 


/•  — a(i  -h(3i  COS9  -H  (3jC0S2  9  H-. .  .)• 


M.  Poincare  part  de  Tequation  generale  de  Tequilibre,  exprimee  a  I'aide  du 


I  56  CHAPITRE    XI. 

principe  des  vitesses  virtuelles,  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

3U  =  o, 

en  appelant  U  la  fonction  des  forces.  U  doit  done  etre  un  maximum  ou  un  mini- 
mum dans  la  position  d'equilibre,  et  Ton  sait  que,  si  le  maximum  a  lieu,  I'equi- 
libre  est  stable.  Voyons  quelle  est  {'expression  de  U.  Aux  forces  provenant  des 
attractions  mutuelles,  il  faut  joindre  naturellement  la  force  centrifuge.  Soient 
dm  et  dm!  deux  molecules  quelconques  de  I'anneau,  A  leur  distance  :  on  aura 


U^fJ^^^Hlco«/J«^m, 


on  prenant  la  somme  des  potentiels  de  Tattraclion  mutuelle  et  de  la  force  cen- 
trifuge, somme  etendue  a  tons  les  points  de  la  masse  qui  tourne  avec  une  vitesse 
constante  co.  Nous  poserons 


(2) 


rdmdm!        i    C  C  dmdm!  .       /*  ,  _f 


ce  qui  nous  donnera 


I 


(3)  Urr:  fW-+-   -CO«L 


W  est  I'energie  potentielle  de  Tanneau,  et  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  a 
Taxe  de  rotation.  W  depend  d'une  integrale  sextuple,  et  I  d'une  integrale  triple, 
ces  deux  integrales  etant  etendues  a  toute  la  masse  de  I'anneau.  Remarquons 
d'ailleurs  qu'en  designant  par  d^u  les  elements  dm  compris  entre  la  surface  d'e- 
quilibre et  une  surface  deformee  infiniment  voisine,  par  Vjj^  ety^  les  valeurs  du 
potentiel  V  et  de  la  distance  j  pour  un  point  de  la  surface  d'equilibre,  on  a 

et,  par  suite, 


d[] 


-/(fV,  +  ia)Vj)^f^  =  o, 


puisque  fVjj^-f-  -co''/|l  est  constant  pour  toute  surface  d'equilibre. 

On  se  donnera  la  masse  M  de  I'anneau,  sa  densite  p  et  la  vitesse  de  rotation  co ; 
la  connaissance  deM  permettrad'etablirune  relation  entre  a,/,  p^,  p^,  . . .;  lefait 
quel'origine  C  des  rayons  vectcurs  coincide  avec  le  centre  de  gravite  de  la  sur- 
face de  la  courbe  meridienne  donnera  une  relation  entre  les  p,  et  Ton  pourra 
exprimer  p<  en  fonction  de  Pa,  pg,  .. .;  les  parametres  qui  resteront  arbitraires 
seront  done  a,  p^,  ^3, Supposons  que  Ton  ait  obtehu  I'expression  de  U  en 
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fonction  de  ces  parametres,  la  condition  8U  =  o  donnera 

dU  d\]  d[] 

(^)  d^=^'      W.^""'      W^"""'      •••' 

on  determinera  ainsi  tons  les  elements  de  la  figure. 

80.  On  pent  simplifier  la  determination  de  W  en  profitant  de  ce  que  Tanneau 
est  de  revolution. 

Soient  rfS  et  rfS'  deux  elements  dc  Taire  de  la  section  AMB,  y  et  j'  leurs  dis- 
tances a  I'axe  Ox,  h  la  distance  de  leurs  paralleles.  Les  elements  rfS  et  rfS' 
engendrent,  par  leur  rotation  autour  de  Oa?,  deux  anneaux  circulaires  dont 
I'energie  potentielle  sera  representee  par  rfW;  on  aura,  en  designant  par  4*  et  4*' 
les  angles  formes  avec  xOy  par  les  meridiens  de  deux  elements  dm  et  dm!  de 
ces  anneaux  elementaires  et  par  A  la  distance  de  dm  et  dm! , 


W=fdW,  cTW  —  ff 


dm  dm' 

dm  zizpdSy  d^,        dm'  =  p  d%' y'  d^' , 

^j_^j_^yi_  2^/' cos(4''  — 4")  -^-^'S 

d^' 


ajj' cos(4''  — +)  "^^* 


Soit  ^'  —^==  Y''»  ^^  aura,  en  remarquant  que,  dans  Tintegration  relative  a  ^\ 
4^  doit  etre  suppose  constant, 


^.y 


dV^  =i^T:p^yy'dSdS'  f   >- =z. 

Jo    V7'  +  /*— a/ycos^^^-t-/** 

\  ou  bien,  en  faisant  ^j;"  =  ir  —  2O, 


« 


dW  =  Snp*yydSdS'  f  ^^ 


V^(>'  +  7')'  +  A'-47/sin«0 


On  est  done  conduit  a  une  integrate  elliptique  complete  de  premiere  espece. 
Soient  k  le  module  et  k'  son  complement;  on  aura 

(5)  {      "  {y-hfr-hh^^  (y+yr+/i'' 


It 


yy'  /*'  dO 

dW  =  87rp-  •  —  dS  d^'  I 


e 

On  remarquera  que  8  est  la  distance  dcs  elements  dS  et  dS\ 
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M.  Poincare  suppose  que  les  dimensions  de  la  section  meridienne  sont  tres 
petites  par  rapport  a  /;  dans  ces  conditions,  les  rapports 


y  y  h 


sont  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  et  k^  est  une  tres  petite  quantite  po- 
sitive du  second  ordre.  On  devra  done  recourir  pour  le  calcul  de  I'integrale  com- 
plete de  premiere  espece  a  la  formule  donnee  par  Legendre  pour  le  cas  ou  le 
module  est  tres  voisin  de  Tunite, 


n 


Nous  ferons 

de  sorte  quey,  ety^  seront  les  coordonnees  des  elements  ^/S  et  rfS'  rapportees 
a  Taxe  Q^x^ ,  parallele  a  Ox.  On  aura  h^  --  {x  —  xfy,  et  Ton  trouvera  sans  peine, 
en  developpant  les  formules  precedentes  suivant  les  puissances  des  petites  frac- 

..        X   x'    Yx    y\ 


^  -  Ti  L'  +  —I—  -^ 47^ J 

,., ._  ^  r,  7.+./. ,  (J.  -+-/.)'  _  (•^-•^')' ,    'I 

4_,      8/       7,  +  /.        (v.+y,)*       (a—x')* 

r/         _     (^+ri)(^+.r'i) 


le/*"^*"'' 


s/(7+7')'+/«'       v/(2/+7,+7;)=+(a;-jj')' 


_^r,  ,  J-.  +  7'.      (.r.-/.)'     (^-a;')'  ,      "I 
~i\:         2/  4^«  8/»      -^•••j' 

+  4.p./ [^  *  '■■^^^  *i^^  <-^^  ^. . .] ,«^.. 
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Nous  ferons 


(7) 


W,  ^- 47rp*/ r/'log ^ rfS dS', 


■(8) 


w,=  ,.,.,//r-±^.ti_30-^..-_<--p!^...],„,|/^^, 


^-■'//[--^•'^ 


(71-/1)*  ,  rir'i  .  (^  — ^') 


i6/> 


2/* 


e/St/S', 


et  nous  aurons 


(9) 


W  r:z  W,  -h  W,. 


I  ,  ft  I 

W,    est  de  Tordre  de  aVIog-;  Wj  contient  des   termes   en   aV^log-* 
a*/(^j  log->  •••?  ^^'v  ^*n7)'  —  W~  ^^*  ^^"^  ^"^  petite  quantite  de 


a 


I'ordre  de  -.  • 

81.  Nous  nous  occuperons  seulement  de  W,  que  nous  calculerons  en  suivant 
une  indication  donneepar  M.  Callandreau  {Bulletin  astronomique,  t.  Ill,  p.  252). 
Posons 


(10) 


/(cp)  =  1  ~f-Pi  cos 9 -+- (3j  COS 2 9  -h. . . 


et  considerons  les  courbes  ayant  pour  equations 

u  et  u'  designant  deux  parametres  variables  compris  entre  o  et  a,  u'  <^u.  Les 
courbes  en  question  sont  homothetiques  a  la  courbe  meridienne.  Nous  pren- 


drons  pour  Telement  dS  la  portion  de  la  couronne  comprise  entre  les  courbes  £/, 
u  -f-  du  et  les  rayons  vecteurs  auxquels  correspondent  les  angles  (p  et  (p  -k  rf(p;  de 
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meme  pour  dS\  Nous  aurons 

dS  =  uf^(^)dudc^,       d^'=u'p{(^')du'd(^', 

5«  =r  f/V«(9)  -+-  w'V'(?')  -2liu'f{<p)f{^')  cos(9  -  9'). 

Pour  une  valeur  donnee  de  w,  nous  integrerons  relativement  a  u'  de  zero  a  u; 
et  pour  (p'  de  zero  a  2ir,  de  maniere  que  Telement  rfS'  occupera  toutes  les  posi- 
tions a  rinterieur  de  la  courbe  u.  On  fera  ensuite  varier  9  de  zero  a  211  et  a  de 
zero  a  a.  De  cette  fagon,  toutes  les  combinaisons  des  elements  dS  et  dS'  auront 
ete  prises,  et  chacune  une  fois  seulement.  On  pourra  done  ecrire 

47rp«/    J,  J,  Jo     Jo  v^£/y*(9)H-£/'y*(90-  2«i/'/(9)/(90  cos  (cp  -  9') 

u  etant  suppose  constant  dans  Tintegration  relative  a  //,  on  pent  faire 

u'  z=  ux,         du'  =  u  dXy 

d'oii 


111-,=  /     u*du\    xdxl        /      /« (y )/'  (y')  log .^  rfo  do' 

f     «»e/w/    ^c/j:/       /     /^(9)/V)log   ;-  -      ,  =d<fd<f'. 

0  Jo  Jo     Jo  v//'(?)-^^VH?')~2^/(?)/(9')cos(9-9')    ^   ^ 

Dans  les  dernieres  integrales,  on  pent  effectuer  immediatement  les  integra- 
tions relatives  aw;  on  a,  en  effet, 


/     £/»  log  —  du  =  -T  u*"  log h  -j;  M*  H-  const., 

J  °  u  4  '^       10 


on  a,  d'ailleurs, 


,«ic  ^Jit 


/     /'(?)^?=  /      (I-+-P,  cos9H-|3,cos29-h...)*^9  =  27r(i-hCo), 


en  posant 


^ 


i 
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et  negligeant  les  cubes  ou  les  produits  cle  trois  dimensions  des  quantites  ^|, 
p2»  •••  (on  a  vu  au  n**78  que  la  section  meridienne  differe  peu  d'un  cercle).  II 
en  resulte 

(12)  Wi=7r*p'a^/(i -f-Co)M  - -halog  —  j -h7rp*ei*/ /    Jxdar, 

oil  Ton  a  fait 


,S1C      ^fK 


0     ^0  V7*(?)  -^ ^V*(9  )  —  2x/(<p)/i9')cos(<p  —  cp') 

11  nous  faut  calculer  J.  Si  nous  faisons 

/'(?)-+-^V*(?')  -2^/(9)/(?')cos(9  — <p')  =  [i   hJ:'-2xcos(cp-9')l(i4-H), 

d'oii 

/  ^^  H       /'(?)  -  '  -^  -^'[/M?0  -I]  -  ^■r[/(9)/(9^)  ~  I]  cos(cp  -9O 

(10)  11=    r       —    . r. y 

^     '  \ -\- x^ — 2. r  cos (9  —  9) 

il  viendra 


.11c     ^SIC 


Jo  v^iH-x* — 2.rcos(o  —  o') 

(14) 


.SIC      /«21C 


J     /»(?)/'(?')  log(i  4- H)rf<prf<p'. 


0  •'0 


On  a,  en  serie  convergente, 

V'l  -ho?*— 2J7COS(9  —  9  )         ^    "^ 

Faisons 

C  =  2  (3„  cos/19,         C  =  2  P/t'  cosn'9', 
1  1 

d'oii 


la  premiere  integrate  qui  figure  au  second  membre  de  la  formule  (i4)  pourra 


» ' 


s  ecnre 

tit     ^sir 


^^f      f    (i-H2C  +  2r-HC'-HC"+4K'  +  ...)cos/i(9-<p')rf?'; 
T.  —  II.  21 
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pour  avoir  un  resultat  different  de  zero,  il  faut  reduire 

a  4^C  et  meme  a  4SpjJcosn(pcos/i(p',  ou  meme  encore,  a  2Sp^cosn(9  —  9'); 
I'integrale  en  question  aura  done  pour  valeur 


4.'2^PJ. 


La  formule  (i3)  donne 


_  2^-hCM-_(2CM-  r')3?>^  2  (C  4-  K'-^Z^')  ^  COS0 

I  H-  .r*  —  2  a?  cos  ^ 

OU  bien 

(i5)  H zzz C4- r + cr  -h (c - D  '  t.^ 7 ^' "^ ^'^^' ■ 

^       '  ^  '     i  4- a:*— 2XC0SU 

Cette  expression  est  de  I'ordre  i  par  rapport  aux  P;  il  en  resulte,  d'apres  nos 
conventions,  qu'on  pent  prendre 

log(i+H)r.:iI-^; 

la  formule  (i4)  donnera  ainsi 


00 

n 


(.6)  j^47:.2^(3J  +  Jj.. 

I 

en  posant,  pour  abreger, 


,S1C      rt*K 


f       /      (H»- all)  (i  +  O' (<  +  ?')» rftprf?'. 

RemplaQons  Hpar  sa  valeur  (i5),  et  nous  trouverons  sans  peine,  toujours  au 
meme  degre  de  precision. 


r.i1t  yr^tn 


J,  =  f     f    (-2?-9C'-3?«-3C"-8?r)^/?</?' 


0         *^0 


^'^M  "^'i      i r+-F'-a-^-^& ■^'P''^ 


,111       ^iTC 
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Faisons 


—  «M«  W 

C*  =  Co-h2c;,cosn<p,  K'^=Co-h^Cn'COsn'(^',  c^  —  i  ^pj, 

1  1  1 

I  "^ 

(i8)        /  ~ -^—k^-^-^Kn"  coin's, 

1 

00 

7-- — i ^  =  Bo -+- V  B«' COS /i'' 0, 


et  nous  obticndrons  les  formules  suivantes,  dans  lesquellcs  nous  avons  omis, 
pour  abreger,  ies  limites  zero  et  211  des  integrales, 


r  r        Kd<^d^'         ^  r  r       i^'d^d^'        ^  ^ 

J  J    I  -h  ;r*  —  2 a:  COS 6       J  J   i  -\-x^  —  ix  COS 0  ' 

J  J   I -ha?'  — 2J7COS0       J  J  I -h  a;*  —  2a?cos6i  ®    "* 

r  rj^9j?L  .  _  r  /* g" ^9 ^y'     _ . ^.^  b 

J  J  (i-t-aj»  — 2j;cose)»  ~  J  J  (i  +  x»— 2:rcos0)»  —  ^       "    " 


f  f  T-S~-fl'^^9  =  222;  A,.(3„i3„. jycos/i<pcos/,'9'cos«'(?  -  <p')  e/<p  rf?' 


V  V  A„*(32  /  /  cos/i9COS/i9'cos/i''(9  — 9')r/9^/9' 

V  A„PJ[  /    /  cos/19  cos/19' cosn(  9  —  ^')d^d^' 


1 
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et  Texpression  (17)  de  J,  donncra 


J,  zr-  —  247r«Co  4-  2(1  -h  A-*)  (  —  ^TT'CoAo  -H  7^*^  K^lj 

1 


+  (I  -  X')*  ^87r«c,B,  -  27:' 2 '^"P") 

1 

ou  bien 

(19)  J,  =  8ir»c,[-3-Ao(n-^')+Bo(i-a;')»]  +  27r'2[A»('  +  *')-B„(i  -x«)'](3J, 

1 

Or,  en  differentiant  par  rapport  a  a?  la  deuxieme  des  formules  (i8)  et  multi- 
pliant  ensuite  par  x,  il  vient 

00 

JO  -^  H-  >  x  —J—  cosnO— T ^ 

djc       ^d       djo  (i  +  ^*— 2a;cosy)* 


1 


I  —  J?* 


i-hj?' — 2:rcosd       (iH-o?' — 20:  cos  6*)* 


on  en  conclut  done 


(i-a;«)B«==:A„4-x^S 


et  Texpression  (19)  de  J,  devient 


OB 


2^ 


Or  on  salt  que  I'on  a 

■^0""  7      :3l'         A«  ^=^  , 

1  —  »r*  I  —  J7* 

et  il  en  resulte  aisement 

00 

Jt  :=  —  247r*Co  —  4  71*  2  '^  ^^  PJ- 

1 

La  formule  (iG)  donne  ensuite 


00 
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(I'ou 

®  1  1 

ct,  en  reportant  dansrexpres.sion(i2)  de  W,  etremplaQant  c©  par  sa  valeur  (ii), 
il  vicnt 

<-'       iw-; = <-  '->■  (-:  *  "»^ ") + i  (^  - ;)  «■ 

Nous  poserons 

(21)  d«»(i-hCo)  =  a.;, 

et  nous  remplacerons  a  par  a^;  nous  aurons 

,      8/        ,     8/      ,      .  ,        ,     8/ 

2  log—   =2  log h  Iog(l4-Co)iz:  2  log h  Cq. 


a  tio  ao 


et  I'expression  (20)  deviendra 


(22)  >V.   .7r'p«/«i[i+2log|-'  +  32(7*-')'^«]- 

1 

II  nous  faut  maintenant  calculer  Texpression 


I 


:  I  p^  dm. 


p  designant  ia  perpendiculaire  abaissee  de  relcment  dm  sur  Taxe  de  rotation. 
Or  on  a 

dm  :zz  pp  d^  dSf 

d'oii 

1  =:  2 Tip  /  /?*  dS  =  2'np  j  j^dS; 

mais  y  est  donne  par  la  relation 

On  aura  done 
(23)  1  r-  27rp  (l'  fdS  +  3/*  Tv,  ^S  +  3/^7?  rfS  -h  TjJ  fl's) . 

Nous  avons  suppose  que  le  point  C  etait  le  centre  de  gravite  de  Taire  de  la 
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section  meridienne,  ce  qui  nous  donnera 

j  yidS  —  o; 
on  a,  d'ailleurs, 

d'ou  Ton  tire 

ainsi  Tza]  represente  I'aire  de  la  section  meridienne.  On  aura  ensuite 

y\dS  ~z  I    u^du  I      (i -h  0*008*96/9  =  ^  a*  /      (iH- 4?  H. . .)  cos*9fl?9; 

d'oii,  en  negligeant  le  produit  de  ,7  par  Tune  quelconque  des  quantites  p, 

y;|flS  =  jTza^  -\--a^  I      C 00829^/9  —  j  7ra*H-  -  7ra*p,=  j  na^-h  -  7raJ(3,4-...  ; 
43^^  42  42 

les  formules  (23),  (24)  et  (20)  donneront  done,  avec  la  precision  adoptee, 

(26)  I  =  27rpaJ/^/*-h  7  «J  -+-  -«??«)• 

En  vertu  des  relations  (22)  et  (26),  la  fonction  U  deviendra 
ou  bien,  en  introduisant  la  masse  M  de  I'anneau  par  la  formule 

M  =  2  7r*flrJ/p, 

a^  et  /  sont  lies  par  la  relation 

M 

(28)  all=-. 


2  71' p 

U  se  trouve  done  elre  une  fonction  des  variables  independantes  a^,  pj,  p,,  . . .; 

p,  n'y  figure  pas,  puisque  le  coefficient i  s*annule  pour  /i  =  i. 

II  faudra  determiner  ces  variables  independantes  de  maniere  que  U  soitun 
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maximum  ou  un  minimum,  ce  qui  donncra 

-^  =0,  pour  /i>2; 

il  en  resulte  immediatement 

(3o)  (3i  :      Pt  "  .  .  .  —  O. 

La  seconde  des  conditions  (29)  donne  ensuite 

^        3    0)* 

Enfin  la  premiere  des  conditions  (29)  donne 

d\}       d\]  dl 


da^        dl  doo 

OU  bien,  a  cause  de  la  relation  (28), 

(82)  -^ ~-  =0. 

Or  on  tire  de  Texpression  (27)  de  U 

-T7    =  -T    +  -7;-  ^ 


TifpM  dl         I        Trfp 
TtfpM  da^ 


^'"(^ +  "'"8  !;-pO  ""''''■'"  i?f^  "'("4 -*' ^  ^')* 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (32)  et  negligeant  les  termes  en  co*, 
il  vient 

5  ,       8/        2  0)'/*         3a)» 

h  2  log r. r   +  7—^    —  O, 

2  ^  a^        TTlpaJ       47rip 

.      8/       5 
1   'ogT 


on  doit  meme  se  borner  a 

Cette  formule  coincide  avec  celle  que  nous  avons  deduite  de  la  methode  de 
^jme  Kowalewski,  en  faisant  abstraction  de  la  masse  de  Saturne. 
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Remarque.  —  On  verra  sans  peine  que  la  solution  trouvee  repond  a  un  maxi- 
mum de  la  fonction  des  forces;  il  semble  done  que  I'equilibre  doit  etre  stable. 
Mais  cela  n'est  pas  demontre,  parce  que  nous  supposons  essentiellement  Tan- 
neau  de  revolution,  et  qu'il  nous  est  interdit  de  lui  donner  de  petits  deplace- 
ments  qui  Tecartent  meme  tres  peu  de  sa  figure  de  revolution.  La  stabilite 
n'est  done  pas  prouvee  pour  tons  les  deplacemcnts  infiniment  petits,  mais  seu- 
lement  pour  ceux  qui  n'alterent  pas  la  figure  de  revolution. 

Les  recherches  precedentes  de  M.  Poincare  ont  paru  dans  le  Bulletin  astrono- 
mique  (t.  11,  p.  109  et  4o5).  Le  meme  auteur  a  publie  dans  le  tome  VII  des  Acta 
mathematica  un  Memoire  beaucoup  plus  important,  dans  lequel  il  a  fait  preuve 
d'une  singuliere  penetration.  L'analyse  qui  I'a  conduit  a  des  resultats  remar- 
quables  est  tres  elevee,  et  nousne  saurions  lareproduire  sans  depassersensible- 
meni  le  cadre  de  cet  Ouvrage.  Nous  devons  nous  borner  a  reproduire  quelques- 
unes  des  conclusions  du  Memoire  : 

«  Les  ellipso'ides  ne  sont  pas  les  seules  figures  d'equilibre  que  puisse  affecter 
une  masse  fluide  homogene  dont  toutes  les  molecules  s'attirent  d'apres  la  loi  de 
Newton,  et  qui  est  animee  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe.  Si  on  laisse  de  cote  certaines  formes  d'equilibre  oil  la  masse  en  question 
se  subdivise  en  deux  ou  plusieurs  corps  isoles,  et  d'autres  oil  elle  prend  une 
configuration  annulaire,  il  existe  encore  une  infinite  de  series  de  figures  d'equi- 
libre. 

»  Toutes  ces  figures  sont  symetriques  par  rapport  a  un  plan  perpendiculaire 
a  I'axe  de  rotation.  En  outre,  elles  ont  toutes  un  certain  nombre  de  plans  de 
symetrie  (au  moins  un)  passant  par  I'axe,  et  certaines  d'entre  elles  sont  de  re- 
volution. 

»  Parmi  ces  series  de  figures,  il  n'y  en  a  qu'une  qui  est  stable  et  elle  a  deux 
plans  de  symetrie  seulement. 

»  Considerons  une  masse  fluide  homogene  animee  originairement  d'un  mou- 
vement de  rotation;  imaginons  que  cette  masse  se  contracte  en  se  refroidissant 
lentement,  mais  de  fagon  a  rester  toujours  homogene.  Supposons  que  le  refroi- 
dissement  soit  assez  lent  et  le  frottement  interieur  du  fluide  assez  fort  pour  que 
le  mouvement  de  rotation  reste  le  meme  dans  les  diverses  portions  de  la  masse. 
Dans  ces  conditions,  le  fluide  tendra  toujours  a  prendre  une  figure  d'equilibre 
seculairement  stable ;  le  moment  de  la  quantite  de  mouvement  restera  d'ailleurs 
constant. 

»  Au  debut,  la  densite  etant  tres  faible,  la  figure  de  la  masse  est  un  ellipso'ide 
de  revolution  tres  peu  different  d'une  sphere.  Le  refroidissement  aura  d'abord 
pour  effet  d'augmenter  I'aplatissement  de  I'ellipsoide,  qui  restera  cependant  de 
revolution.  Quand  I'aplatissement  sera  devenu  a  peu  pres  egal  a  f,  rellipsoide 
cessera  d'etre  de  revolution  et  deviendra  un  ellipso'ide  de  Jacobi.  Le  refroidis- 
sement continuant,  la  masse  cessera  d'etre  ellipsoidale.  L'ellipsoide  semble  se 
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creuser  legerement  dans  sa  partie  moyenne,  mais  pluspres  de  Tun  dessommets 
du  grand  axe;  la  plus  grande  partie  de  la  matiere  tend  a  se  rapprocher  de  la 
forme  spherique,  pendant  que  la  plus  petite  partie  sort  de  Tellipsoide  par  un 
des  sommets  du  grand  axe,  comme  si  elle  cherchait  a  se  separer  de  la  masse 
principale. 

»  II  est  difficile  d'annoncer  avec  certitude  ce  qui  arrivera  ensuite  si  le  refroi- 
dissement  continue,  mais  il  est  permis  de  supposer  que  la  masse  ira  en  se  creu- 
sant  de  plus  en  plus,  en  s'etranglant  dans  la  partie  moyenne,  et  finira  par  se 
partager  en  deux  corps  isoles.  » 

M.  Poincare  fait  remarquer,  en  terminant,  queles  conclusions  precedentes  ne 
peuvent  pas  s'appliquer  immediatement  a  la  theorie  cosmogonique  de  Laplace, 
parce  que  la  nebuleuse  qui  a  donne  naissance  au  systeme  solaire  devait  etre 
fortement  condensee  vers  le  centre. 

Avant  M,  Poincare,  M.  Liapounoff  avait  etudie,  d'une  maniere  approfondie, 
les  conditions  de  stabilite  des  figures  d'equilibre  ellipso'idales  (1884).  Son  tra- 
vail a  malheureusement  ete  imprime  dans  la  langue  russe,  et  nous  ne  le  con- 
naissons  encore  aujourd'hui  que  par  une  breve  analyse  qu'en  a  faite  M.  Radau 
dans  le  Bulletin  astronomique.  Les  recherches  des  deux  geometres  sont  entiere- 
ment  independantes  les  unes  des  autres. 

On  trouve  enoncees,  sans  demonstration,  dans  le  Treatise  on  Natural  Philoso- 
phy de  MM.  Thomson  et  Tait  (2*  edition,  t.  I,  Part  11,  p.  332-335),  un  certain 
nombre  de  propositions  relatives  aux  figures  d'equilibre  d'une  masse  fluide,  et  a 
leur  stabilite.  C'est  en  cherchant  a  demontrer  quelques-unes  de  ces  proposi- 
tions que  M.  Poincare  a  ete  amene  a  composer  son  beau  Memoire  des  Acta  ma- 
thematica, 

Enfin  il  convient  d'ajouter  que  M.  Matthiessen  avait  signale  avant  W.  Thom- 
son I'existence  des  figures  annulaires  d'equilibre;  mais  sa  methode  ne  permet- 
tait  qu'une  approximation  limitee  et  etait  inferieure  a  celles  de  M"*  Kowalewski 
et  de  M.  Poincare.  M.  Matthiessen  s'est  occupe  des  figures  d'equilibre  dans  plu- 
sieurs  Memoires  dont  les  titres  suivent : 

Ueber  die  Gteichgewichts-Figuren  homogener  frei  rotirender  FliissigkeUen.  Kiel,  1857. 

Neue  Untersuchungen  iiber  frei  rotirende  Fliissigkeiten  im  Zuslande  des  Gleichgewichts, 
Kiel,   1869. 

Ueber  Systeme  kosmischer  Ringe  von  gleicher  Unilaufszeit  als  discontinuirliche 
Gleichgewichtsformen  einer  frei  rotirenden  Fliissigkeitsmasse.  Lcipsig,  i865. 

De  cequilibrii  figuris  et  revolutione  homogeneorum  annulorum  sidereorum  sine  corpore 
centrali  atqite  de  mutatione  earum  per  expansionem  ant  condensationeni  (Annali  di 
Matematica,  2«  s6rie,  I.  Ill,  1870). 

Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  and  Abplattung  im  Gteichgewichte  befindlicher  ho- 
mogener Etlipso'ide  and  die  Verdnderung  derselben  durch  Expansion  und  Conden- 
sation, Leipsig,  1 87 1. 

T.  —  IL  22 
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Ueber  die  Geselze  der  Bev^^egung  und  Formverdnderung  homogener,  frei  um  ihre 
Axe  roUrender  cylindrischer  Gleichgev^dchts-Figuren  und  die  Verdnderung  derselben 
durch  Expansion  oder  Condensation.  Leipsig,  i883. 

Pour  completer  les  indications  bibliograpliiques  precedentes,  nous  mention- 
nerons  encore  les  Memoires  suivants  : 

RiBXANN.  —  Ueber  das  Potential  eines  Hinges  {Gesammelte  Werke,  p.  407)* 

G.-H.  Darwin.  —  On  figures  of  equilibrium  of  rotating  masses  of  fiuid  {Philosophical 
Transactions,  1887). 

Basset.  —  On  the  steady  motion  of  an  annular  mass  of  rotating  liquid  {American 
Journal  of  Mathematics,  t.  XI,  p.  172;  1889). 
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THfiORIE  DE  MAXWELL  POUR  L'ANNEAU  DE  SATURNE. 


82.  Apres  avoir  demontre  I'instabilite  d'un  anneau  solide  tournant  autour  de 
Saturne,  Maxwell  (*)  considere  un  anneau  elementaire  comme  forme  par  la 
reunion  d'un  grand  nombre  de  petits  satellites  P<,  Pa,  Pa.  ....  libres  de  leurs 
mouvements  mutuels.  Si  ces  petits  corps  sont  assez  nombreux,  les  impressions 
produites  sur  Toeil  de  Tobservateur  ne  pourront  pas  etre  separees,  et  Tensemble 
paraitra  sous  la  forme  d'un  anneau  continu.  Nous  allons  ecrire  les  equations 
differentielles  du  mouvement  de  Tun  d'eux,  P,  parexemple,  en  ayant  egard  a 

Tattraction  de  Saturne  et  aux  attractions  des  autres  satellites  Pa,  P3, Nous 

supposerons  que  tous  les  mouvements  s'efTectuent  dans  un  meme  plan,  que 
nous  prendrons  pour  plan  des  xy.  Soient  ^o  j^,,  /W|,  R| ;  ^2»  J^a*  ^^2.  R2.  •  •  •  l^s 
coordonnees,  les  masses  et  les  fonctions  perturbatrices  pour  les  divers  satel- 
lites, M  la  masse  de  Saturne.  Nous  aurons 

^  4-fM^  ^^, 

et,  en  negligeant  les  attractions  exercees  sur  Saturne  par  les  satellites  consi- 
deres,  attractions  qui  se  compensent  d'ailleurs  presque  exactement,  nous  pour- 
rons  nous  borner  a 

oil  le  signe  V  s'etend  aux  satellites  Pa,  P3,  — 

(*)  On  the  stability  of  the  motion  of  Saturn's  rings,  Cambridge,  iSSg. 
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II  convient  d'introduire  des  coordonnees  polaires  par  les  formules 

^,  m /-J  cosi'i,        j^'i :- /'i  sint^i, 
Xj  =  r,  cosv^2,        jj  =  r,  sin  t^j, 


On  trouve  aisement  que  les  formules  ci-dessus  deviennent 

/      dv\       d'-r,       m  (^R, 

\  ^i  ~ 

(0 


/• 


'dt' 

dl^ 

'•?  ' 

~  drr 

'  dl* 

dr, 
-^'dt 

dv^ 
dt 

I 

V-. 

nii 

-•^  V /'J  -h  /'I  —  2  rj  /-J  cos  ( ('2  —  r, ) 

Nous  supposerons  que  les  satellites  soient  d'abord  places  aux  sommets  d'un 
polygene  regulier  inscrit  dans  une  circonference  de  rayon  a,  et  nous  represen- 
terons  par  2O  Tangle  au  centre  qui  correspond  a  chacun  des  cotes  du  polygone, 
de  sorte  que,  si^  designe  le  nombre  des  satellites,  nous  aurons 
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Si  Ton  negligeait  leurs  perturbations  mutuelles,  les  satellites  se  mouvraient 
tous  sur  la  circonference  do  rayon  a,  avec  la  meme  vitesse  angulaire,  et  Ton 
aurait,  a  une  epoquc  quelconque  /, 

/•j  zz:  a,  t'l  =  X -h  CO  ^, 

r^  —  a,  Ts  =  X  4-  CO  ^  4-  4  ^, 


X  designant  Tangle  constant  que  faitle  rayon  SP,  avec  le  rayon  mobile  determine 
par  Tangle  co/;  Tensemble  tournerait  comme  un  corps  solidc,  d'un  mouvement 
uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  co. 

Mais,  si  Ton  a  egard  aux  actions  mutuelles  des  satellites,  les  choses  se  passe- 
ront  d'une  maniere  plus  compliquee,  et  Ton  posera 


(4) 


I    /'i  m  r/(n-pi),  ('1  =  x  4- co^ -t-«7i, 

/•j—  «(l  4- Pj),  Tj  =  X  4- CO/ 4- 2  0  4- (Tj,  i'j—  i'l  =:  2  0  4- 0",—  (Ti, 

/•3  =  a(i4-p3),  r3  =  x4-co^4-4^-4-0'3»  Vi—i'i^^O-^di—cTi, 

\    •    9  J  7 


pi,  P2»  . .  •,  3'«>  7^*  • . .  designant  des  quantites  qui  s'annuleraient  avec  les  masses 


n 
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m,,  /Wa, Ces  quantites  resteront  petites  si  le  mouvement  s'eloigne  peu  du 

mouvement  simple  represente  paries  formulcs  (3).  En  supposant  qu'il  en  soil 
toujours  ainsi,  on  pourra  proceder  a  des  developpements  en  series  et  negliger 
les  Carres  et  les  produits  des  deux  dimensions  des  quantites  p,,  p2»   •••> 

^ i  »    ^2'     •  •  •  • 

83.  On  trouvera  sans  peine 


f  V  m 

'i 

—  r,cos(t>,— i^) 

1  7.  '^i 

+  r\ 

—  2  r,  /*,  cos  ( i'j  — 

I 

dRt 

f  V  #w 

r,sin(t',— t'l) 

• 

/•l 

—  I    7^  /W, 

• 

y 

1-1  • 

^1—  /•, cos(r,—  t^i)  =  a  ji4-pi  —  (i  4-ps)  [cos2  0-h  (o-i  — ffj)  sina^]] 

L  2sm'0  J 

/•,  sin(r4—  (^i)  :=  2a  sin  6  cos  0[i  H-pi—  ((Ti— <Ji)cot2  9], 
/•J-l-rJ—  2ri/-,  cos(r,—  ^'i)  =  a*  J3(i-l-pi-4-p,)  —  2(i-+-pi-hpi)  [cos2  04-(ffi— o-,)  sin2  0]j 

—  4«*sin*0[i  4-pi-l-pj—  (cTi  —  ffOcot^]; 

--  I       r      3  3  T 

[,.j4-r«-2r,/',cos(i',-~r,)]   *  =^  g^^-^  ['- ^(Pi  + pO -+"  ;(<^i- <^«)  co^^J' 

''l  — '*J  cos  ( i'j  —  ('i )  I  r  Pl-— Pl        *,fl        0"l~ffl       -al 

i^Aa'sine     '~P'~P''^'V^^"^^'^"V-^''°^^  r 


r,sin(r,—  r,) 


[r] -i-  r»—  2r,  r, cos((^,—  r,)] 


On  a  d'ailleurs 


dv\      d/V,      fM        ,         ,/        f/(J^y        d'-p,  fM 

^•'^-^-7f^-^('-^p')(,^-^i?rj--^:^--a'(i4-po' 

/    »  .  ^^1  ^Pl         rmj  '  — 2Pl\ 


'  dl^  '^      dt    dt 

On  trouvera,  en  partantde  cc  qui  precede,  que  les  equations  (i)  deviennent, 
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au  degre  de  precision  indique, 


fM       /  ,      2fM\ 


(»)  =s^2S(---^*'-^-*-^4^-4 


SGJ 


dt         dt^        ^a^  jUi    sm'0    L  ^  2       ^       °  J 


Maxwell  suppose  que  les  satellites  aient  tous  la  meme  masse.  Representons 
par  [X  le  rapport  de  cette  masse  commune  a  la  masse  M  de  Saturne;  nous  aurons 

nil  =^  /?i,  = .  .  .  =:  nip  =  [xMi, 

et  nous  pourrons  faire  sortir  m.^  des  signes  V  dans  les  formules  (5).  Sans  les 
actions  mutuelles  des  satellites,  on  aurait 

•      fM  ,,  ,         fm, 

co'izi— r->  dou         — -.=:(o'a. 

Les  equations  (5)  pourront  ainsi  s'ecrire 


•      fM       „    ,  d(Ti        d^pi 


(6) 


2(i) 


4'^sm6'\'^'^  2  2  / 

dpi       d^Gi        I     o     v^  cos9  f        3p, -hp,       o",  —  (Tj,.        ^  .Q.*l 

W  +  rf^v  =  r  ''2in^4'— ^V^  +  __ (tango  +  .col9)J 


Dans  les  deux  V,  quand  on  passe  de  P2  a  P,,  puis  a  P^,  . . . ,  6  doit  etre  rem- 
place  par  26,  3G,  . . . ,  de  sorte  que  finalement  6  doit  recevoir  les  valeurs 

/     \  71  271  /  \^ 

84.  II  s'agirait  d'integrer  les  equations  differentielles  (6)  en  meme  temps 
que  les  equations  qui  se  rapportent  aux  mouvements  des  satellites  Pj,  Ps,  .  . , 
c'est-a-dire  un  systeme  de  ip  equations  differentielles  lineaires  du  second  ordre 
a  coefficients  constants.  La  methode  generale  consiste  a  poser 


•  •  •  > 


en  designant  par  N,  Uf ,  H2t  . .. ,  K,,  K3,  . .  .des  constantes. 
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Si  Ton  substitue  dans  les  equations  difTercntielles,  on  aura  d*abord 


fM 


a*  ^       ^  Jhd  Sir 


sin  5' 

puis  on  obtiendra  un  ensemble  de  2p  equations  homogenes  entre  lesquelles  on 
eliminera  les  H/etK,;  on  trouvera  ainsi  un  determinant  qui,  egale  a  zero,  con- 
stituera  une  equation  propre  a  determiner  N.  On  voitaisement  que  cette  equation 
est  du  degre  4/>;  ^  chaque  racine  correspondra  une  solution  contenant  une  seulo 
arbitraire,  H,  par  exemple.  En  faisant  la  somme  des  solutions  partielles,  on  ob- 
tiendra les  expressions  des  integrates  generates  en  fonction  du  temps  et  de  !\p 
constantes  arbitraires.  ToutTinteret  de  la  question  consisteaconnaitre  la  nature 
des  racines  de  Tequation  du  degre  /!/>•  En  effet,  pour  que  les  valeurs  de  p,, 
ps, .. .,  (7,,  a^, ...,  petites au debut,  restent  toujourspetites,  il  fautque  toutes  les 

racines  de  notre  equation  soient  do  la  forme  zhny/—  i.  11  parait  difficile  de 
trouver  immediatement  les  conditions  sous  lesquelles  ce  resultat  pent  avoir  lieu. 
Maxwell  a  suivi  une  methode  indirecte  que  nous  allons  exposer. 
II  cherche  une  solution  particuliere  de  la  forme 

Pi  --  Acos(/i/^  a -4-  2yO),  a^  =:Bsin(/i/+  a-f-  2y&). 

p,  TT  Xcos{nt  -T-  a  -h  4y^)»  (Tt  —  Bsin(/i/-i-  <x-{-  iyO), 
(8)                     [ 

p,  —  Acos(/i^-i-  a  4-  a'y^),  a/  =  Bsin(/i/ -f- a -+- 2iy0), 


oil  A,  B,  /I  et  a  designent  des  constantes  et  y  un  nombre  entier  positif.  Si  Ton 
fait  pour  un  moment 

nt  -\-  a  -H  ay©  rrr  //, 

on  aura 

pi  =:  AcosM,        ps  =  Acos«cosay9  —  Asinei  sinayd, 

a,  =  B  sinw,        cri=  B  sinwcosay©  -h  Bcoswsinay©. 
Substituons  ces  expressions  dans  les  equations  (6),  et  nous  trouverons 

If  M 
w* r  -h  [(3w'-4-  /I*)  A  -f-aw/iBlcos«  =  (I), 
—  (aw/iA  -t-  /l*B)  SinMr  :(II); 

Nous  avons  represente,  pour  abreger,  les  seconds  membres  par  (I)  et  (II); 
nous  trouverons  sans  peine 

(I)=  J  o)*fJL^-r^    I  —  cosw  (aAcos^y©  — Asin'y9col*&-f-  -  B  sinayScol^j 
(,o)     ;  -*  s'"    L  \  ^  2  J 

-f-  sinw  (  A  sinay0  -h  -  A  sinay^cot*©  h-  B  sin*y9cot6)    , 
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CO 


t  I       «r^  COS  9  (  r  I  "1 

I  (11)==-^  oj'jjL^   .  ^^j  1  -h  sinw    -  A  sin 2-/9  4-  B{lang0  4- 2C0l9)  sin*y0 


I 


—  cosa    -A  4-- Acos2y0-h-B(lang0-4-2col5)sin2-/9 


Sous  les  signesS,  0  doit  prendre  les/?  —  i  valeurs  de  la  serie  (7);  on  voit  que 
les  termes  equidistants  des  extremes  ont  une  somme  egale  a  ir,  et  que  s'il  reste 

un  terme  isole  au  milieu,  il  est  egal  a  -•  Or,  quand  on  attribue  a  6  des  valeurs 

supplementaires,  le  coefiicient  de  sin£^  dans  la  formule  (10)  prend  des  valeurs 
egales  et  de  signes  contraires;  il  en  est  de  meme  de  celui  de  cosu  dans  la  for- 

mule  (i  i);  ces  coefficients  s*annulent  d'ailleurs  pour  6  =  -•  On  aura  done 


ou  Ton  a  pose 


(I)  =  WV[K  -h  (ALy  —  BMy)  COS  u\ 

(II)  =:  wV(AMy-+-  BNy)  sin  1/, 


/ 


(12) 


^  /sin*y0cos'0       cos*y0 


2:( 


My^= 


4sin»0 

sin2y0cos0 
~8  sin»  0 


cos'yw\ 
2sin5  / 


Nv:= 


2 


^  /sin'y9cos'0       sin'y0 


2( 


K    r= 


2  sin^G 


4  sill  d 


) 


il  est  entendu  que  les  signes  £  s'etendent  a  toutes  les  valeurs  (7)  de  G. 

Si  Ton  porte  les  valeurs  ci-dessus  des  expressions  (I)  et  (II)  dans  les  equa- 
tions (9),  elles  deviennent 

fM 

w' j-  —  w'fxK  4-  [(3w*  -+-«*  — w^fJiLy)  A  4-  (2(«)/i4-  a)*fJLMY)B]cosw  =  0, 


[(2&)/i4-  w*/jlMy)A  -h  (p}      4- a)'fjLNY)B]  sinw  =  0. 


Ces  relations  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  w,  on  en  tire 


(i3) 


('4) 


fM 


CO* = w'uK  =  o, 


(3(1)'  4- /I* —  w^jmLy)  A  4-  (2W/1  4-  w'jmMy)  B  =  0, 
(2(«)/i4-  &)'fjLMY)A  4- (/«'     4- w'[xNy)B  =  0. 


II  est  facile  de  voir  qu'on  tomberait  sur  les  memes  conditions  en  exprimant 
que  les  expressions  (8)  verifient  les  equations  differentielles  des  mouvements  des 
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satellites  P^,  P, L'elimination  de  A  et  Bentre  les  equations  homogenes  (i^) 

donne 

(j5)  (/i-4-  3w-—  Ci)*|UlLy)(/l*-i-  0)*|UiNy)  —  (2^/1  -f-  0)'fJLMY)*=:O. 

C'est  line  equation  du  quatrieme  degre  pour  determiner  /i. 

85.  Pour  chacune  des  quatre  racines,  la  constante  A  restera  arbitraire;  le 
rapport  ^  sera  determine  par  Tune  des  formules  (i  \).  Mais  on  pent  donner  a  y 

une  serie  de  valours  entieres,  et  Ton  entrevoit  ainsi  la  possibilite  d'obtenir  les 
integrates  generales  clierchees. 

Nous  supposerons  les  satellites  en  nombre  pair,  el  nous  fcrons 

Nous  representerons  par  /i^,,,  //y^^,  /i^,,,  n^^  les  quatre  racines  de  Tequa- 
tion  (i5)  qui  correspondent  a  une  valour  determinee  de  y;  par 

Ay,!,        Ay,j,        Ay, J,        Ay,v, 

"y,i>      "Y'»'      "T»'>      "Tt* 

les  valeurs  de  A  et  dc  B.  Nous  designerons,  en  outre,  par  o  Tun  des  nombres  i , 
2,  3,  4»  et  nous  ferons 

d'oii,  d'apres  la  premiere  des  formules  (i4). 

(16)  ^Y.fi  — ^ i — b—^* 

Soientay^5  les  diverses  valeurs  de  la  constante  a  :  si  Ton  donne  a  y  les  valeurs  i , 
2,  ...,y,  et  qu'on  fasse  la  somme  des  solutions  particulieres  correspondantes, 
on  aura  des  expressions  des  inconnues  p,,  p^,  . . .,  pp,  o"!!  ^at  •  •  • »  ^/»»  que  nous 
condenserons  dans  les  formules  suivantes  : 


,  Y=16=l 

('7)  (  y=,8=. 


p/  ==  2  2  ^^'^  ^^^  v*^'^  ^  "^  *^^»^  ■*"  Y^) 


/  =  2  2  Vs^Y.SSJn  ('^Y.i^  -+-  «Y.fi  -+-  ^) 


0". 

y=l  S  =  l 


Si  Ton  donne  a  i  les  valeurs  i,  2,  ...,  29,  on  aura  par  rcnchainement  des 
T.  —  II.  23 
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(li) 


i  (11)=: -,  gj*|jlV -r-Y2  j  I  -^  sinw    -  Asin2y9-i-  B(tang0  4-  2col0)sin'y0 


I 


COS!/    -A  H--Acos2y94--B(lang04-2cot0)sin2y0  I 


Sous  les  signesS,  6  doit  prendre  les/?  —  i  valeurs  dela  serie  (7);  on  voit  que 
les  termes  equidistants  des  extremes  ont  une  somme  egale  a  u,  et  que  s'il  reste 

un  terme  isole  au  milieu,  il  est  egal  a  -•  Or,  quand  on  attribue  a  0  des  valeurs 

supplementaires,  le  coefficient  de  sinw  dans  la  formule  (10)  prend  des  valeurs 
egales  et  de  signes  contraires;  il  en  est  de  meme  de  celui  de  cosm  dans  la  for- 
mule (i  i);  ces  coefficients  s'annulent  d'ailleurs  pour  6  =  -•  On  aura  done 


oil  Ton  a  pose 


(1)  —  &)V[K  -h  ( ALy  —  BMy)  COS  u], 
(II)  =  wV(  AMy  -h  BNy)  sin  u. 


I 


(12) 


'Y  — 


My^=^ 


-^  ^sin'y0cos'0 

4sin»0 

sinayQcosO 
8sin«5      ' 


Nv:=: 


K    =: 


2( 
1 

^  /sin*y0cos*0 
2d  \     2sin'0 


2sin0  / 


sin*y0\ 


il  est  entendu  que  les  signes  £  s'etendent  a  toutes  les  valeurs  (7)  de  G. 

Si  Ton  porte  les  valeurs  ci-dessus  des  expressions  (I)  et  (II)  dans  les  equa- 
tions (9),  elles  deviennent 

f  M 

0)' 1-  —  w'fxK  H-  [(3w'  -h/i'— &)'|uiLy)A  4-  (2  CO /I -H  w'|uiMy)B]cosi/ —  o, 


[(2(*)/i4-         (ti^iJ.My)A  H-  (/i'      4-(k)'|uiNY)B]sinM  =0. 


Ces  relations  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  w,  on  en  tire 


(i3) 


{l^) 


CO* r co'aK  =  o, 

(3(k>'  ~\-n^ —  w'fjLLy)  A  -f-(2co/i-i-  (>i^iJ.My)B  =  0, 
(2co/i-h  co'fJLMY)A-h  (/i*     -hoj'jiNy)  B  =  0. 


11  est  facile  de  voir  qu'on  tomberait  sur  les  memes  conditions  en  exprimant 
que  les  expressions  (8)  verifient  les  equations  differentielles  des  mouvements  des 


•  ; 


:    .* 


I  •  I 





«    •    •  — 


..1  >•  •!  ••« 

B  ■  ■  ■ 


«l  ,  -  '       .•  I 


•  I 


•     •■•       ♦'^       ■ 


*•, 


t      . 


»      . 


*  |ll.'S*'*l»l". 


N    ."^    .•  *^. 


•  ,,•«*. 


.    ^v* 


V  V 


iV 


/r      vv 


\.     ^   VM 


J.  -  11. 


\  1     • « » 


>  \ 


I. 


l8o  CHAPITRE    Xll. 

Pour  chaque  valeur  de  y,  les  formules  (21)  forment  un  systeme  de  quatre 
equations  du  premier  degre  par  rapport  aux  quatre  ineonnues 

Ay,!  COSay,,,        Ay,,  COSOCy,,,        Ay,j  COSCCy,,,        Ay,4  COSOCy.*. 

On  a  parallelement,  dans  les  formules  (22),  un  systeme  de  quatre  equations 
du  premier  degre  pour  determiner  les  quatre  ineonnues 

Ay,,  sin  ay,t,     Ay,,  sin  ay,,,     Ay,3  sin  ay,„     Ay,^  sin  ay,^ . 

Le  denominateur  commun  des  ineonnues  est  le  meme  dans  les  deux  groupes ; 
c'est  le  determinant 

I       /^y,,      /y,,      /iy,,Ay,, 
I      /ly,3      Ay,^      "y.a^y.s   j 


(23) 


Ce  determinant  est  generalement  different  de  zero,  et  le  calcul  de  nos  con- 
stantes  arbitraires  ne  comporte  ni  impossibilite  ni  indetermination. 

On  voit  qu'on  est  ramene  en  somme  a  la  resolution  de  2q  systemes  de  quatre 
equations  du  premier  degre  a  quatre  ineonnues. 

87.  Recherche  des  conditions  de  stability  du  mouvement.  —Pour  que 
Tanneau  soit  permanent  dans  sa  forme,  il  faut  que  les  quantites  pi  et  a^,  suppo- 
sees  petites  au  debut,  restent  constamment  petites.  Si,  en  particulier.  Tune  des 
quantites  dipouvait  grandir  beaucoup,  le  satellite  correspondant  finirait  par  se 
rapprocber  tres  sensiblement  de  Tun  des  deux  qui  Tavoisinent,  et  une  collision 
surviendrait.  II  en  resulte  que  les  quatre  racines  Wy,8  de  I'equation  (i5)  doivent 
etrereelles,  quel  que  soit  le  nombre  entier  y  compris  entre  o  et  q.  S'il  n'en  etait 
pas  ainsi,  les  integrales  contiendraient  en  effet  des  exponentielles  qui  finiraient 
par  croitre  au  dela  de  toute  limite.  On  exprimera  done  la  permanence  et  la  sta- 
bilite  de  I'anneau  en  ecrivant  que  les  racines  des  equations  (i5)  doivent  etre 
reelles. 

Nous  commencerons  par  demontrer  que,  si  le  nombre  des  satellites  est  fini, 
on  pent  prendre  la  masse  de  cbacun  d*eux,  et,  par  suite,  la  masse  de  Tanneau 
assez  petite  pour  assurer  la  realite  de  toutes  les  racines. 

En  effet,  dans  Thypothese  en  question,  les  quantites  Ly,  My,  Ny,  definies  par 
les  relations  (12),  peuvent  etregrandes  a  cause  des  petitsdiviseurs,  sinO,  sin^O, 
sin'G;  elles  n'en  sont  pas  moins  finies  et  determinees.  Or,  pour  n  =  o,  le  pre- 
mier membre  de  I'equation  (i5)  se  reduit  a 

fJlW*[3Ny—  fJl(M?4-LyNy)], 
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quantite  positive  si  [x  est  suffisamment  petit;  car,  d'apres  son  expression  (12), 
la  quantite  N^  est  essentiellement  positive. 

D'autre  part,  le  premier  membre  de  I'equation  (r5)  est  de  la  forme 

w*(/i*  -co')  4-XfJt-+-Dl>fJL*; 

ce  premier  membre  sera  done  negatif  si,  [x  etant  asse^  petit,  on  attribue  a  n^  une 

CO* 

valeur  comprise  entre  o  et  co^,  —  par  exemple.  Si  done  on  substitue  pour  /i, 
dans  le  premier  membre  de  I'equation  (i5),  les  valeurs 

Oi)  (t) 

—  OC', -y        O,  H —  ,         -hOO, 

on  trouvera  que  ce  premier  membre  prend  les  signes 


II  y  a  quatre  changements  de  signe,  et,  par  suite,  la  realite  des  quatre  racines 
est  demontree,  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  pourvu  que  [x  soit  suflRsamment 
petit. 

Done  an  anneau  de  satellites  egaux  peat  toujours  itre  rendu  stable^  si  sa  masse  est 
suffisamment  petite  par  rapport  a  celle  de  Saturne. 

Cherchons  maintenant  a  nous  faire  une  idee  du  degrc  de  petitesse  que  doit 
avoir  [x  pour  que  le  resultat  precedent  soit  assure. 
Nous  considererons  d'abord  I'equation  (i5)  qui  correspond  a 

P 

G  etant  de  la  forme  — >  oil  Adesigne  Tun  des  nombres  i,  2,  ...,  2q—  i,  2yG  est 

egal  a  Atc;  on  a  done  sin  2^0  ==0,  et,  par  suite,  d'apres  les  formules  (12),  M^  est 
nul;  sin^yO  et  cos^yO  prennent  respectivement  les  valeurs 

Les  relations  (12)  donnent  done,  en  supposant  q  impair,  pour  fixer  les  idees, 

(,  7T              ,3?:                       »^  —  2 
cos' cos* COS'^-     —71 
^  +   ^^-^-^...4 ^- 
.   ,  71           .   ,07r                    .   ,cr  —  2 
sm' —        sm' —                  sm'  --    -tt 
2q                  2q                                2q 


.    7^             .     27r                        .    a  —  I 
sin-  sin —  sm^ tt 

q  q  Jtq 
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et 

COS* COS- COS'^^ TT 

N,=:  I    ^  + ^  +  ...+ ^^— 

Sin' —        sin^ —  sin'-^ tt 

(25)                                 {                               \             2^                       27  2^ 

I                   I  I 

-i- . .. 


Sin —  sin —  sin -^— 

iq  iq  iq 


II  est  facile  d'obtenir  des  valeurs  approchees  de  L^  et  de  N^  lorsque  q  est 
grand;  il  suffit,  en  effet,  de  partir  de  la  formule  connue,  dans  laquelle^est 


TT 


compris  entre  o  et  7? 


II  7       1  ^i        . 

\-  -T^X  '\-  ■'-  x^  -\ = x^ 


La  relation 


sinj:       X       6  36o  i5i20 


rf'V 


•  •  •  • 


2C0S*jp  sin^r 


donne  ensuite 


sin':r  </.r*  sino^ 


cos*  J? I  I  I  1 63      J 

— ; — r —  —      r  7 —  X  H       ^  X 

sin'j?       x^       IX       40  i5i20 


•     ■     • 


On  en  conclut 


L,  =  4(^)  l:^-+-^+.-  +  7rz!r^-§(^y(T^5+-+7^) 


-6fe(iyt'-^^--^(^-^)]^^(iyt''^3'+...+(,-.).] 


2        \  I    TT  /  AT  —  1 


7  —  r  /        6  7  \  2 


-lii  +  i 

7:  \i         2 

*(f)'|5i;<-^---'-'-Tl3['-»---(V)"]i 
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On  a  ensuite 

I    -+-3   4-..  .-f- (</  — 2)   ~     '  > 

4 

On  en  conclut 

On  pent  done  prendre 

(26)  Ly  =  o,525  (  —  )  >         ^7  ■"  2L<7  =  0,000  f  —  I  • 

L'equation  (i5)  devient  ainsi,  en  y  remplagant  Ly,  M^,  N^  respectivement 
par  hg,  o  et  aL^, 

(27)  ^^j  -(I  -^Ly)(^^j  -i-2^L^(3- fxL^)=zzo. 

Pour  que  les  quatre  racines  de  cette  equation  soient  reelles,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

(28)  1  — |jlL^>o, 

1  —  26|uiLy-i-  9fjL'L*  >  o. 

Cette  derniere  condition  revient  a 

(jtxL^  -  2,8499)  (fx L^  — 0,0890)  >o; 

en  ayant  egard  a  I'inegalite  (28),  on  en  tire 

Soit  m  le  rapport  de  la  masse  de  Tanneau  a  la  masse  de  Saturne;  on  aura 
et  il  en  resulte 

2,3o 

de  sorte  que»  s'il  y  avait  seulement  100  satellites,  la  masse  de  leur  ensemble 
devrait,  pour  que  la  stabilite  soit  assuree,  etre  inferieure  a  la  quatre-millifeme 
partie  de  la  masse  de  la  planete. 

Mais  il  faut  aussi  exprimer  la  realite  des  racines  des  autres  equations  que  Ton 
deduit  de  la  formule  (i5)  en  donnant  a  y  les  valeurs  i,  2,  .. .,  y  —  i. 


I  84  r.HAPITRE    Xn. 

Nous  remapquerons  que  les  quantites  L^,  M^,  N^,  definies  par  les  for- 
mules  (12),  ont  en  general  des  valeurs  notables  en  raison  des  petits  diviseurs 
sin'O,  sin'^O,  sinO,  qui  se  reduisent  sensiblement,  quand/?  est  grand  et  pour  la 

premiere  des  valeurs  de  G,  a  f- ]  ,  ( -  j  j  -•  On  voit  qu'on  pent  ecrire 


Ny^2Ly(^I4-^), 


MvrzzLv— S 


de  sorte  qu'en  negligeant  -  Tequation  (i5)  se  transforme  dans  la  formule  (27), 

sauf  qu'au  lieu  de  L^  on  doit'mettre  L^.  La  seule  condition  necessaire  etsuffi- 
sante  pour  la  realite  des  quatre  racines  sera  done 

(29)  fxLY<  0,039. 

Or  Texpression  (12)  de  L^  montre  que,  quel  que  soil  y,  on  a 

J        I  ^  cos'  0 

ou,  a  fort  peu  pres, 


Ly< 


'Y 


Ku)'("^^''^5i-^"*)"°'*"^^'''' 


Si  done  on  s'arrange  de  maniere  a  verifier  la  condition 


2 
0,0194 /^/?'< 0,089         ou  bien         F<— > 


rinegalite  (29)  sera  toujours  satisfaite. 

Le  resultat  de  la  discussion  est  le  suivant : 

Si/7  designe  le  nombre  des  satellites  et  m  le  rapport  de  la  masse  de  leur  en- 
semble a  la  masse  de  Saturne,  si  Ton  a 


(3o)  "'<J^' 


la  stabilite  de  Tanneau  sera  assuree. 


88.  Si  Ton  suppose  aux  satellites  des  masses  inegales,  on  est  encore  conduit 
a  des  equations  difTerentielles  lineaires  a  coefficients  constants;  mais  les  calculs 
deviennent  plus  complexes  et  plus  difficiles.  Toutefois,  on  comprend  qu'en  rap- 
prochant  davantage  les  uns  des  autres  les  satellites  dont  les  masses  sont  les 
plus  faibles,  on  pourra  arriver  k  une  distribution  des  forces  analogue  a  celle  du 
cas  precedent,  dont  la  conclusion  generale  persistera,  a  savoir  que,  si  la  masse 
totale  est  suffisamment  petite,  la  permanence  et  la  stabilite  de  I'anneau  seront 
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assurees;  les  deplacements  relatifs  des  satellites  oscilleront  periodiquement 
entre  des  limites  tres  rapprochees. 

La  fin  du  Memoire  de  Maxwell  est  tres  importante,  mais  les  raisonnements 
manquent  de  rigueur,  de  precision  et  surtoiit  de  clarte,  et  nous  nous  voyons 
oblige,  a  notre  grand  regret,  de  ne  reproduirc  que  les  conclusions. 

Maxwell  examine  le  cas  oil  I'anneau  de  Saturne  serait  forme  par  un  nuage  do 
poussieres  meteoriques;  il  trouve  que,  pour  resister  a  Taction  destructive  des 
ondes  qui  se  propageraient  dans  sa  masse,  il  faut  que  sa  densite  soit  au  plus 
egale  a  la  ^  partie  de  celle  de  la  planete.  Cela  assignerait  a  la  densite  moyenne 
de  I'anneau  une  limite  superieure  egale  a  deux  fois  environ  celle  de  I'air  atmo- 
spherique  sous  la  pression  normale,  ce  qui  n'empecherait  pas  les  parties  consti- 
tutives  de  Tanneau  d'etre  assez  denses.  Or  Laplace  a  montre  que,  si  les  parties 
exterieures  et  interieures  d'un  anneau  fluide  ont  la  meme  vitesse  angulaire,  I'an- 
neau ne  pent  pas  persister  si  sa  densite  est  inferieure  a  0,8  de  celle  de  Saturne. 
Done,  en  premier  lieu,  notre  anneau  ne  pent  pas  avoir  une  vitesse  angulaire 
constante  et,  en  second  lieu,  I'anneau  de  Laplace  ne  pent  pas  conserver  sa  forme 
s'il  est  compose  de  materiaux  separes,  s'attirant  les  uns  les  autres  et  se  mou- 
vant  avec  une  meme  vitesse  angulaire. 

Maxwell  passe  ensuite  au  cas  d'un  anneau  liquide  continu  et  incompressible; 
il  montre  qu'il  doit  necessairement  finir  par  se  decomposer  en  une  multitude 
depetits  satellites.  L'hypothese  d'un  anneau  solideayant  ete  ecartee  deja(n°71), 
Maxwell  conclut  que  I'anneau  doit  etre  forme  de  parties  separees,  qui  peuvent 
etre  solides  ou  liquides,  mais  doivent  etre  independantes  les  unes  des  autres. 
11  aboutit  done  a  former  I'anneau  d'un  tres  grand  nombre  de  satellites,  hypothese 
proposee  deja,  mais  sans  preuves  a  I'appui,  par  Cassini  en  1715. 

L'anneau  interieur  est  transparent,  car  on  a  pu  observer  le  limbe  de  Saturne 
a  travers.  Ce  limbe  avait  conserve  la  memo  courbure;  il  n'y  avait  done  pas  de 
refraction,  et  les  rayons  lumineux  n'avaient  pas  traverse  un  milieu  continu, 
mais  ils  avaient  passe  entre  les  particules  solides  ou  liquides  qui  forment  I'an- 
neau. Maxwell  voit  la  un  nouvel  argument  en  faveur  de  son  hypothese.  EUe 
vient  d'etre  confirmee  encore  par  les  recherches  photometriques  recentes  de 
M.  Seeliger  (*)  qui,  en  s'appuyant  sur  elle,  a  pu  representer  exactement  parses 
formules  les  variations  d'eclat  de  I'anneau  constatees  par  M.  Muller  a  Potsdam. 
D'apres  cette  theorie,  le  rapport  du  volume  plein  au  volume  total  de  I'anneau 
ne  s'ecarterait  pas  beaucoup  de  0,04. 


(*)  H.  Seeliger,  Zur  Theorie  den  Beleuchtung  der  f^rosxen  Ptaneteft,  insbesnnderc  des  Saturn. 
Municli,  1887. 
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A 
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CHAPITRE  XIIL 

FIGURE  DTQUILIBRE  DUNE  MASSE  FLUIDE  HETtROGENE  DISCONTJISLE 

THEORIE  1)E  CLAIRAUT. 


89.  Nous  avons  vu  que  Thypolhese  de  Thomogeneite  conduit  a  des  resultats 
inconciliables  avec  les  mesures  fournies,  par  la  Geodesic  dans  le  cas  de  la  Terre, 
par  TAstronomie  dans  ie  cas  de  Jupiter  et  de  Saturne.  11  est  naturel  de  chercher 
a  retablir  I'accord  en  supposant  ces  corps  formes  chacun  d'un  certain  nombre 
de  substances  liquides  homogenes,  de  densites  differentes.  II  y  a  lieu  de  se  de- 
mander  si  Ton  pent  avoir  encore  des  ellipsoides  comme  figures  des  surfaces  de 
separation  des  divers  milieux.  La  reponse  est  negative,  comme  Ta  prouve 
M.  Hamy  dans  sa  These  de  doctorat  (Paris,  1887).  ^ous  allons  reproduire  sa 
demonstration. 

Considerons  une  masse  fluide  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la  loi 
de  Newton,  formee  de  couches  de  densites  differentes,  separees  par  des  ellip- 

KiS.  19. 

Si 


Si,.  I 


soidesayant  meme  centre  0  et  memes  directions  d'axes  Ox,  Oj,  0:?,  et  tournant 
d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  de  ces  axes  Oj:.  Nous  allons  ecrire  que 
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la  surface  exterieure  est  en  equilibre  relatif  et  qu'il  en  est  de  meme  de  toutes 
les  surfaces  interieures.  Soient  {Jtg^  19) 

S,,  Sj,  ...,  S;,  les  surfaces  des  divers  ellipsoides, 

p,,  Pa,  —  p^  les  densites  respectives  des  couches, 

TQi»  ^2»  •••»  ^/i  les  differences  p,  —  o,  po  —  p, p,,  —  p^. ,. 

Nous  allons  cliercher  les  conditions  d'equilibre  de  la  surface  S^;  il  faudra 
que  la  resullante  des  attractions  des  diverses  couches  sur  Tunite  de  masse  placee 
en  un  point  quelconque  M  de  S^,  et  de  la  force  centrifuge,  soit  normale  a  la  sur- 
face S^. 

Soient  V,,  \\,  ...,  V„  les  volumes  renfermes  dans  les  surfaces  S,,  Sa.  ...»  S«. 
Les  volumes  et  les  densites  des  diverses  couches  sont 

Pl»  P2>  •  •  •  '  Prt-1»  .^/|! 

Les  choses  se  passent  comme  si  le  volume  V,  etait  rempli  d'une  matiere 
attractive  de  densite  p, ;  le  volume  V^  d'une  matiere  attractive  de  densite  pa  et 
d*une  matiere  repulsive  de  densite  p,,  ou  bien  d'une  matiere  attractive  de  den- 
site f^—'f^=:^  yjj,  etc.  On  pent  done  concevoir  les  volumes 

V        V  \' 

comme  formes  de  substances  homogenes  de  densites 

cc  qui  permettra  d'appliquer  immediatement  les  formules  relatives  a  I'attraction 
des  ellipsoides  homogenes  pleins. 

Soient  A^,  B^,  C^  les  composantes  de  I'attraction  totale  sur  le  point  M  (a,  fl,  y) 
dela  surface  S^;  cette attraction  resultera  decelles  des  ellipsoides ¥,,¥2, .  ..,V^ 
sur  le  point  interieur  M  et  de  celles  des  ellipsoides  V^i,  Vp^.2,  ...,  V;,  sur  le 
point  exterieur  M.  En  representant  par  X^.  et  X^  les  composantes  paralleles  a  Ox 
des  attractions  exercees  sur  le  point  M  par  I'un  quelconque  des  ellipsoides  des 
deux  series,  on  pourra  ecrire,  en  remarquant  que  le  point  M  pent  etre  considere 
a  volonte  comme  exterieur  ou  interieur  a  I'ellipsoide  S^, 

p  n  p-\  n 

1  />-t-l  1  p 

p  n  /' "~  *  " 

1  p-hi  1  p 

p  n  P~^  '* 


[:,.  =  ^z,.  +  ^z,  -.r^Zr  +  ^z,- 


/>-+-l 
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On  a  d'aiileurs,  par  les  formules  du  Chapitre  IV  ct  en  designant  par  la^, 
'ibr,  iCr  les  longueurs  des  axes  de  rellipsoidc  \V, 


ds 


s 


—  J 


'  -^ «' '  ^'^ 


Y,.  :--     -  2  7:l'rir7T 


(2) 


Z, 


^•■--\\'-^ijK'-^kK'-^h)' 


X, 


■.irJn,,- 


Y, 


-2  7:fti,,;ri 


(3) 


Z, 


—  27rfifj,-^ 


A„  = 


v/('-"^)('^4)('-"4) 


La  quantile  v^  est  la  racine  positive  de  I'equation 


(4) 


On  a  (I'ailieurs 


(5) 


»' 


a. 


b}.  -^-  V. 


y« 


—  1=0. 


K 


\ 


>»v 


Cela  pose,  pour  assurer  requUibrc  relatif  en  tous  les  points  de  la  surface  S^, 
il  suffira  d'ecrire  que  la  resultante  des  attractions  ct  de  la  force  centrifuge, 
c'est-a-dire  h pesanteur,  est  normale  a  la  surface  S^  en  M;  ses  composantes 


.    ^t 


devront  etre  proportionnclles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  la  sur- 
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face  S^;  on  aura  done 

(5')  J^  =  L^./i±^  ,^  c,-^^*n , 

d'oii 

^^^j H/>    ^    <gp  Ay,^ 


(3     ■    6'    « 


C,i  :^  _  1^  .,.  4  — 


En  remplacant  dans  ces  deux  formulcs  A,„  B^,  C^  par  leiirs  expressions  qui  re- 
sultentdes  relations  (i),  (2)  et  (3),  il  vient,  apres  des  reductions  faciles. 


4 


2  7:1 


(«) 


'-_,•  /      s  +  aj.  -  f^{s  +  bf.) 


(*) 


•2  7:1* 


a' 


sinnfi  rli 

a p.nncp 

^5. 


90.  II  faut  maintenant  que  ces  expressions  de  - — ^  conservcnt  les  memes  va- 

leurs  en  tons  les  points  (a,  p,  y)  dc  la  surface  S^.  Chacune  d'elles  se  compose 
d'une  premiere  partie,  qui  ne  depend  en  aucune  fa^on  de  a,  p,  y;  les  secondes 
parties  introduiront  a,  p,  y  par  les  limites  infericures  v^  des  integrates,  lesquelles 
sont  liees  a  a,  p,  y  par  les  relations  (4).  On  pent  d'ailleurs  exprimer  a  en  fonction 

de  ^  et  y  par  la  formule  (5).  Les  expressions  (a)  et  (b)  dc  -^  deviendront 

done  des  fonctions  de  ^^  et  de  y^,  et,  si  on  les  differentie  par  rapport  a  ^^  et  y^, 
on  devra  trouver  zero. 
On  tire  de  la  formule  (a) 


(f^ 


en  posanl 


^7 


^-v'(-^)(-'?;)(-^5-) 


IC)0 

On  a  (I'aillcurs 
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-  :^ -\ 


et  les  forinules  (\}el  (  ))  dounent 


i  V,,  -^  f^l ) 

I 

a^                                                           32                                                            yl 

I             '                 1 

I 
a*                      ^''                      y* 

:  1 


r/a'- 


a 


II  en  resulte 


r/i3 


^<t 


•  -   • 


v^  -+-  «,>  -  '.;f  ( V,,  4-  /^; ) 

Up 


(v,+  «.5)  (v,-^  ^J)  [^-^-,   .  ^~,  +  ^^^ 


et  la  formule  (6)  donne  ties  lors 


(7) 


I       dr,i^ 


2rA'  d^'- 


1 

7=7,-4-1 


[^7  +  «.5-^!(^^'/  +  ^5)]' 


•/^^  .    -         . •- _-      __f' -» . 


r^7-^^Y)\ 


Cela  pose,  nous  rcmarquerons  que,  pour  la  stabilite  de  I'equilibre,  les  den- 
sites  doivcnt  aller  en  croissant  de  la  surface  au  centre.  Done  ri^=  p^—  p^.,  est 
essentiellement  positif;  en  vcrtu  de  la  formule  (7),  la  condition 


d(^' 

d^' 


o 


entrainera  done,  pour  toutes  les  valeurs  p  -i- 1 ,  p  -h  2,  . . . ,  /^  de  y,  la  relation 
generale 


'7  ^  ^^: 


^-^r. 
'      ^'l 


V,, -r-  a:.  —  ^  ( V,,  ^  b;;)    -  o. 


On  trouverait  de  nieme,  en  diU'erentiant  la  formule  (/>)  par  rapport  a  y^» 


Vv-+-  ^^/ 


al 


.■t(^7-+-^'?)=^o. 


On  en  conclut 


(S) 


Vy  -^-  rzj  _  v^-f-  /^*     _  v,,-i-  r? 


7   - 


u 


I* 


'■}- 


---.  >.. 
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La  formule  (\)  donne  ensuite 


f!:  +  ^  +  z!-.) 

^2    ^    />*    ^    C*    ~ 
'*/»  *'/*  ^/; 


ct,  en  coinparant  a  requatmn  (5),  on  trouve  A=  i. 
On  tire  ensuite  des  formules  (8) 

( 9 )  V,,  -^  fij,  —  a  J  —  ^;,  -  />5  --   cl  —  c  J . 

Ce  qui  prouve  que  les  ellipsoides  S,^  et  S,,  doiventetre  homofocaux.  Si  Ton  prend 
p=^  i ,  on  voit  que  toutes  les  surfaces  S,,  So.  .   . ,  S^,  sont  homofocales. 

91.   Si  Ton  pose  maintenant 
les  formules  (c))  donneront 
et  des  lors  I'equation  (a)  pourra  s'ecrire 


ft)- 


9.rA' 

('0 


f- 


Le  second  memhre  de  cette  equation  a  le  signe  de  A  qui  doit  des  lors  etre 
positif.  En  appliquant  la  condition  precedente  a  la  surface  S.,^,,  on  trouvera 


'.iT:\' 

t'   T    I 

/•—    1 


f*      V         r*  A- 4-  q.; —  <?/,.,         . 


//-/;  +  : 

ce  qui  pent  encore  s'ecrire,  comme  on  s'en  assure  aisement, 


03 


/• — 
1 


2  t:  f  />^^. 


J^-i    -^      J,     (s--t-«?)(.s-t-A;)A, 
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Si  Ton  retranche  (ii)  do  (12),  il  vient,  en  supprimant  le  facteurA, 

_         ^  r*  (s-^  al—  nl^^         s  -\-nl  —  aj\    ils^ 


r,r_-/i 


(,3)     ,  -+.    2    ri^^j 


S  -+-  rtj  —  ^,Vi  v  -^  f^l  —  ^il\  ^^^ 


,f^p^\       •   «/'-"/i 


i     ..i\         f>l^x  bj,         /  (.?H-r/})(.?   l-/>J)A,, 


7  -  /I  J       ^ 


Or  on  a 


d'ou 


.?4-«'  —  al^^  >  .V  -1-  «,*.  —  a*  ,  .v -h  r/J—  ^/,^j  >  s-haf^—aj,^ 

s  4-  gf.  —  aj,^i  ^  .y  4-  ratf.  —  aj,  s-{-jr*---af,^^       s  -f-  «)}  —  ^J, 


Done  les  elements  des  deux  prennieres  series  des  integrates  qui  figurent  dans 
la  formule  (i3)  sont  essentiellement  positifs.  11  en  est  de  meme  de  ceux  des  in- 
tegrales  de  la  troisieme  serie,  comine  on  le  voit  en  reniarquant  que  le  numera- 
teur  ^-+-^J— ^^+1  croit  de  o  a  a^— a^^/,  done  le  second  niembre  de  Tequa- 
tion  (i3)  est  essentiellement  positif  et  ne  peut  etre  egal  au  premier  qui  est  nul. 
Les  conditions  d'equilibre  des  surfaces  qui  separent  les  divers  milieux  sont 
done  incompatibles;  de  la  le  theoreme  de  M,  Hamy  : 

Une  masse  Jluide  en  equilibre  relalify  dans  laqaelle  la  densiie  croit  consiamment 
de  la  surface  au  centre,  ne  peut  pas  admetlre  des  ellipsoides  comme  surfaces  de  se- 
paration de  ses  diverses  couches  homogenes, 

92.  Toutefois,  si  Ton  ne  peut  pas  verifier  ainsi  rigoureusement  les  conditions 
d'equilibre  de  toutes  les  surfaces,  on  peut  le  faire  d'une  maniere  suffisamment 
approchee  pour  les  besoins  de  la  Geodesic  et  de  TAstronomie,  lorsque  la  vitesse 
angulaire  w  de  la  rotation  est  faible. 

Supposons  en  etfet  que  les  surfaces  S^,  83,  . . .,  S,^  soient  des  ellipsoides  dont 
les  figures  different  tres  peu  de  la  sphere,  de  maniere  que,  quel  que  soity,  les 
differences  6J  — a^,  c^  — aj  soient  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  que 
nous  representerons  en  general  par  la  lettre  e.  Si  nous  nous  reportons  a  la  for- 
mule (7),  nous  verrons  que  Tcxpression 

sera  de  Tordrede/?;  done  -^  sera  de  Tordre  de  c^,  et,  si  Ton  consent  a  negli- 
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ger  c'^,  on  aura 


d^'  '  dy* 


La  vilesse  angulaireco,  assignee  par  nos  fornuiles,  sera  done  la  mem(»  en  tons 
les  points  de  chacunc  des  surfaces  S^. 
Posons,  d'une  maniere  generale, 

Les  quantites  Ci  ets/,  que  I'on  noninie  les  elUpUciles  des  seetions  principales 
xOy  et  xOz  de  la  surface  S/,  seront  supposees  petites  ct  nous  negligerons 
leurs  Carres  et  leurs  produits  de  deux  dimensions.  Les  quantites  A  etX:  intro- 
duites  precedemment  etant  positives,  il  en  sera  de  menie  de  ci  et  e,,  de  sorte 
que  nos  cUipsoides  auront  leurs  plus  petits  axes  diriges  suivant  Taxe  de  rota- 
tion. Revenons  a  la  formule  (a),  et  posons,  pour  un  moment. 


•t 


*  +  «?-  AT  (•*  +  *') 
p  __  _p_    


a*: 


F  — zJi 

Le  numerateur  de  Fexpression  de  E  pourra  s'ecrire 

bp  Op 

Puisque  ce  numerateur  est  du  premier  ordre,  on  pourra  negliger  complete- 
mentles  ellipticites  dans  le  denominateur 


(-.-?)  (.^^*;)y/\M-^y(..Hi)(.-^^) 


7 


i  S  -f  ft    \ 

ce  qui  le  reduira  a  - —  -r^'  ^"  operera  de  meme  pour  F,  et  la  formule  (a) 
pourra  etre  reduite  a 


T.  —  II. 


-^i;«.w  ^^-^.--^'-;^/•v. 


2.) 
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On  voit  qu'il  suffira  de  calculer  v^  en  y  iiegligeant  les  ellipticiles.  Or,  dans  cc 
cas,  les  formules  (4)  ct  (5)  donnent 


v./  -H  «.5       "    '  al  ~ 


d'oii 


__  2  2 

Vy CIJ^  G~^    . 


Or  on  a 


■-» » 


^/.V  2  /""  (Is  9. 


fl^A'  9.  /**  flf.? 


^,-«.  ^  -«?-4('^^?)'  '''' 


La  formule  (i4)  donne  cnsuite 


(^)  s'?!-  =  2  ^"-  (^ '-'"  ■  4  ')  ^  ^  ■""  [j  {%.p"  ~  5  (S)'"']  • 


/•=!  tj=p-hl 


Si  dans  cette  equation  on  attribue  ii  />  les  valeurs  i ,  2,  . . . ,  /i,  on  aura  n  equa- 
tions du  premier  degre  qui  fourniront  pour  les  n  inconnues  ^,,  6%,  . . . ,  /?„,  des 
valeurs  qui  seront  de  Tordre  de  w'-. 

En  traitant  de  meme  la  formule  (6),  on  serait  arrive  a  la  relation  generale 


/•  =  />  //     :ll 


!rf=2;^-(^"  -3-'')^  2  ■""[iiJ;.)''''"  3  (?)'"]• 


/"  =  1  ff  =p  +  l 


On  aurait  done  pour  determiner  £,,  £.j,  . . . ,  £,,,  /i  equations  idenliques  a  celles 
dont  dependent  e,,  e^,  . . . ,  e,^;  on  en  conclut 


c  . 


^/»  ^\  —  ^/  » 


tons  nos  ellipsoides  seront  de  revolution  autour  de  I'axe  de  rotation  Oa-,  el 
aplatis  dans  le  sens  de  cet  axe. 

Clairaut  a  reussi  a  demontrer  quelques  propositions  tres  generales,  indepen- 
dantes  du  nombre  des  couches  et  de  leursdensites  et,  en  premier  lieu,  le  theo- 
reme  suivant. 

93.  Les  ellipticites  vonl  en  croissant  du  centre  a  la  surface  de  la  masse  Jluide. 
Keprenons,  en  effet,  Tequation  (i4)etcelle  qu'on  en  deduit  en  changeant/? 
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on  p-i-f,  nous  aurons 


Kn  retranchant  la  premiere  dc  ces  equations  de  la  seconde,  il  vient 


-J?  fix 


,2 


(s  4-  0« 

••//■♦-  1  "  r/ 

d'oii 


V      i  /*''/'  -"v  g,,4-i  .V  -4-  «J  (g,,-+- 


/i-+-l  ^7 ) 


H„(e^-«„^.)-y''J'-w   /  -'     -    --'^"^^    "'  ds. 


en  designant  par  H^  la  quantite  positiv( 


n 


On  en  conclut 


/I 


H/,  (g,;  —   g;,4  l)    >  2    ^'I'^^'f  (^'''-^^  "   '^' 


,.  .    I 


/-I      *•  'J  > 


on  e 


>.  /    I 


ncore,  en  designant  par  H,,K,,  la  quantite  positive  ^  (  —5 A^ 


II 


r,,  —  i',,^,  >  K,,^  ff:fftrfie,,^x  —  r,^). 


La   quantite  K^  est  essentiellement  positive.  Si,   dans  eette  inegalite,  on 
attribue  a/>  les  valenrs  n  —  \ ,  n  ~  2,  /*   -  3 il  vient 

g/l-8  ~~  g/i  -1   !^  *»■«— l^S"'Oii  (g«— 1  g||)' 
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La  seconde  de  ces  inegalites  donne,  en  tenant  compte  de  la  premiere, 

la  troisicme  donne  de  meine,  en  ayant  egard  aux  deux  premieres, 

Le  theoreme  est  ainsi  demon tre  de  proche  en  proche,  et  Ton  a,  d'une  maniere 
generale, 

94.  Nous  allons  demontrer  une  autre  serie  d'inegalites  qui  jouent  aussi  un 
role  important  dans  la  theorie  actuelle. 


0)^ 


Multiplions  par  j  Texpression  (A)  de  -'  -  et  posons 


(i6)  L„r_^ 


p  " 

.) 


2«'-'-2:(5:)'"]^ 


nous  aurons 


(»7)  §  |^r'^^"'^''~2^'''^^'""2(?)  '''^^'''• 


/)  +  ! 


En  cliangeant/;  en/?  -+-  j  comme  ci-dessus,  on  pourra  ecrire 


/I 


g  ^•  =  ''/.-.'v-.-2'^'-'"-2  (;,'!l;)'''"^'/- 


L'elimination  de  co^  enlre  les  deux  dernieres  equations  donne 


II 


^/>-M  L/.+1  —  ^,,  L,,  —  ( ~ —  ;^ )  2  ^'v^'/'^'v  >  '> 


oubien,  en  remplacant  L^  et  L^^,  par  leurs  valeurs  conchies  de  la  relation  (iG), 

(/'  "       .       ^  /  /'  "  \ 
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ou  encore 

n 


fe-|)2^v-^'">(''"-''-)2;-^"- 


"    r^i 


Le  second  membre  etant  posilif,  on  en  conclut 


On  a  ainsi  les  inegalites  cherchees 

(10)  — ,   <  — r  ^  .  .  .  <   -^      <  -^  • 

95.  Les  quantites  L,,  sont  susceptibles  d'une  representation  simple.  On  a,  on 
elFet, 


n 


3^-?,.+2(S)(p"-'^"-')^ 


Soil  M^  la  masse  renfermeo  a  Tinterieur  de  la  surface  S^;  on  aura,  en  negli- 
geant  les  ellipticites,  ce  qui  revient  a  neglig(T  le  second  ordre  dans  la  for- 
mule  (17), 


11  vient  ainsi 


3       _  3M^ 

.1  AT.U* 


Posons 


(19)  M,,— jTT^/J),,; 

D^  sera  par  definition  la  densite  moyenne  de  la  partie  du  corps  qui  est  renfer- 
meedans  la  surface  S,„  et  Ton  trouvera 

c'est  I'lnterpretation  cherchee.  On  auia,  en  pariiculier, 

5  5 

«Mi  (lesi^nanl  par  A  la  dcMJsitc'  moyenne  de  la  masse  entiere.  Si,  dans  la  for- 
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mule  (17),  on  donne  i\  p  les  valeurs  w,  /i  —  1,  . . . ,  i,  on  trouve 


'^y  CO* 


«  7:1  \/7„  _t/ 


(A')     >  5  r,)' 


o    711 


„_j(yi„_2  —  L«_s)  4-  e„ ..,  (  --—  )   ri„   i-he„  (-  -"    )  -n,,  —  o, 


Q  -f -H'^iCtQi—  1-1)  +  ^;    —     r,j -{-...  '-f„_5 yi,,_a-^ <?;,_,    y)„_i  -+-^„    —     'O,,  — o, 

Remarque.  —  Pour  resoudre  les  equations  (A')  par  rapport  a  e,,  e^,  ...,  il 
conviendra  de  retrancher  cliacune  d'elles  de  la  precedente.  On  trouvera  ainsi 


^/i 


Cn 


f\„    -  L„  —  (  — —  )  r)„  I  4-  e„_|  L„_.,  —  o, 


^«-! 


(^y- (;£^,)'] '—- h- '--(-::■::)" '-] 


-h  ("„^2L,,_3  —  o. 


^ii-\     1^  «^^^.,  1^  ^«— 1 


La  premiere  do  ces  equations  determinera  —  -»  la  seconde  -"-^^  •  •  • ;  on  substi- 
tuant  dans  Tune  des  equations  (A'),  on  trouvera  <'„. 

On  voit  que  lo  rapport  --'—  no  depend  quo  do  a,^,  /^/„_,,  p„  ot  p„_, ;  on  general, 
los  rapports  des  quantitos 


no  dependent  que  do 

pfn        P/i-\n        •  •  •  *        Pri—if 

ils  resteraient  les  memos  si  Ton  faisait  varior  d'une  maniere  quoloonque  los  di- 
mensions et  les  densites  des  couches  placoes  au-dessus  de  la  surface  S,,. ,. 

96.  Calcul  de  la  pesanteur  en  un  point  quelconque  de  la  surface  ezt6- 
rieure  de  la  masse  fluide.  —  Soit  ^,  cetle  pesanteur  au  point  N(a,  ^,  y);  on 
aura 


ou  bien,  en  vortu  des  relations  (  V), 


\.     /  .      a' 


(u)  ^,-    _   ^y  a^-^^|.(3*-uy«) 
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On  a,  (I'ailleurs, 


// 


(aa)  A.   ^"^X 


'I' 
1 


La  composaiUe  X^  est  celle  qui  provientde  rattraction  exercee  sur  le  point 
cxteiieur  par  Tun  quelconque  des  ellipsoides  V,,  de  densite  r^^.  Los  formules 
(III  n"  36  donncnt,  en  negligeant  le  second  ordre. 


Una 


„  a-— «; 
u       H-  3  -  -5-i  f, 

r/,,  ^J  -  rt  J  ( I    H  i  c^,) ,         a, J  hi  ( ^,^  —  ujj )  —  J «;)  6-,, 


On  trouveainsi  sans  peine 


M_^_|.  /    •      ....    ^-"— ^'?\     :,.      .    _     X.      .    -x  _,.oai  —  oy.' 


a 


^      ,.  /    I  .,       y.' — ^/:  \     .,  .  1      ..  o«:  — ja-     - 

TT  -I     -.,    h  or,  — -^     cr\\  4-  it^^'dn   f-  r  7:1    —  -  —  rt^U'^r^, 


Si  Ton  porte  cette  valeur  de  A,  dans  la  formule  (^i),  et  qu'on  reniplace 


'         -  ^^t      /O*  ,^  /  ^'  ^'?  \ 

y^=+^l(?*  +  Y')     par     «i('-^  — ^^-ij' 
il  vient 


i        r/         .      y'—a'\^    ...  !x     ..3aif— :)a^ 


/5 


4 


»^3^^l*-^' 


Or  la  tbrniule  (A)  donne,  en  y  faisant/?  =  i. 


n  n 


/I  /I 


On  peut,acause  du  facleure,,remplacer2rtjr^,,  par  Vrt*(r4-2ey)y]y,puisque 

1  1 

cela  revienl  a  introduire  des  ternies   du   second  ordre,  que  Jious  regardons 


200  CHAPITRE    XIII. 

comme  negligcables.  On  peut  lirer  ensuite  de  la  forrnule  precedente  la  valeur  de 

n 

^^q^q'^q  Gt  la  porter  dans  la  derniere  expression  de  g^  qui  deviendra 


ra 


La  masse  totale  M  est  egale  a 


/I 


^7:2^7('"^2^'7)^^v 


3 
I 


On  pourra  done  ecrire  encore 


Au  lieu  de  oj^,  on  a  I'habitude  d'introduire  le  rapport  o  de  la  force  centrifuge 
equatoriale  a  lapesanteur  correspondante.  On  aura  done 


d'ou 


et  la  formule  (24)  deviendra 


?- 

fM                   IM 

,      fM 

«    — -  — T   0  > 

fM/  a»4-flj  5a>-3aJ\ 


Soit  '^  la  latitude  du  point  M;  on  pourra  ecrire 


»r,  


TV'~^'~  -o-+-(^^'  o-6^jsin»4/J, 


formule  dans  laquelle  on  a  neglige  le  second  ordre,  e,  et  9  etant  consideres 
comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre. 
Soit^',  la  pesanteur  a  Tequateur;  on  aura 


tr 

O  1 


f  M  /  3 

et,  par  suite, 


-  o  —  e. 


}ix--S\\   «H ^  sin='^  j. 
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ce  qui  pent  etrc  rediiit  i\ 

(2."i)  A',:.r  -;  (i    ,-/^sil^-'|), 


en  posant 


(36)  n  --  -  o  —  c,, 

Ces  deux  equations  expriment  le  beau  iheoremc  dc  Clairaut :  De  I'equateur  au 
pole,  la  pesanteur  imrie  proporlionnellement  au  carre  da  sinus  dc  la  latitude;  la 

somme  de  Vellipticite  e^  et  du  coefficient  n  de  sin^'j'  dans  ^  est  egatc  a  -  9,  quelle 

que  soit  la  loi  des  densites  a  rinterieur  de  la  masse*.  Jluidc,  Ainsi  se  trouve  expriniee 
ia  liaison  entre  la  forme  exterieurc  de  la  masse  et  Tattraction  qu'elle  exerce  sur 
les  points  de  sa  surface. 

97.  On  aduiet  que  les  planetes  ont  ete  liquides  a  Torigine  et  qu'niors  les  di- 
verses  substances  qui  les  composaient  se  sunt  superposees  par  ordre  dc  densites 
decroissantes,  les  surfaces  de  separation  etant  des  ellipsoides  de  revolution  peu 
aplatis.  On  pent  done  appliquer  k  theorie  de  Clairaut,  sauf  a  voir  comment  elle 
s'accorde  avec  les  fails. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  Terre.  Soient  /et/'  les  longueurs  du  pcndule 
simple,  a  la  latitude  vp  et  a  Tequateur.  On  aura 

et  laformule  (2.1)  deviendra 

de  sorte  que  la  longueur  du  pendule  simple  doit  varier,  a  la  surface  dc  la  Terre, 
proporlionnellement  au  carre  du  sinus  de  la  latitude.  C'est  bien  ce  qu'indiquent 
les  observations  prises  dans  leur  ensemble;  soient  /,  /, ,  I.,.  ...  les  longueurs  du 
pendule  mesurecs  aux  latitudes  '>J^,  j*,,  j'o On  devra  avoir 

/  .  :  I'  -\-  V n  sin'4'» 
/l--^'-^^'/isin«^:, 
/,    - 1'  -^l' n  sin'^J'., 


Ce  sont  des  equations  du  premier  degre  contenant  les  deux  inconnues  /'el 

T.  —  n.  26 
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I'n.  \i\\  les  resolvant  par  la  mcthode  des  nioindres  carres,  on  Irouve /'  et  /'/^ 
par  suite  n. 

M.  Clarke  a  obtenu  ainsi  (Clarke,  Geodesy,  Oxford,  1880),  en  cornhinant  les 
series  anglaises,  russes,  indiennes,  des  determinations  du  pendule. 


//  -    o,oo5  2^9  r 
On  a,  comme  on  Ta  vu  au  n'*  51, 


^  --  - 


Kn  portant  ces  valeurs  dc  n  et  o  dans  I'equation  (2G),  on  trouve 


1 


Voila  done  la  valeur  de  rellipticite  a  la  surface  de  la  Terre,  telle  qu'on  la  de- 
duit  des  mesuros  du  pcndulo  considerees  et  en  adinettant  la  tlieorie  dc  Clai- 

raut;  elle  s'accordcrait  tres  hien  avec  raplatissemcnt  — ..—.  auquel  M.  Clarke  a 

»  293,0       » 

ete  conduit  par  la  Geodesie.  Nous  reprendrons  en  detail,  dans  un  (Miapitre  spe- 
cial, la  discussion  de  rensemhie  des  observations  du  pendule. 

98.  Limites  de  rellipticite.  —  Clairaut  a  demontre  encore  que,  quels  que 
soient  le  nombre  des  coucbes  et  leur  nature,  on  a  toujours 

(29)  |<,>,<?5. 

Nousallons  prouver  ce  tbeoreme  important. 
L'equation  (23)  donne 

n  n 

1  1 

or  on  a 

fM  v^    ...  3M 

5 


de  sorte  qu'il  vient 
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On  en  conclut 

n 

(30)  „_2.        3    _^__     . 


2        i)a 


1 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif;  il  doit  en  etre  de  meme  du 
premier;  on  doit  done  avoir  e*,  >  -• 

Si  Ton  tire  de  la  formule  (3o)  la  valeur  de  ^et  qu'on  la  porte  dans  la  diffe- 


i)  o 


rence-T-  —  ^i,  il  viendra 
4 


1 


ou  bien,  en  transformant. 


n 


/3,N  ^_e  -     --^         


2a'| 


2]^?"^- 


Or  le  second  membre  de  cette  equation  est  essentiellement  positif;  car  on  a, 
poury>i, 


al<:a\,         ^7<e,  ; 


5q 


done  on   doit  avoir  ^,  <  -^>  et  nos  deux  limites  sont  ainsi  confirmees.  Cher- 

t  GO 

chons  dans  quel  cas  on  pourra  avoir  e^  —  y  •  II  faut  pour  cela  que  le  numera- 
teur  de  la  formule  (3i)  soit  nul,  ce  qui  demande  que  Ton  ait 

m 

^S  — ^3  —  •  •  •    -  T0„  =  0, 

d'oii 

Pi "^ Ps ~  •  •  •   -p«; 

la  masse  est  done  homogene.  Du  reste,  avec  une  masse  homogene,  nous  avions 

bien  trouve  (p.  90)  e^  =  -,  • 

•■\ 

11  nous  reste  a  trouver  quelle  hypothese  il  faudrait  faire  sur  la  distribution 
des  couches  et  des  masses  pour  trouver  <?,  —     •  Or  Tequation  (3o)  donne  alors 


n 


2 


^J^^r/tJ^  —  O, 
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ce  qui  peut  s'ecrire 

Toutes  les  parentheses  de  cette  formule  eLint  esscntiellement  positives,  on 
en  conclut 

(32)  pi-"0,         Pj~o,  ...,         p;,_,  —  o,         a;\pne,t~o. 

Done  toute  la  masse  est  concentree  dans  le  volume  V„;  on  aura  alors 

et  il  suffira  de  faire  decroitre  a^  et  de  faire  croitre  p„,  de  maniere  que  le  pro- 
duit  ajlp„  reste  fini,  auquel  cas»  la  derniere  des  conditions  (32)  sera  satisfaite 
aussi. 

On  voit  done  que  les  deux  limites  -y-  et  -  que  nous  avons  trouvees  pour  e<  re- 

pondenl  au  cas  ou  la  masse  serait  homogene  et  a  celui  ou  cette  meme  masse 
serait  entierement  condensce  au  centre. 

11  est  possible  de  remplacer  la  limite  inferieure  -  de  e^  par  une  autre  plus 

elevee.  Reprenons,  en  effet,  la  derniere  des  conditions  (A'),  savoir 


(33)     ^«1  — )  •n/i4-t>„  ly-^j'^h'  1-^-   ••  »-^2  (  —  )  T^i2-H  ^i(y],  — Li)-i- ^— J. 
On  voit  que  Ton  doit  avoir 


-  o. 


5  r,,^ 


(34)  <^i(Yi,"  Li)-i-  ^^.  <<>» 

tons  les  autres  termes  du  premier  niembre  de  Tequation  (33)  etant  essentielle- 
ment  positifs. 

En  rempIaQant  les  quantites 


5  (t)^ 

oTTi 


respectivement  par 


5  .         5     I'M  5 

P^'      3^'     Szf  «7^^6^^' 


il  vient 


o 


(35)  Ci  >  —    -—. 

,_I  El 
5  A 


•  f 
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Cotte  limite  est  plus  elevee  que  -•  Pour  la  Terrc,  la  dcnsite  superficielle  p,  est 
a  peu  pres  la  moitie  do  la  densitc^  inoyenne  A.  I^a  formule  (3.5)  donne  done 


( 


La  limite  ^  s'obtient  en  supposant  /],  —  p,  =  o  dans  I'inegalitc  (34).  CVst 

done  le  fait  d'imposer  une  valeur  donnee  a  la  densite  superficielle  qui  nous  a 
perinis  de  trouver  la  limite  (35). 

S)9.  Reunissons  dans  un  Tableau  les  limites  -  et -,->  ainsi  que  Tellipticite  c^ 

qui  peut  etre  confondue  avec  Taplatissement,  pour  les  diverses  planetes.  Nous 
Irouverons  : 


Morcurc. 
V6nus. . 
La  Torro 
Mars.  .  . 
Jupiter. 
Salurnc. 
\jo  Solo:i 


9 
2 


I 

I 

'/  /  - 
I  P 

I 

"^ 
1 


•2  J , ') 


i-j.,H 


93800 


1 

1 

7=8 

I 

I 


u.i 


I 

I 
37300 


^r 


I 


2(j3,5 

I 
I 

9 


On  voit  que,  la  oil  les  aplatissements  ont  pu  etre  mesures,  ils  sont  bien  com- 
pris  entre  les  limites  assignees  par  la  theoric  de  Clairaut;  cette  meme  theorie 
inontre  que,  pour  les  autres  planetes  et  pour  le  Soleil,  Taplatissement  doit  etre 
tres  faible,  ce  qui  explique  la  difficulte  de  sa  determination  par  des  observa- 
tions directes  des  contours  apparents  des  corps  en  question.  Pour  la  Terre,  ^^  est 

plus  voisin  de  -^  que  de  -;  la  condensation  versle  centre  est  moins  prononcee 

que  pour  Jupiter  et  surtout  pour  Saturne. 


100.  II  nousrestea  introduire  un  element  qui  joue  un  role  important,  surtout 
pour  la  Terre. 
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Soient  A  etC  les  moments  d'inertie  principaux  d'line  planete  constituee  sui- 
vant  la  theorie  de  Clairaut,  par  rapport  a  Taxe  de  rotation  et  par  rapport  a  un 
diametre  quelconque  de  Tequaleur.  On  sail  que,  s'il  s'agissait  d'un  ellipsoide 
homogene  de  revolution,  de  densite  p,  on  aurait 

A  —  ^  7:0 ao*  — -  ,  C  --  ^  7rpa6* —  • 

Pour  Tellipsoide  V^  de  densite  yj^,  ces  quantites  deviennent 

Stt  87: 


Ot 


■j^TO^«ff^J(a?-r-  ^^5)--  ^  a5(i-H3ey)Y)^. 


On  aura  done 


n 

87: 


A---  -^^al{^-^^€q)nq. 


87: 


1 

n 


C—  -|  2a5(i  +  3e,)r),; 


d'oii 


A  —  L  t 

""A"     ~Z~ 

2]a5(n-4ey)vj. 

1 

ou,  au  degre  de  precision  adopte  jusqu'ici, 


(36)  V^' 


n 


"^GleaTi 


1 


En  vertu  de  la  relation  (3o),  cela  pent  s'ecrire 

n 

(37)  "IT-  ^  3  ('^"^  ?)"'"" 

1 

L'elemenl  que  nous  voulions  introduire  est  precisement  — ^ — 
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La  theorie  du  mouvement  do  rotation  dc  la  Terre,  comhinee  avec  Tobserva- 
tion,  permet  de  calculer  la  valeur  du  rapport  — ^  -•  Comine  on  Ic  verra  dans  la 
suite  de  ce  volume,  on  a  trouve  ainsi 

11  en  resulte  done  que  toutes  les  hypotheses  que  Ton  pent  f'aire  sur  la  consti- 
tution interieure  de  la  Terre  devront  verifier  cette  relation.  II  convient  toutcfois 

de  mettre  en  evidence  dans  la  valeur  precedente  de  '   r-    Tinfluence  des  erreurs 

qui  peuvent  encore  aO'ecter  les  constanles  de  la  precession  et  de  la  nutation.  Pre- 
nons  pour  ces  constantes  les  expressions  suivantos 

5o",  235  72(1  H- Yi).       9'',  223  (I     h<7), 

Y]  et  adesignant  de  tres  petites  fractions;  on  trouve,  comine  nous  le  montrerons 
dans  la  suite, 

A  —  C  1 

(89)  ' —  —  :^-    -T— 7(1 -i- 3,  i5ori  -    2,i58o-). 

A  oOO J  O 

101.  II  convient  de  resumer  Tetat  de  la  question. 
Avant  de  le  faire,  nous  remarquerons  que  les  relations 


fM?  ^,_4 


n 


co«  --^  —^- ,         M 


a\   '  "         3  ••  'i--  3 


^  T,a\l.-  ^TT^rtJrj, 


donnent 


1 


(4o)  ^^^r^^^pA,  aJAirr^flJr),,. 

1 

Les  equations  (A')  deviennent  ainsi 


(H) 


oil  Ton  a 


(/.)  - "^  ■  3 


5 


g9A4-e,(r,,~-Li)-:-^'2('^M  lOs-l- .  .  •  He,,  ^^  j  yj„--:o, 
i^p    -  2  -  . > 


a 


n 


Les'formules  (37)  et  (40)  nous  donnent  ensuile 


n 


(C)  «;Arn2«,) 


2o8  CIIAPITRE    XIII. 

et 

n 

1 

On  a  done,  avec  (B),  (C)  et  (D),  un  nombre  de  /^  -h  2  equations. 
Voyons  quelles  sont  les  donnees  et  les  inconnues. 

On  aperQoit  imnnediatement  que  nos  equations  ne  contiennent  reellementque 
les  quantites 

A--(:     p, 

Pa  pa  p// 

"^  ~^2>  "        "'■''3*  •••«  ■""*   -    •    'J  » • 

(f  pent  etre  considere  comme  connu  exactcmenl; 
c^  est  donne  par  la  Geodesio; 

— -  —  resulte  des  observations  et  de  la  tbeorie  du  niouvement  de  la  Terre  autour 

A 

de  son  centre  de  gravite. 

L'ecorce  terrestre  presente  de  grandes  variations  au  point  de  vue  de  la  figure 
eta  celui  de  la  densite  :  les  materiauxqui  constituent  les  montagnes  ont  une 
densite  egale  au  moins  a  deux  fois  et  demie  cclle  de  Teau  des  oceans.  On  ima- 
gine une  distribution  tictive  :  en  rasantles  montagnes  etcomblantles  oceans,  on 
pent  admettre  que  la  densite  de  la  derniere  des  couches  de  Clairaut  est  voisine 
de  2,5,  celle  de  I'eau  etant  prise  pour  unite.  Nous  prendrons  la  densite 
moyenne  A  du  globe  egale  a  5,%,  nombre  donne  par  MM.  Cornu  et  Bailie.  On 

pent  done  admettre  que  ^  est  egal  ii  ~r.  =-o,^|5;  toutefois  il  conviendra  sou- 
vent  dans  les  discussions  de  faire  varier  p^  de  2,3  a  2,8;  done  j  de  o,4o 

a  o,  )0. 

Nous  aurons  done  linalement  n  -h  2  equations  contenant  les  3(n  —  i)  incon- 
nues 

u/2?    •  •  •  »    *^n  1      J  i^    '  •  •  y  J  n  9       -^l?    •  •  •  ?    *»«• 

Ce  qui  fait, 

pour  /^  "--  2 4  equations  a  3  inconnues, 

pour  /I  ~  3 5  equations  a  6  inconnues, 

pour  /2   -  4 <>  equations  a  9  inconnues. 
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II  semble  done  que,  pour /?  3;  3,  il  devrait  etre  facile  de  satisfaire,  et  meme  de 
plusieurs  faQons,  aux  conditions  imposees. 

M.  Hamy,  dans  sa  these  deja  mentionnee,  a  discute  en  detail  le  cas  de  /i=  3. 
fl  est  arrive  facilement  a  eliminer  les  inconnues  x^^  oc^*  7a  ct/3,  et  il  a  obtenu 
une  equation  algebrique  entre  les  deux  dernieres  inconnues  ZgCtSj.  Cette  equa- 
tion etant  fort  compliquee,  M.  Hamy  a  substitue  pour  z.^  et  53  des  series  de  va- 
leurs  numeriques  admissibles  a prioriy  et  il  s'est  convaincu  de  Timpossibilite  de 
verifier  I'equation  en  question.  II  a  vu  qu'il  en  elait  encore  de  ineme  en  faisant 

varier  ^  entre   les  limites  indiquees  ci-dessus.   II  a  recherche  ensuite  quelle 

valeur  il  faudrait  attribuer  a  e^  pour  lover  la  difticulte;  il  a  trouve  qu'ilfaudrait 
supposer 


i% 


296,5 


Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  a  remarquer  que,  si  Ton  adoptait 

ranlatissement  de  Bessel, ^>  la  solution  du  probleme  considere  devien- 

drait  possible. 

102.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  donnant  une  expression  approchee  du 
potentiel  relatif  a  Tattraction  d'une  planete  sur  un  point  eloigne. 

Soienlr  la  distance  du  point  attire  au  centre  de  gravite  0  de  la  planete,  a 
et  p  les  angles  que  fail  le  rayon  vectcur  r  avec  les  axes  principaux  d'inertie  Ox^ 
Oy  du  point  0.  Nous  avons  trouve,  dans  le  n*^  12  du  t.  I,  la  formule 

M       (A  — (:)(i"--3cos2a)  t-  (H  — C)(i  — 3cos*(3) 
V  ■- "-  •-   ~f~ — 


/•  2  /•' 


qui  devient,  a  cause  de  B  —  C 

M/         A  —  (1  I  — 3  cos- a 

(40  V-    :_      l-f-— , — 


Or  on  a 


/*  V  M  2/" 


n 


471 


1 

n 


M--  ^2^'/'^"/' 


d'ou 


n 


A  —  (]  _  2    , 


T.  -  II 


^7 
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ou  encore,  en  vertu  de  la  relation  (3o), 


(4a)  -      -W—     -^     Q     «?Ul 


\  —  C       2       /         9 


/ 


La  formule  (4i)  devient  ainsi 

(43)  v.-.^[,-,-(^y('.,-i9H.j-^o«'«)  -■■• 

En  se  bornant  aux  deux  premiers  termes,  en  -  ct  -^>  on  voit  que  le  potentiel 

et,  par  suite,  Tattraction  de  la  planete  sur  un  point  eloigne  ne  dependent  pas  de 
ia  constitution  interieure  de  la  planete,  mais  seulement  de  sa  masse  et  de  sa 
figure  exterieure. 

Pour  arriver  a  ce  resultat,  on  n'a  eu  egard  qu*a  la  relation  (3o)  qui  exprime 
seulement  I'equilibre  d*un  fluidc  repandu  a  la  surface  de  la  planete  :  on  verra 
plus  loin  qu'il  en  serait  encore  de  meme  si  la  planete  n'etait'pas  const! tuee 
comme  Tadmet  Clairaut. 
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CHAPITRE  XIV. 

EQUILIBUE  DUNK  MASSE  FLUIDE  IIETEROGENE  CONTINUE. 

THEORIE  DE  CLAIRAUT. 


103.  Figure  d'^quilibre  d'une  masse  fluide  dans  laquelle  la  density 
croit  d'une  mani^re  continue  de  la  surface  au  centre.  —  Nous  admettrons 
que  la  masse,  entierement  fluide,  est  formee  d'une  infinite  de  couches  infiniment 
minces;  la  densite  sera  supposee  varier  d'une  coucbe  a  la  suivante  d'une  ma- 
niere  continue. 

Nous  partirons  des  formules  du  Chapitre  precedent  et  notamment  des  sui- 
vantes  : 


p—  1  n 

I 


(l)  ^Ol^'^  €fpl);,  —  2  tVO,  -      yr  2)  «/^V^''/' 


P 
»  P 

"p 

n 


'  2  5(7'         " 


2]^v"^' 


17 

1 


n 


AC  1 

A 

1 

Nous  ferons  a,  -  - 1 .  Soit  ap  une  valeur  determinee  do  a,  comprise  entre  o  et  i ; 
nous  supposerons  que  le  nombre  n  des  couches  du  Chapitre  precedent  croisse  a 
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rinfini  et  que  toutes  les  epaisseurs  tendent  vers  zero.  A  la  limite,  pour  chaque 
valeur  de  a  comprise  entre  o  et  i,  p  et  ^  auront  des  valeurs  determinees,  qui 
seront  des  fonctions  de  a.  II  faut  trouvcr  les  limites  des  sommes  qui  figurent 
dans  les  formules  ci-dessus.  On  aura  d'abord 


puis 


n 


1 


de  meme 


On  trouve  encore 


p—\  n 


^e,.rir-^  ~  ^fffj^q^q  —  9^{e,—  e^)-\-  p^{e^  —  €^)-\-.  .  .-{-  pp^,{ej,^,-  Cp)  -^-  Pp   ^c,, 


p 
p 


—  ^P^pPp-i^-Pp{ftf,e,,  —  af,^^  Cp^, )  -4- .  .  .  .f_  p^  flj5 ^^^ 


«;> 


Les  deux  termes  en  Cp  p^_,  se  detruisent,  et,  en  passant  a  la  limite,  on  a 

/I—  1  n 

En  portant  les  expressions  precedentes  dans  la  formule  (i)  et  dans  les  sui 
vantes,  et  supprimant  Tindice/?  devenu  inutile,  il  vient 


(3) 


I>-   a^    I    9  — da. 


da 


A-_U,=/p^^.„ 


et 
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I     [j  —    —  aa 


(4) 


3.',,    '      //" 


— ,  -  da 
da 


r'    d{a'^e)    , 
I    9-^.  ~  da 
A  r  t     ^     da 

A  /•*     da^  J 

I     rj  --r—  da 
.  /     '     da 


101.  Ce  sont  la  les  formules  que  nous  voulions  obtenir.  L'equation  (2),  qui 
peut  s'ecrire  encore 


(5) 


tiea^  I     rja'-da  —  r/'  /     0  —da  —  /     0  --    —  da  —  --  «'o  A  -  o, 
J'  J        ^iff  .A.  da  ()      ^  ' 


(leterminera  e  en  fonction  deez,  quand  on  aura  remplace  p  parsa  valeur  p  =  ^)(a) 
supposec  connue.  II  nous  faut  cherclier  a  obtenir  une  equation  differentielle. 
Differentions  une  premiere  fois  par  rapport  a  a,  ce  qui  fera  disparaitre  un  des 

signes  /  ;  nous  trouverons 


..    ,de  '     ^'^ 

5  {  a^  —. — h2ae 
da 


M    /     pa-da -h5epa^—Sa^  I    p  —  da 


-     de  d(a^e)        2.)     ,     . 

-f-  a^p  -J p  — -r-  a^oa  -:  o 

^  da       •^      da  b 

ou,  en  reduisant, 

(6)  'M  ^'^  ]7 — \-9.ae\    I     pa^da—Da'*l     p  ~f~  da  — -^  a^(^l~^  o 

\  /  «■  0  *^  ft 

OU  encore,  en  divisanl  par  5a\ 

Differentions    encore   par  rapport  a  a,   pour  faire   disparaitre    un   second 
signe  /  ;  nous  obtiendrons 

/i    d'e       6e\     r""      ,  ,  /de        e\ 

OU  bien 


,.,  d-e  2pa^        de        /       10  a  6  \ 

da 


I     pa^da  \    I     pa^ 
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r/est  une  equation  diirerentielle  lineaire  du  second  ordre  pour  detenniner  e. 
Quand  on  aura  substilue  dans  les  coefiicients  la  valeur  p=-4>(a)  supposee 
connue,  ces  coeffieienls  deviendront  eux-niemes  des  fonctions  connues  de  a, 

L'equalion  (A)  peut  s'ecrire  aussi 


•  ''  / .  . ." 


ou  bien,  en  appliquanl  a  ia  derniere  integrale  Tintegration  par  parties, 

(A  )  (f  -—-    I     pa^ffd    \    2pa*  --         '?.c  I     a^  -'-  da     -  o. 

du'  .^  du  ./  da 

105.  II  y  a  lieu  d'etudier  en  elle-meme  Tequation  (A).  RemplaQons-y^  par  X,\ 
nous  aurons 


•        da-  '    J      '  ^      da  J 


Supposons  que  Texpression  de  p  —  ^K^')  puisse,  pour  loutes  les  valeurs  de  a 
comprises  entre  o  et  i,  etre  developpee  en  serie  convergente 

(9)  p  ^:  po(i -- Ajr/*. -f- Ajr/'^^    -...), 

les  exposants  a,,  a.^,  ...  etant  supposes  positifs  et  ranges  par  ordre  de  gran- 
deurs croissantes,  de  maniere  a  avoir 

o  <C.  ^i  <Z  3Ji{  <>^  .  .  .  J 

po  sera  la  densite  au  centre,  densite  supposee  finie.  Cherchons  Tintegrale  gene- 
rale  de  Tequation  (B)  sous  la  forme 


(10)  ^z-'.Vaf  \'Qa'/-\ 

o  <  p  <  y  <  .    . 

On  aura  successivement 


.'t 


Jf     pa-da     -Po^Mv—     — ^-:  rt^i -I- .  .  .  ) , 

,,2^^  „.(j^      !»(/?••-  -/>    -(>)^''-t-Q(7-^      y    -6)a^ 
da- 


f    *    •    « 
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en  portant  ces  expressions  dans  Tequation  (B)  et  divisant  par  port\  il  vient 


Vp(/>2.-/;  --6)«/'  r-Qiq'-g  -  6)  a'/  i-    ..] 


(ii)      {  \3       5fi-t-  3 

-t-(2--2A,a«'  .  .  .  .)[P(^  :-i)a''-t-Q(r/-f-i)a'7-r.  .  .]    -O. 

Cette  equation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  a,  il  faudra  egaler  a  zero  le 
coefficient  du  terme  de  degre  le  moins  elove,  c'est-a-dire  de  «'*,  ce  qui  donnera 

P(/?*   h  5^^)     -  O,  p     :0  Oil  /?   -      -5. 

Soit  ^  la  solution  qui  repond  h  p  =  o,^'  celle  qui  correspond  a  p  --  -  5;  la 
valeur  de  e  en  fonction  de  a  devra  se  deduire  de  la  formule 

en  donnant  des  valeurs  convenables  aux  constantes  F  et  F'.  Or,  en  faisant  dans 
rexpression(io)/>  —  -  5  et  a  -~  o,  on  trouve  C  ^  ^^  L'aplatissement  e  devant 
rester  fini  au  centre,  et  menie  tres  petit,  il  faut  que  la  constante  F'  soit  nulle  et 
il  reste  seulement 

(12)  e---¥^. 

La  relation  (11),  dans  laquelle  on  doit  faire/?  -  o,  devient  ainsi,  apres  reduc- 
tion, 

— '„  AjPa*.  h  ^-  ^-^  Qa^-\  .  .     -o. 

Les  termes  qui  ne  sont  pas  ecrits  sont  des  degres 

Le  terme  en  a"'  ne  pent  pas  avoir  un  coefficient  nul,  parce  que  les  trois  quan- 
tites  0L^,  A,  et  P  sont  supposees  differentes  de  zero.  II  en  est  de  meme  de  celui 
de  a^  car  on  ne  pent  avoir  ni  q-o,  ni  9--  5,  puisque,  dans  ce  dernier  cas, 
J^  dcviendrait  infini  pour  a  -o.  11  faut  done  que  les  deux  termes  «"•  et  a^  se 
reunissent  en  un  seiil,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 


(I'oii 


?  =  P 


6A, 
(a,-f-3)(a,H-5) 


■1^ 
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on  peut  faire  abstraction  de  la  constante  P,  et  prendre 

Cette  expression  de  ^  est  determinee  par  los  conditions  de  verifier  Teqiiation 
(B)  et  de  se  reduire  a  4-  i  pour  «  =  o. 

Nous  remarquerons  que  le  coefficient  A,  doit  etro  positif;  en  efTet,  dans  le 
voisinage  du  centre,  la  densite  doit  etre  inferieure  a  po, 

d'oii 

Ai  —  Aa^*^^  *i  4- .  .  .  !>  o, 

et,  pourde  tres  petites  valcurs  de  a,  cela  se  reduit  a  A,>o.  Dans  les  memes 
conditions,  les  formules  (12)  et  (i3)  montrentque,dans  le  voisinage  du  centre, 
Taplatissement  est  plus  grand  qu'au  centre  nieine,  ce  qui  devait  etre,  puisquo 
nous  Savons  deja  que  raplatissement  croit  du  centre  jusqu'a  la  surface. 

106.  Les  formules  (12)  ct(i3)  determinent  e  en  fonction  de  a  et  de  la  con- 
stante arbitraire  F;  il  reste  a  dire  comment  on  pourra  fixer  la  valeur  de  cette 
constante. 

Nous  ferons  remarquer  que  nous  avons  differentie  deux  fois  I'equation  (i) 
avant  d'arriver  a  I'equation  (A);  cette  derniere  est  satisfaite  par  Texpression 
e  —  ¥t,  quelle  que  soit  la  constante  F;  la  meme  expression  doit  verifier  aussi 
les  equations  ( "))  et  (7).  En  substituaut  d'abord  dans  (7),  il  vient 


(^fO  F 


Le  coefficient  de  F  est  constant,  car  sa  derivee  par  rapport  a  a  est  identique 
au  premier  membre  de  I'equation  (8),  et  par  suite  nulle.  Des  lors,  on  peut  de- 
terminer F  par  la  relation  (1  /i),  en  y  attribuant  a  a  telle  valeur  particuliere  que 
Ton  voudra;  nous  ferons  «  --  i,  ce  qui  nous  donnerrf 


'\{^)r'-]0''''"  -'^'^' 


d'oii,  en  vertu  de  Texpression  (3)  de  A, 

.) 

-  o 
(i5)  F^--  '  ,         6'^FC. 

II  reste  a  voir  si  la  valeur  de  e  que  nous  venons  d'obtenir,  et  qui  ne  renferme 
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plus  rien  d'arbitraire,  vcrifie  aussi  I'equation  (5).  Le  resultatde  la  substitution 
peut  s'ecrire 

F  (5  a^Kf%a^  da  -  a^f\  §  da  -  f\  ^<^  Ha)  -  ^  «.<pA. 

La  derivee  decette  expression  par  rapport  a  a  estidentiqueinent  nulle  d'apres 
la  relation  (i4);  I'expression  elle-nieme  doit  etre  constante  et,  commc  elle  s'an- 
nule  pour  a  =  o,  on  en  conclut  qu'elle  est  identiquement  nulle.  Ainsi,  notre 
valeur  de  e 

5  C 

verifie  bien  Tequation  (5).  Si  nous  faisonsa=:  i,  il  en  rcsultera  I^  =  2^,,  et  Ton 
devra  avoir  e=^  e^\  on  trouve  ainsi 

(16)  i^'iZi  -.  .5^  _  a 

formule  importantc  due  a  Clairaut.  Nous  ferons  rcmarquer  une  autre  expression 
deF 

(17)  F=:- \  -  -; 

~\d{a^ti)' 


C\a- 

*^0 


on  Tobtient  en  rempla^ant,  dans  la  premiere  des  relations  (4)»  cparFC  :  cette 
expression  a  ete  employee  par  Laplace,  et  c'est  pour  cela  que  nous  Tayons  men- 
tionnee. 

Avant  de  resumer  les  resultats  precedents,  remarquons  que  les  formules  (4) 
donnent 

I     pa*  da  ex  —  - 

avec  les  valeurs  numeriques  du  Chapitre  precedent,  on  trouve  le  second  membrc 
egal  a  i,9j5.  Nous  adopterons  enfin  pour  la  densite  moycnne  de  la  Terre  le 
nombre  5,56,  de  sorteque  la  secondc  des  formules  (3)  donnera 


da  zzi  J ,  853 


T.  -  IL 


-28 
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107.  R6sum6  des  formules.  —  On  suppose  connue  la  loi  des  densites, 

(I)  pz7:<I>(a). 

On  considere  I'equation  differentielle 

et  Ton  en  calcule  une  solution  C  qui  se  reduise  a  I'unite  pour  a—  o;  on  a 
ensuite 

La  loi  des  densites  doit  remplir  les  conditions  suivantes 

(IV)  *'(a)<o,        pour  a  compris  entre  o  et  i, 

(V)  *(i)  =  pi=un  nombre  voisin  de  a, 5, 

(VI)  /    pa'rfa^  J  =1,853, 


(VII)  1=-"-, =  -.-  -^,-,-i-.-^:-«,955, 


I    pa} da        . 
I *A) A 

~     /**      .  ,    ~      A  o  "  3o5,6  9 

/     pa*  da  ei — -  ei  —  - 

(VIII)  f  pa*  rfa  =?  r=  1 3o3, 6  ^e,- I  Wo, 948. 

« 

Les  formules  (3)  donnent  ensuite 

a^D  —  Sf  payday        Di==A, 


et,  en  integrant  par  parties,  on  trouve 


ou  bien 


(IX) 


f  a^D.da'  =  l  —  S  f  pa^da  =  ^-^T 
I  f  J)a^  da  —I  ^  J  ^i  —  So5,6  fe,  ~  ^\  =z  o,/iSS5. 
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La  formule  (r6)  donne  enfin  la  condition 

(X)  l(^)=U^)..^-^=-.oMi. 

On  voit  que,  si  la  loi  des  densites  a  Tinterieur  de  la  Terre  n'est  pas  connue, 
on  a  cependant  sur  ellc  un  certain  nombre  de  renseignements  exprimes  par  les 
formules  (IV),  (V),  (VI),  (VII),  (VIII),  (IX),  (X). 

108.  Premiere  transformation  de  T^quation  de  Clairaut.  —  Nous  par- 
tons  de  la  forme  (B)  et  nous  posons,  en  designantpar  E  la  base  des  logarithmes 
neperiens  et  par  u  une  nouvelle  variable. 

On  calcule  ^^  j^'  ^^  substitue  dans  (B)  :  I'exponentielle  disparait,  et  il 
reste 

du         ^  pd^  2  pa  6 

H-  i/*-h  a  u  —^ 1 -^ Y  =0. 

/     pa^da         I     pa^da 


Si  Ton  pose  encore 


pa* 


fpa- 


da 


•    # 


on  trouve  aisement 


(.8)  ^4-.'=^  ''^ 


da 


a*         r"     . 
J    P« 


da 


On  aura  ensuite 


p/vrfa 


da__ 
da 


ou  bien 


VJyda 

(•9)  c  =  - 


/"pa* 


da 


L'equation  (i8)  rentre  dans  le  type 
qui  comprend  comme  cas  particulier  Tequation  de  Riccati. 
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109.  Deuzi^me  transformation.  —  On  pose 
y  ct  z  designant  deux  fonctions  inconnues  de  a.  L'equation  (B)  devient 

da*  {  da         r*'      ^  ,    ^  ]  da 

I     pa*  da 


[d*z 
da* 


2  pa*       dz        /       2  pa 
I    pa*da  \    I     pa*da 


»-'  0  ^  •-  0 


7  =  o. 


On  egale  a  zero  le  coefficient  de  -J-^ 


I  dz  pa* 

—  -I —  o  • 

z  da^    r"     ,^    ~    ' 
/     pa*  da 


d'oii,  en  integrant  et  donnant  a  la  constante  arbitraire  la  valeur  i, 


s  I     pa* da  1=  1. 


On  a  fmalement,  en  remplagant,  dans  Tequation  difTerentielle, ;;  par  sa  valeur 
precedente, 

/     X  d*y       I  da  6    , 

(21)  K=  ^ 


X"p«* 


da 


Cette  seconde  transformation  a  ete  employee  par  Legendre  et  par  M.  Airy. 
Si  Ton  pose 


(32)  C=- 


/   /     pa*da\ 


on  trouve  sans  peine  que  Tequation  (B)  devient 

dsv 


d,YL 


da         4 
da  a* 
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110.  liquation  de  M.  Radau  (*).  —  On  infroduit  la  dcnsite  moyenne  (D) 
de  I'ellipsoido  dont  Taxe  est  ia  par  la  formule 

f     pa^rfff  —  pa^-h  I      a^  dp, 

qui  donnc  ■ 

en  portant  cette  valeur  de  p  dans  Tequation  (A),  apres  Tavoir  ecrite  ainsi 
il  vient 

M.  Radau  remplaee  e  par  la  variable  t]  qu'il  definit  au  moyen  de  la  relation 

,  ^  V  a  de 


On  en  deduit 

de       e  d}e 


ZFZ  =  •z'^9 


e        e  (    dn  \ 


da       a  da 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (24)9  il  vienl 


(^6) 


v'T'  "^^*-^-^^)l^"^^^('"*"^)^=o- 


On  tire  d'ailleurs  des  formules  (2.3)  et  (23') 


a  dD 


pa^—ZJ     pa^da         I     a^ -J- da 

b  'da    ~  p*  ~       /-" 

I     pa*  da  I     pa*  da 


de  sorte  que  I'equation  (26)  devient 

dri                                           Jn         "^ 
(27)  a  -J-  -hSyj  -4-Y)*H-a(i-+-ri)  — — =:  o. 


f  P«' 


da 


(*)  Comptes  rcndus  des  stances  de  I'Acadeniic  des  Sciences ,  l.  C,  p.  972;  188 5.  —  Bulletin  astro^ 
nomique,  t.  II,  p.  157. 
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En  retranchant  I'equation  (7)  de  Tequation  (2),  on  trouve  encore 

(28)  l^^,_^(^p+_i.^    ea^dpy, 

on  aura  done 

•     *  P  Pi 

(39)  o<3r,<.-J^<.--e. 


et,  par  suite, 


de  dl)  d(eD) 

e  V  da 


Nous  avons  d'ailleurs  vu  au  Chapitre  precedent  (n^*93,  94)  que,  a  variant 
de  o  a  I,  e  croit  constamment,  tandis  que  -^  decroit  sans  cesse.  On  a  done 


de 

da         '  da 


a^  e  /  a  de       A 

'a         a''\e  da         ) 


On  en  conclut,  en  se  reportant  a  la  definition  (23)  de  t], 

o<y}<3. 

L'inegalite  r]  <  3  a  ete  signalee  par  M.  Poincare,  et  Tinegalite  (29)  par 
M.  Callandreau  (*).  Soient  yjo  et  yj^  les  valeurs  que  prend  notre  nouvelle  variable 
au  centre  de  la  planete  et  a  sa  surface.  Les  formules  (16)  et  (25)  donnent 

(3o)  Tr)o"-0,         TQjrzz    —"    —2. 

2  &j 

Nous  reraarquerons  que,  si  toute  la  masse  etait  condensee  au  centre,  on 
aurait 

*'  =  .'      ii;-^  =  ^'  =  3, 

tandis  que,  dans  ie  cas  de  Thomogeneite,  e^  =  ^,  yj,  =  o. 

Dans  ie  cas  de  la  Terre,  on  a,  d'apres  la  formule  (X),  yj,  =  o,544« 
Apres  avoir  obtenu  Tequation  (26),  M.  Radau  la  met  sous  la  forme 

(3.)  #„UTTl^D)-,-^±^D=    ; 


^^  2a\/i  -f- 1) 


puis  il  en  conclut 


da  o  i/i  _j_  Yi 


2  10 


ayi-HTn  V^^-+-^ 


(*)  Bulletin  asironomigiie,  t.  V,  p.  474 
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En  multipliant  par  da^  integrant  de  o  a  i ,  il  vient 


.1  14-    -  TO -fl 


(32)  v^~^-^i^~^/    ^^^ •-   -      —  da. 

Tant  que  r\  ne  depasse  pas  y],  --  o,54  (hypothese  assez  plausible),  le  facteur 
qui  multiplie  a*D  diflere  tres  peu  de  Tunite,  et  Ton  a,  a  moins  d'un  millieme 
pres, 

5/     \)a^da  —  ^s^U-\-n^, 

En  tenant  compte  des  formules  (IX)  et  (3o),  on  trouve  alors 


(33)  3o5,6(e.-2).-^^g-. =.-,-/, 

oil  ^<  0,0004.  0^*»  ^n  prenant  ?=    gg-7>  ^\  = >  I'equation  (3v3) 

donnerait  approximativement  k  —  ~  0,0021.0:;  il  s'ensuit  que  e,  ne  pent  de- 
passer  -  '  „• 

^  297,3 

M.  Poincare  a  fait  voir  que  cette  conclusion  subsiste  en  dehors  de  toute  hypo- 
these sur  les  valeurs  de  y).  II  suffit  pour  cela  de  constater  que,  yj  etant  positif,  le 
facteur  en  question  ne  depasse  jamais  1,0007  ^^  ^  reste  toujours  <  0,0004. 

111.  Demonstration  de  M.  Pomcar6(/).  —  La  quantite  a^D  reste  con- 
stamment  positive  quand  a  varie  de  o  a  i ;  d'apres  un  theoreme  bien  connu, 
rintegrale 


.1  IH-  -  YJ  —  7^  Y)» 


/    a*D  "-       — — —  da 


2  10 


sera  egale  au  produit  de  /   a^Drfa  par  une  certaine  valeur  comprise  entre  la 


plus  petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  Texpression /^-^— — ' 

quand  a  varie  de  o  a  i ;  yj  reste  compris  entre  o  et3,  comme  nous  Tavons  vu.  Si 
done  on  designe  par  \  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o  et  3,  la  for- 
mule  (32)  donnera 


(34) 


V'i-hY)iA  =  5 I     a^\)da. 


( *)  Comptes  rendus  des  siances  de  VAcadc'mie  des  Sciences,  t.  CVH;  1888.  —   Voir  aussi  Bulletin 
astronomique,  t.  VI,  p.  5  et  49* 
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En  tenant  compte  de  la  relation  (IX),  il  vient 


Si  ^  lO 


2   y/l  -hTQi 

1 

Si  Ton  applique  les  formules  a  la  Terre  et  qu'on  remplacc  y),  et  I  par  leurs  va- 
leurs  numeriques  o,544  ct  i,955,  on  trouve 

(35)  ^^ .___—-  ^i,oi8. 


II  y  a  lieu  de  rechercher  comment  varic  le  premier  membre  de  la  relation 
precedente  quand  on  attribue  a  ^  des  valeurs  positives.  On  trouve  sans  peine 

Cette  derivee  s'annule  done  pour  ^  =  o  et  pour  ^  =  o  qui  repond  a  un  maxi- 
mum. Les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont  i  et  1,00074.  Ainsi, 
^  croissant  de  o  a  5>  Texpression  en  question  croit  de  i  a  1,00074;  elle  decroit 

ensuite  de  1 ,00074  a  0,8  quand  ^  croit  de  ^  a  3. 

Le  premier  membre  de  Tequation  (35),  etant  ainsi  au  plus  egal  a  1,00074,  ne 
pent  done  pas  etre  egal  au  second,  qui  est  1,018,  et  I'equation  est  impossible. 
De  la  ce  resultat  important  : 

Quelle  que  soit  la  loi  des  densitesaTinterieur  du  globe  terrestre  suppose  fluide, 
pourvu  que  cette  densite  varie  d'une  maniere  continue,  il  est  impossible  de 

reproduire  la  valeur  3-5-g  de  la  constante     "T     qui  resulte  de  la  theorie  du 

mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  des  observations,  en  adoptant  pour  I'apla- 

tissement  superficiel  la  valeur  — 5—-  Pour  que  le  desaccord  cesse,  il  faut,  comme 

295,0 

le  montre  un  calcul  numerique  facile,  supposer  e,  5 o- 

H2.  M.  Callandreau  a  montre  que,  si  la  loi  de  densite  est  telle  que  Ton  ait 
constamment,  non  seulement^  <  o,  mais  encore 

la  fonction  rj  croit  sans  cesse  de  zero  a  y),,  lorsque  a  varie  de  o  a  i . 
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Voici  comment  M.  Callandreau  demontrc  cette  proposition  importante  (*)  : 
La  relation  (25)  donne  d'abord 


dri  I  de        a  Vd^e        i  /de\^~\ 

da  ^  e  da       e  \^da^       e  \da)  J  ' 


-^  est  constamment  positif;  si  done  a  est  suffisamment  petit,  ^  sera  positif. 

df\ 

Ainsi,  a  partant  de  zero  et  croissant,  -7-  commence  par  etre  positif,  et  r\  aug- 
mente.  La  question  est  do  savoir  si,  a  un  moment  donne,  y]  commencera  a  de- 
croitre;  ^  s'annulerait  done  a  un  certain  instant,  en  passant  du  positif  au 

negatif,  et  alors,  a  cet  instant,  -7-^  devrait  etre  negatif.  Or,  en  differentiant 

d'fi 

I'equation  (27)  et  faisant  -,-  =  o,  on  trouve 
oil  Ton  a  pose 

,        d  J,         da 


t/ft 


i^da 

0 


II  faudrait  done  que,  pour  la  valeur  de  a  qui  est  censee  annuler-7^,  on  eut 
J  >  o.  Or,  en  elTectuant  les  calculs,  on  trouve 

ou  bien,  en  integrant  par  parties  dans  les  deux  termes  du  second  membre, 

''(X  p'^'^'^^y^i^'^'p^-^'^x  "'^''''"^^p'^'X  '''^^''''' 

Ces  trois  termes  sont  essentiellement  negatifs,  en  vertu  des  inegalites 

do  d^p 

qui  sont  supposees  exister  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i. 
On  a  done  constamment  J  <  o;  par  suite  ~  ne  peut  pas  changer  de  signe,  et  la 
fonction  yj  de  a  croit  constamment  de  o  a  rj,  quand  a  augmente  de  o  a  i . 


(*)  Comptes  rendus,  t.  C,  p.  1024;  i885.  —  Annates  de  VObservatoire  de  Paris,  t.  XIX. 
T.  —  IL  c?9 
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113.  Density  au  centre.  —  Nous  avons  toujours  admis  que  la  densite  p 
decroit  d'une  maniere  continue  depuis  le  centre  (po)  jusqu'a  la  surface  (p,). 

M.  Stieltjes  a  fait  voir  {Bulletin  astronomique,  t.  I,  p.  465)  qu'il  est  possible 
d'assigner  a  la  densite  po  une  limite  inferieure.  Cette  limite  resulte  deTinegalite 

(36)  (po-p,)Mr-Pi)'>(A-p,)», 

Oil  r,  A  sont  definies  par  les  formules  (VI)  et  (VIII).  Pour  la  demontrer,  on  pent 
employer  le  raisonnement  suivant,  indique  par  M.  Radau  {Bulletin  astronomique, 
t.  II,  p.  iSq). 
Nous  avons 

/» Po  /•  P"  /»  pP 

(3;)  po—pi--         ^P)         A  — p,  :-^/      a^dp,         T  —  pr—         a' dp, 

•-^pi  *^Pi  ^9i 

Les  rapports     ~^S —  peuvent  done  etre  consideres  comme  des  moyennes 

po— pi      Po-     Pi   ^ 

du  type 


et  Ton  demontre  aisement  que  la  racine  /i'*"^*^  de  OR  (a")  croit  avec  n.  Designons, 
en  elTet,  par  Xn  la  somme  pa'^  -^  p^a'l  ~h  .*.;  on  voit  tout  de  suite  que 

par  consequent, 
d*oii  fmalement 

(38)  .l,r<o^Ao«,„  (J-jy<(:^-iy'\  c.    Q.    F.    D. 

La  demonstration  serait  la  meme  en  rempla^ant  x„  par  une  integrale  definie.  II 
s'ensuit  que 


\Po— pi/  \Po-pi/ 


comme  le  veut  la  formule  (36). 

En  prenant  A  =  5,56,  T  =  4*74?  on  trouve,  pour  la  Terre, 

avec    p,  1:1-2,0;  2,5;  3,o; 
po>7>3;  7,4;  7»^- 


J 
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Remarquons  encore  que  Tequation  (7)  donne,  pour  a  —  o, 

(39)  2poeo (pA:-3/      pde>Oy 

d'oii 

ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  (3o), 

(40  ^>'  +  5^«- 

En  nous  reportant  au  Tableau  de  la  page  2o5,  nous  trouvons,  pour  Jupiter  et 
Saturne,  ^  >  1,8;  pour  la  Terre,  ^  >  1,27  ou  po>  7.07. 
L'equation  (7)  donne  encore 


5 

3pi  (^1  —  <?o)<  apo^o  —  -  cp  A  <  3po(e,  —  Co), 


d'oii 


,,,v  3po4-(2-f-Y}i)A  ^  ^0  ^   3pi-f-(2-4-Y)i)A 

5po  ^1  ip,  H-apo 

114.  Limites  des  densitSs.  —  II  est  interessant  do  voir  si  les  donnees  d'ob- 
servation  permettent  d'enfermer  les  variations  possibles  de  la  densite  a  Tinte- 
rieur  du  globe  dans  des  limites  bien  determinees.  M.  Stieltjes  a  examine  la 
question  dans  un  Memoire  public  en  1884  (Archi^^es  neerlandaises,  t.  XIX). 
M.  Radau  a  retrouve  quelques-uns  do  ses  resultats  en  suivant  une  autre  voie, 
que  nous  aliens  indiquer. 

Nous  connaissons  la  densite  a  la  surface  p«  et  les  valours  numeriques  des  deux 
integrales 

qui  permettent  de  calculer  les  deux  constantes 

(i3)  «-v/^'         p.^A--p.^r-p,^(A-p,)J^ 

dont  voici  la  signification  physique.  Si  le  globe  etait  forme  d'un  noyau  de 
rayon  a,  de  densite  po»  ct  d'une  ecorce  de  densite  p^,  on  aurait 

A    -pi~(po— pi)«',         r--pi  =  (po— pi)a*; 

par  suite,  a  =  a,  po  —  p,  =  p.  On  voit  aussi  quo  Pi  -h  p  ropresente  la  limite  infe- 
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rieure  de  po  determinee  par  la  formule  (36).  Avec  p,  =  2,7,  on  trouvc 

3 

a— 0,844,         «'^^'  P  =  4»77>        Po>7>47»        3po4-2p,>5A 

Remarquons  maintenant  que 

r— p,— /     {p  —  pi)da'^>  f     (p  — pj)t/a5>(p— p,)aS- 


»-'0  *^0 


par  consequent, 
On  trouve  ensuite 

Les  elements  dcs  integrates  ctant  positifs,  on  aura  un  resultat  trop  faible  en 
remplacant  la  limite  superieure  po  par  p,  et,  si  nous  retranchons  des  deux  cotes 
(^a'  —  ^*)(?  ~"  P«)'  ^1  vient 

(,_a*)(A-pO-(i-«')(r-p,)-(«»-«*)(p-pi) 

/•p  /•? 

^Pt  "^p. 

Or  le  second  membre  est  >  o,  parce  que  le  rapport  —^ r  — ^  +  -^  est 

lit    ^"^  t*  It      I      C*  Cc 

decroissant  et  que  Tintegralion  sc  fait  depuis  a  =  i  jusqu'a  a  ^  a.  On  aura 
done  (les  termes  en  p^  se  detruisent) 

■^  «^ — in*^  ^  a^ — a^ 

Les  limites  superieures  determinees  par  les  formules  (44)  ct  (45)  coincident 
et  deviennent  egales  a  p,  -+-  p  =  7,47  pour  a  -:  a;  la  premiere  est  trop  elevee 
en  dega  de  a,  la  seconde  au  dela.  On  trouve,  en  effet, 

Limites  supdrieures 

a  (44)  (45) 

0,0 00  X 

0,3 38,0 

0,5 i3,2 

0,« 8,96  7,73 

0,841 7,47  7,47 

0,9 G,i6  7,i5 

t,0 4,74  6,79 


EQUILIBRE    d'uNE   MASSE   FLUIDE   HtTlfeROG^NE    CONTINUE.  229 

Cherchons  maintenant  une  limite  inferieure  de  la  densite  p.  Afin  de  distin- 
guer  Ics  variables  a,  p  des  valeurs  fixes  a,  p  qui  repondent  a  la  limite  d'une 
integrale,  nous  designerons  ces  dernieres  par  a,  p,  quand  nous  aurons  besoin 
de  les  introduire  sous  le  signe  /.  On  trouve  ainsi 

r-p,--a*(A-  -pi)  -=  r  \a^~-a^)a^dp<  f   (a«- a»)  «» t/p  <  (i  -  a«)  (p  -  p,), 

en  ne  gardant  que  la  partie  positive  de  Tintegrale  (i  >  a  >  a).  En  supprimant 
desormais  les  barres,  il  vient 

(46)  p>   i_a»  >       P-Pi>  ,-r«T(^-pi)- 

Cette  limite  descend  a  p,  pour  a  =  a  et  devient  trop  basse  au  dela.  Elle  donne 

Limites 
inf^rieuros 

a  ( 16 ) 

0,0 4,74 

0,4 4,58 

0,5 4,^7 

0,6 4,28 

0,8 3,28 

0,844 2,70 

Nous  avons  ensuite 


D 


«*(A-p,)  -3(r-p,)==i5  r  {p-p,)(a^~-a^)a^da. 

Jo 


Cette  integrale  est 

<  i5(po—  pi)  I     {a^-a})a^-da—  '^aHp^—p^), 

Jq 

d'oii,  pourpo,  une  limite  inferieure 
En  faisant  a  ~  i,  on  aurait 

/  /ON                                                         5A  —  3T      ^ 
(48)  Po>  —  ~ =6,79. 

Mais  le  maximum  s'obtient  en  faisant  a  =  ol;  on  retrouve  ainsi  la  limite  p,  -t-  p, 
determinee  par  la  formule  (3G),  et  qui  donne  po  >  7,47« 

M.  Stieltjes  obtient  des  limites  plus  resserrees  en  supposant  que  la  densite 
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augmente  a  partir  de  la  surface,  mais  de  moins  en  moins  rapidcment,  ce  qui 
revient  a  prendre  zr<io,  5-1  <  o-  On  a,  par  exemple,  dans  ce  cas, 

p,  <3r~2A:=3,io,        po<  loA  — 9r==  12,94. 

115.  On  peut  assigner  des  limites  analogues  a  la  densite  moyenne  D  que  defi- 
nissentles  relations  (23).  En  effet,  nous  avons  d'abord  po>D>A;  ensuite 

A  -  r  >  r    {i  —  a^)a^dp>{i  —  a^)f  \^  dp  =  (a^—a^)  (D  —  p), 

d'ou 

(491  D-p<  ^~^ 


a*  —  a' 


Cette  limite  se  reduit  a  p  pour  a  =  a.  L'equation  qui  conduit  a  I'inegalite  (45) 
donne  aussi 

(i-a5)(A-p,)-(i-a»)(r-p,)>(i-a=»)  /"   \i  -  a^)  a^dp  -i-  {a^-  a^)  f'\^dp, 

et,  en  faisant  sortir  le  facteur  (i  —  a^)  de  la  premiere  integrale,  le  second 
membre  devient  (a'  —  a^)(J) —  p),  de  sorte  qu'on  trouve 

(00)  D       p< T^^-T^T— Pi- 

C'est  la  limite  superieure  que  la  formule  (4^)  donnerait  pour  p  —  p^,  Elle  se 
reduit  aussi  a  p  pour  a  =  a,  et  elle  est  trop  elevee  en  de?a  de  a,  tandis  que  la 
limite  (49)  I'est  au  dela. 

Ces  limites  superieures  de  la  difference  D  -—  p  nous  fournissent  celles  du 

rapport  — jy^  =  ^       ~  ^ .     >  en  mettant  pour  (p)  une  limite  inferieure  de  p. 

On  trouve  ainsi,  en  combinant  (49)  avec  (46),  pour  a  <  a, 

et,  en  combinant  (5o)  avec  (p)  =  p,,  pour  a^oL, 

■"       X  P  («'—   «')Pl 

^      '  1)  (I  —  a**)  A --- (i  —  a^)  1 

Pour  a  ==  a,  les  deux  formules  donnent 

1)       (3  +  Pi 
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Or,  en  vertu  de  (29),  ces  limites  superieures  sont  aussi  celles  de  ^  y).  Le  calcul 
nunierique  donne 

Limites  de  D  —  p  Limites  de  t^ 


a  (49) 

0,0 oc 

0,3 33,4 

0,5 8,75 

0,700 4,6J 

0,8 4,45 

0,84i 4,75 

1,0 00 


(50) 

oc 


4,75 
4,45 

4,09 


(51) 

(52) 

3,00 

•      •      •      • 

2,63 

•      •       •      • 

1,98 

■      •       •      • 

1,6-2 

',73 

■       •      •       ■ 

1,91 

'■9« 

•   •   ■  • 

1,87 

•   •   •   • 

.,81 

Nous  Savons  d^ailleurs  que  vjo  —  o,  yj,  =  o,544»  etl'on  voit  qu'on  a  y]<^^  2  depuis 

la  surface  jusqu'a  a  = -•  Or  I'equation  differentielle  qui  nous  a  fourni  la  rela- 

tion  (32)  donne,  en  integrant  depuis  a  jusqu'a  i  et  en  designant  par  ^  la  valeur 
de  Y)  qui  correspond  a  la  valeur  la  plus  faible  du  facteur  de  I'integrale, 

A  yiH-  TQi  >  a*  D  v^i  -t-  Y)  H —   - .  —  I    Sa^Dda 

ou  bien,  en  remplacant  D  par  A»  qui  est  plus  petit, 


(53) 


a*V^i  -f-  Yj  -+-  (I  —  a') 


n-  -  4 ^ 

2  10 


VI  4- 1 


::V  I  4-  YJ,  =  1,242, 


Comme  le  facteur  en  question  diminue  a  partir  de  ^  =  s*  sa  valeur  la  plus  faible 

correspond  a  une  limitc  superieure  de  $  =  y).  En  partant  de  ^  =  1,9,  I'inega- 
lite  (53)  donne,  par  approximations  successives,  pour  a  >  o,833, 


Limites  de  r^ 

a  (53) 

0,833 1,90 

0,8i 1,73 

0,83 1,54 

0,90 1,01 

0,9o 0,72 

1,00 0,54 
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CHAPITRE  XV. 


EXAMEN  DES  PRINCIPALES  HYPOTHESES  PROPOSEES  POUR  LA  CONSTITUTION 

INTERIEURE  I)E  LA  TERRE. 


II  s'agit  de  chercher  a  integrer  Tequation  (A)  du  Chapitre  precedent,  qui  doit 
determiner  I'aplatissement  e  d'une  couche  qiielconque  en  fonction  de  a.  L'inte- 
gration  rigoureuse  est  impossible  quand  on  laisse  indeterminee  la  loi  des  den- 
sites,  p  =  ^P(a).  On  n*a  pu  effectuer  les  integrations  que  dans  un  petit  nombre 
de  cas  que  nous  aliens  passer  en  revue. 

116.  Hypoth^se  de  Legendre.  —  Nous  partons  des  equations  (20)  et  (21) 
du  Chapitre  precedent 

(I)  e=:¥K,  *--  ^ 


(2)  -^  -- 


I     pa^  da 

La  dernierc  equation  prcndra  un  aspect  plus  simple  si  Ton  suppose  la  loi  des 
densites  telle  que  Ton  ait,  quel  que  soit  a, 


a^  -^ 


da 
(3)  — ; ^m«.    o, 

/     pa^da 

m  designant  une  constante.  On  en  tire,  en  chassant  le  denominateur  et  en  diffe- 
rentiant, 

-  d-p  dp  ,      , 

a^  -j~^  '\-  '2a  -J-  4-  m^pa^=:o 
da^  da  ^ 
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ou  bicn 

cPpa 
ad*  ' 

d'oii,  en  designant  par  G  et  H  deux  constantes  arbitraires, 

p  a  =  G  sin  ma  -h  H  cos  ma. 

La  densite  p  doit  rester  finie  au  centre,  pour  a  —  o;  done  H  --  o  et 

(\)  p  —  ^ — —-' 

Cette  valeur  de  p  verifie  la  relation  {'5)  quelle  que  soit  la  constante  G.  Les 
formules  (2)  et  (3)  donnent 

(5)  S  +  '"'-^-^>'  =  *'- 

On  cherche  I'integrale  generale  de  cette  equation  sous  la  forme 

y  -^u  sin  ma  -h  v  cos/we?, 

w  et  ^  etant  des  fonctions  inconnues  de  a.  On  forme  les  derivees  premiere  et 
seconde  dcj';  on  substitue  dans  (5)  et  Ton  egale  a  zero  les  coefficients  de  sin/wa 
ot  de  cos/na.  On  trouve 


d}  a  dv         6 

da^  da       a 


—  im  ~, *  "  ~-  o> 


d^  V  du        6 

da^  da       a* 

On  cherche  une  solution  de  ces  deux  equations,  avec  deux  constantes  arbi 
traires,  en  posant 


A,       A, 


a         a- 


„        Bt        B2 

a         a- 


En  substituant,  il  vient 


mB,  — 3Ao  mB,  — A, 

a*  a^ 

a^  a* 


T.  -  II. 


3o 


a34 
d*oii 
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A, 


Hi 


3 
m 

m 


"Oi  ^i—  "    i   Aq, 


A„.         B 


5-- 


m 

3 
m 


1  Bo: 


«  n:  A,  (  I r— J  )  —    -  -  Be, 

\         nra^J       ma 


^—HAi 


( 


3     \         3     . 


/w'a 


/??a 


(6) 


j--.--Ao[(.-,-ysm,.m 


3 


//la 


coswa 


]-««K-^.) 


cosma sin  ma 

/?ia 


] 


On  a  ensuite,  par  les  relations  (3)  et  (4 ). 


(7) 


/"'pa' 


rt'  f/p       ^^  sin/7ia  —  ma  cos/na 


m'  aa 


m- 


apres  quoi,  les  formules  (i),  (6)  et  (7)  donnent 


(8)    C  =  //^*7,-- 


r- 


3 


,    „  ,  sin  ma  h cos  ma 

m^a^J  ma 


sin  nia  —  ma  cos  ma 


+  rn^  -^. 


n  ( ' ri )  c* 


3     . 

cos  ma sin  ma 

ma 


sin  ma  —  ma  cos  ma 


Pour  de  petites  valeurs  de  a,  on  a 


sm  ma  —  ma  cos  ma  --  ma  — 


( ' r-2 )  si 

\         m'  a*  / 


sm  ma 


3 


ma 


m^a^                              m^a^                  m^a* 

I                     ..   ?W/7      1        ....                          .                         ! 

6                                   2                         3         . 

/            3    \  /             m»a»       m^a*            \ 

11'               II  nia  —          ■  ■■    !       ■  ■  ■                1 

V       m^d^jy*^          6       '     120          ') 

3    /        ni^d^       m^a^            \             i       ,    , 

ma\            2            24               /            1 5 

'  •  > 

V'       m^ay 


3  3 

cos//ia sin /Mai. .—z 

ma  m*a^ 


I      •   •   •    ■ 


m«  B. 


On  voit  ainsi  que,  dans  la  formula  (8),  le  coefficient  de    ^  °  devient  infini 

pour  a  =  o,  tandis  que  celui  de  — /r-^  se  reduit  a .  :  ^  —  —  ^  •  On  doit  done 

avoir  Bq  —  o,  et,  pour  que  J^  se  reduise  a  i  quand  on  fera  a  =  o,  il  faut  que 


Ton  ait 


m*A( 


—  —o; 
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apres  quoi,  la  formule  (8)  donnera 

_^  (3  — m* a') sin mflr  —3/?2rtCOsma 
m'a*(sin//i«  —  macosma) 

On  aura  ensuite,  pour  determiner  le  coefficient  F,  la  relation 


Or  on  tire  de  (9) 


^'-m 


;.  (3  —  m*)  sin/7i  —  3/?i  cosm 

*  m'  (sin  m  —  m  cos  m) 

/flfC  \  ^  (m*  —  6)  sin*/w  -h  (12m  —  /n')sinmcosm  -h 

\da)x~  //i*(sin/?i  —  /ncosm)- 

I  fd^\        ^  (m* — 2)  sin*/w -H  m  sin/ncos/w -h  m'cos'/w 
i\dajx  2(sinm~f 


(m*  —  6/w*)  cos*m 
- > 


m  cosw)' 


On  en  conclut  la  valeur  de  F,  puis 


5  (lanp:/7i  —  m^*  (3  —  m*a*)  lang/wa  —  3/?/a 

~~  2  ^  (m*  -  2)  tang*m  -h  /?ilangw   f-  //i*        m*a*(tang/wa  —  ma) 

Nous  allons  determiner  la  constante  m  en  ecrivant  la  condition  (VIII)  du 
n"  107,  ce  qui  revient  a  ecrire  que,  pour  a  =^  i,  on  doit  avoir  e=--  e^.  La  for- 
mule (10)  donne  alors 

,     ,  /w--langw  3/w  4- (m'  — 3)  lang/n  2t',  000 

(11)  -  ,-" ^ -        ^- ,-    -  -— ~o,3q3o32. 

^     '  m'  m*-i-m  tang/wH- {//i*— 2)  tang*/n        Dcp  "' 

C'est  la  une  equation  transcendante  pour  determiner  m\  pour  la  resoudre, 
nous  calculerons  les  valours  numeriques  de  son  premier  membre  OIL,  pour  cinq 
valeurs  equidistantes  de  m  convenablement  choisies.  Nous  trouverons 

m.             '  DXL.  DifTercnces  premieres. 

138 o, 399585 

AAt\  Q    r     rr  ~~   0,003529 

1  iO o.SgGoM)  n  ^  —  0,000  000 

na  \         ,0  —    O.OOSGlO  ^ 

1^2 0,392137  onn^^w»  0,000091 

All  000  —    0,00J7I0 

144 0,388727  ^  ft   ..  --   0,000  oqi 

jtsr  QQ/      /  —  o,oo3  8oi 

146 o,38J924 

On  voit  que  la  racine  est  comprise  entre  i/io*"  et  i/p^.  ^t^  calcul  d'interpola- 
tion  facile  d'apres  le  Tableau  ci-dessus  donne 

m—i4i°4o' 28''--- 2,472688. 
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La  condition  (VI)  du  n^  107,  jointe  a  la  formule  (7),  donne 

^^^       ,,  sinm  —  m  cosw 
i,853z__G-  —^ ; 

je  remplace  m  par  sa  valeur  numerique  et  je  trouve 

0=^4,426. 

Je  vais  resumer  la  solution  :  en  remplacant,  dans  la  formule  (10),  ^  et  m  par 
leurs  valours  numeriques,  je  trouve 

j    mm  l4l°4o'28'' :      2,47269, 

,   ,  ^  sinmcf 

(12)  {    ^  a 

I  /;i*a*(tang/na    -ma) 

e       '  (3  — /n*rt')  langma  —  ^ma 

11  faut  voir  maintenant  comment  cette  solution  repond  aux  autres  conditions 
imposees.  Pour  a  =  i,  on  trouve  p<  =  2,74;  c'est  une  valeur  admissible  cgale  a 
tres  peu  pres  a  la  moitie  de  la  densite  moyenne  du  globe.  En  second  lieu,  on  a 

do       ^  ma  —  tangma 

-r-  1  :  G  cosma r— ^ > 

da  a' 

quantite  negative  quand,  m  ayant  la  valeur  numerique  donnee  plus  liaut,  a  varic 
de  o  a  I.  Ainsi,  la  densite  decroit  bien  constamment  du  centre  a  la  surface; 
nous  trouverons  d'ailleurs,  pour  a  =  o, 

po  =  (;m  =  10,94,         e^  — 


364,5 


11  nous  reste  a  savoir  quelle  valeur  nous  obtiendrons  pour  ^-t— ';  nous  savons 

d'avance,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  dans  les  n''*110  et  IH,  que  nous  no  pouvons 
pas  obtenir  le  nombre  fourni  par  la  precession  des  equinoxes.  On  a 


/    pa^da 


da 


da  est  connu;  c'est  „  •  On  a  ensuite 


/    pa*^a  =  G/     a^sinmada. 
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En  appliquant  plusieiirs  fois  Tintegpation  par  parties,  on  trouve 

/,    .            ,         6a  —  a'm*  3a*m* — 6    . 

n^  sin  ma  da  ^r: cos  ma  4-  — :     —  sm  ma -t- const. , 

m-*  m* 

Jr*      ,  ,         .,  (6m  -  m')  cosm -f  (3m*— 6)  sin m 
pa*aar=:G-^^ —      -r —     — : 

on  trouve  finalement 

II  ne  sera  peut-etre  pas  inutile  de  recommencer  les  calculs  precedents  avec 
d*autres  valeurs  de  Taplatissement  superficiel  e^,  Toutefois,  j'ai  trouve  plus 
commode  d'attribuera  la  racine  m  des  valeurs  equidistantes  et  de  calculerr,  par 
la  formule  (12).  Voici  le  resultat  des  calculs  : 

-•        p..        Po.        G.      -— ^. 

138 288,7  a,93  10,53  4,37  294,7 

140 291,2  2,83  «o>75  4)  40  ^'97  »9 

142 293,9  2,73  10,98  4,43  3oi,2 

144 296,7  2,63  11,22  4,46  3o4,8 

146 299,7  2,52  11,47  4»5o  3o8,5 

117.  Hypotheses  de  MM.  Roche,  Lipschitz  et  Maurice  L6vy(*).  —  Re- 

prenons  Tequation  differenticlle  de  Clairaut  sous  la  forme 

Supposons  la  loi  des  densites  telle  que  Ton  ait 

3  /     pa^da 

Po,  k,  X  et  [i.designantquatre  parametres  constants.  On  en  tirera 

3pa'r3po^-[a3(,-AYj'X),x]. 


(')  RocnE,  Memoire  sur  la  loi  de  densite  a  I'interleur  da  la  Terre  {Academic  des  Sciences  de 
Montpellicr,  1848);  —  LiPScniTz,  Journal  de  Crelle,  t.  LXU;  —  Maurice  Levy,  Sur  la  thcorie  de  la 
figure  de  la  Terre  {Comptes  rendu s  de  I'Academie  ties  Sciences,  t.  CVI). 
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d'ou,  en  cffectuant  les  operations  et  simplifianl, 

Telle  est  done  la  loi  de  densite  que  nous  adoptons  actuellement. 
En  vertu  des  formules  (i^j)  et  (i5),  Tequation  fi3)  devienl 


II  y  a  lieu  de  poser 
ce  qui  donne 

art  aj:  da  dx 

d^K 


^^,_A(A       I)  Art       ^_^4-AAa         ^^^, 


L'equation  (t6)  devient  ensuite 


=  0. 


Quand  on  a  chasse  le  denominateur  i  —  x,  il  y  a  des  reductions;  le  facteur 
X.r  apparait,  et,  apres  I'avoir  supprime,  on  trouve 

ou  bien 

en  determinant  les  quantites  a,  (3,  y  par  les  formules 

5  5  /a  2|JL  ^ 
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on  en  deduit 


(i8) 


/  o  /25  a        ,    , 


Si  Ton  pose 


y  =  j^+.. 


?i   :  I  -f-B,J7  4-  B,X*-h  BsJ?'-!-.  .  .  , 


qu'on  substitue  dans  Tequation  (17)  et  qu'on  egale  a  zero  les  coefficients  des 
di verses  puissances  de  a?,  on  dcterniinera  de  proche  en  proche  les  coefficients 
B,,  B2 et  Ton  trouvera 

^  a.;3  a(a4-i)(3((3-i-i)     , 

?  =1  iH ^  X  H ^ -^-r-^—^  a:*  -f- .  .  . ; 

i.y  i.2.y(y-hi) 

c'est  la  serie  hypergeometrique 

(19)  K~^{o^,  P>  y,  ^). 

L'exposant  A  est  cssentiellement  positif :  sans  quoi  p  deviendrait  infini 
pour  a=  o;  po  est  la  densite  au  centre.  II  est  evident  que  D  doit  etre  positif  et 
plus  petit  que  p^.  On  aura  done,  a  cause  de  Texpression  (i4)  de  D, 

o<  (1  —  A:a^)f*<  I. 

II  resulte  de  ces  inegalites  que  A  et  [x  doivent  etre  de  meme  signe;  nous  les 
supposerons  positifs  :  alors  on  devra  avoir  en  outre  A<  i.  Les  expressions  (18) 
de  a  et  ^  seront  reelles.  On  aura 

118.  11  reste  a  indiquer  comment  on  pourra  determiner  les  quatre  para- 
metres  Po,  k,  X,  [JL  qui  figurent  dans  la  loi  des  densites,  d'apres  les  condi- 
tions (V),  (VI),  (Vll)  et(VIlI)dunM07. 

En  faisanta=  i  dans  la  formule  (i4)'  il  viendra  d'abord 

(20)  poi- 


(i  — A:)'^' 

puis,  la  relation  (i5)  donnera 


p,=:..-p,(l-A-)l^-i|^I^/c(,-^^^^)] 
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ou,  en  reraplaQant  po  par  sa  valeur, 


Ayanl  egard  maintenant  a  la  condition 


nous  aurons  pour  a  -^j,  x  —  k,  ^,  —  F(a,  p,  y,  A:), 


La  condition  (22)  deviendra  done 

>.A'a(3  F(a  -+- 1,  j3  ^-  i,  y  -^- 1,  A*)  _  69 
y  F(a,  P,  y,  A)  ~  2^1 

OU  bien,  en  reinplagant  a,  p  et  y  par  leurs  valeurs  (r8), 

^'^^  ^  F(a,(3,y,A-)  "     Xf.    [ie,       ^-^'^^^     ^^ 

La  formule  (IX)  du  n*'  107  donne,  en  remplaQant  D  par  sa  valeur  (t4)  et 
mettant  ensuite  pour  po  son  expression  (20), 

Les  equations  (20),  (21),  (23)  et  (24)  determineront  nos  quatre  inconnues. 
Mais  nous  savons,  sans  avoir  besoin  de  faire  la  discussion,  d'apres  le  theoreme 
du  n°  m,  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  valeurs  reelles  des  inconnues 

avec  les  valeurs  numeriques  adoptees  actuellement  poure^  et  — ^-• 

J'engage  neanmoins  le  lecteur  a  voir  pour  cette  discussion  les  Memoires  de 
MM.  Lipschitz  et  Rocbc,  et  aussi  une  Note  que  j'ai  publiee  dans  les  Comptes 
rendus  de  r Academic  des  Sciences,  t.  XCIX,  p.  579. 
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La  loi  de  densite  etudiee  par  M.  Lipschitz  est 

on  la  deduit  de  Fexpression  generale  (i  >),  laquelle  est  due  a  M.  Maurice  Levy, 
en  y  supposant  tx  —  i. 

M.  Roche  avail  adopte  la  loi  plus  simple  encore,  qui  repond  a  X  —  2, 

avec  les  valeurs 

Po   - 10, 10,        A,      0,764. 

119.  LaTerreest  formee  sans  doute,  dans  son  interieur,  de  substances  de 
densites  differentes  et  de  natures  diverses  au  point  de  vue  chimique.  Dans  Figno- 
rance  ou  nous  sommes  relativement  au  nombre  de  ces  substances  et  a  leurs 
densites,  Thypothese  d'une  densite  augmentant  d*une  maniere  continue  avec  la 
profondeur  offre  une  base  de  discussion  qui  pent  n'etre  pas  bien  eloignee  de  la 
verite;  mais  Laplace  a  envisage  cette  hypothese  a  un  autre  point  de  vue.  11  s'est 
propose  de  montrer  qu*on  pouvait  satisfaire  aux  donnees  de  Tobservation  en 
supposant  la  Terre  formee  primitivement  d'une  seule  substance  fluide  (de  la 
lave  en  fusion,  par  exemple).  Les  variations  de  densite  avec  la  profondeur  pro- 
viendraient  alors  de  la  compressibilite  du  liquide  sous  les  pressions  enormes 
qu'il  supporte. 

Indiquons  d'abord  le  calcul  approche  de  ces  pressions.  Nous  negligerons  ici 
la  force  centrifuge  et  les  aplatissements  des  couches  de  niveau,  qui  seront  sup- 
posees  spheriques.  Soil  R  la  resultante  des  attractions  sur  I'unite  de  masse 
placee  a  la  distance  a  du  centre;  les  couches  dont  le  rayon  est  superieur  a  a 
n'exercent  pas  d'action,  et  I'effet  des  autres  est  le  meme  que  si  toute  la  masse 
etail  reunie  au  centre.  On  aura  done 


H       '^  f\a^da. 


On  a  ensuite,  en  designant  par/?  la  pression, 

df/?  =  p  ( X  e/x  -h  Ye/v  4-  Z  f/w )   -  —  p R  f/^i ; 

d'oii,  en  remplagant  R  par  sa  valeur  ci-dessus, 

(a.-,)  dp  =r. "-J!- rf«. 

T.  -  II.  M 
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p  ei  p  sont  des  fonctions  de  a;  on  pourra  ecrire 

et  cette  formule  donnera  le  petit  accroissement  dp  de  densite  obtenu  par  Tac- 
croissement  dp  de  la  pression.  Laplace  dit  qu'il  est  naturel  de  penser  que  les 
liquides  resistent  d'autant  plus  a  la  compression  qu'ils  sont  plus  comprimes 
deja.  La  fonction  ^(p)  doit  done  etre  une  fonction  croissante  de  p.  Le  type  d'une 
pareille  fonction,  adopte  par  Laplace  comme  etant  le  plus  simple,  est 

i]>(p)=:Ap,         d'ou         dp^z  hpdp. 

La  formule  (26)  donne  ensuite 


t\'K{  f    pa* 


da 


hdo^L — r da 


ou  bien 

do 


a«^ 


/     pa^da 

Jo 


da  /iTrf 


h 


Cette  equation  est  identique  a  Tequation  (3),  en  faisant  m^=  ^^-  On  arri- 

vera  done  ainsi  a  Thypothese  de  Legendre,  qu'il  convient,  pour  cette  raison, 
d'appeler  Ar/^oMeVe  Legendre-Laplace. 

M.  Roche  a  propose  de  prendre,  au  lieu  de  ^'(p)  =  ^p» 

(27)  4;(p)z=Ap  +  yi'p«=^. 

L'equation  (25)  donne  ensuite 
d'oii,  en  differentiant, 

(28)  ~  ra«(A  -h  h'p)  ^1  +  47rfpa»z=  o. 

C*est  une  equation  difTerentielle  du  second  ordre  pour  determiner  p  en  fonc- 
tion de  a.  Sans  en  rechercher  I'integrale  generale,  M.  Roche  a  montre  qu'on 
pent  satisfaire  a  cette  equation  par  une  expression  de  la  forme 

(29)  p:-=po(i-A^,a*). 
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£n  substituant  en  efTet  cette  expression  dans  I'equation  (28)  et  egalant  a  zero 
les  coefficients  de  a}  et  «\  on  trouve 

—  3A:i(A  -f-  A'po)  -h  2  7rf  =  0,        SArj/i'py—  2  7rf  =  0, 

d'oii 

(3o)  p.=  ^„         -t.  =  -^^. 

C'est  par  cette  vole  que  M.  Roche  est  arrive  a  son  hypolhese  qui  se  traduit 
finalement  par  la  formule  (29). 

120.  11  y  a  lieu  de  determiner  les  coefficients  de  compressibilite  qui  resulte- 
raient  des  deux  hypotheses  precedentes. 

PlaQons-nous  a  la  surface;  soil  [x  le  coefficient  de  compressibilite;  un  accrois- 
sement  de  pression  dp  =  xs  produira  Taccroissement  (xp,  de  densite.  Dans  la 
formule  (26),  on  pent  done  faire 

ce  qui  donne 

(3i)  M.  ^ 


Pl+(pl) 


Soient  H  la  hauteur  du  barometre,  exprimee  en  prenant  pour  unite  le  rayon 
terrestre,  D  la  densite  du  mercure.  On  a 


d'oii 


m^UDg,      '^^fM,        M^IttA, 


w  =|7rfHDA, 


et  la  formule  (3i)  devient  ainsi 

,0  V  47rfHDA 

3pi^(pi) 

Dans  Thypothese  de  Laplace,  on  a 


1/     N       /  4^^ 


il  en  resulte 


On  a,  d'ailleurs, 


m' 


_  m«H  DA 

^-      3       Pi' 

p,  1=12,74;        A  =5,56;        D  =  i3,6; 
'  5378000' 
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on  Irouve  ainsi 

^=r  0,0000024 

Dans  riiypothese  de  M.  Roche,  on  a 


f  ^'<i 


vj^(p,)-  /ip,4-/*'p 


ou  bien,  a  cause  des  relations  (3o), 


/|7rfp,  /         3  p,\ 


En  portant  cette  valeur  dans  la  formule  (32),  il  vient 

5X,H     DA 


J  ^  3  p,   pj 


(33)  iM^ 

2    po 

M.  Roche  a  adopte  dans  la  formule  (29),  comme  nous  I'avons  deja  dit, 

A*i  =1:0,764,        po  =  io,io,        d'ou        Pjzh-^jSS. 

La  relation  (33)  donne  ensuite  [i.=  0,000004  5 »  c'est-a-dire  a  pen  pres  le 
double  de  la  valeur  fournie  par  Thypothese  de  Laplace.  On  ne  connait  pas,  bien 
entendu,  le  coefficient  de  compressibilite  de  la  lave  fondue;  nous  nous  borne- 
ronsa  rappeler  que  celui  du  mercure  est  0,0000029,  etcelui  de  Teau  o,oooo5o. 

121.  Th6or^me  de  Saigey  (*).  —  Si  nous  faisons  abstraction,  et  de  la  force 
centrifuge,  et  de  Taplatisseraent  des  couches  de  meme  densite,  la  pesanteur  g 
en  un  point  de  Tinterieur  de  la  masse  situee  a  la  distance  a  du  centre  aura  pour 
expression,  d'apres  le  n°  119, 

,(34)  A'-    -^-^   /     pa'da. 

Cherchons  comment  varie  ^quand  on  fait  decroitre  a  de  i  jusqu'a  o,  et  de- 
signons  par  ^,  et  g^,  les  valeurs  correspondantes  de  g.  On  a  evidemment  ^'•^^  o; 
c'est  d'ailleurs  ce  qu'il  est  facile  de  deduire  de  la  formule  precedente.  Si  la 
densite  p  etait  constantc,  on  aurait 


(»)  Saigey,  dans  j^a  Petiie  Physique  du  ^lobe,  t.  II,  p.  i85,  a  mis  on  relief  lo  Ihcorenio  dont  il  s'agil, 
el  nous  avons  cru  pouvoir  citer  son  noni,  surloul  pour  rappeler  son  petit  Ouvrage,  ires  clair  et  assez 
peu  connu. 
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et  g  irait  constamment  en  diminuant  de  i  a  o.  Mais,  p  etant  suppose  variable 
dans  la  formuie  (34),  ie  facteur  — ^  croit;  i'autre  facteur  /  ^d^da  decroit,  puis- 
qu'on  ne  prend  plus  qu'une  partie  des  elements  lous  positifs  de  Tintegrale 

J\   pa^  da.  II  pent  done  se  faire  que  g  passe  par  un  maximum.  On  trouve  imme- 
0 

diatement 


d'oii 


(35) 


Si  done  on  a 


da 


^47rf  (^p-  -  ~   /""pa'rfa)  =4itf(p-  1 1)); 


<(' 


1    : 


[    • 


3  --^^   ' 


.>- 


f  -  -1 


(36) 


p.  <  5  -^. 


on  voitque  (-7)  *M  ;7^)  sont  de  signes  contraires.  li  y  a  done  certaineinent 

une  valeur  de  a  qui  annule-—-;  a  celto  valeur  de  a  correspond  un  maximum 
de  g.  Dans  le  cas  de  la  Terre,  Tinegalite  (36)  revient  a 

pi<3,7i ; 

elle  est  certaineinent  verifiee.  Done,  si  Ton  suppose  qu'on  penetre  dans  Tinte- 
rieur  de  la  Terre,  a  partir  de  la  surface,  en  suivant  un  rayon,  la  pesanleur  com- 
menceraparaugmenter;  elleatteindra  un  maximum  etdecroitra  ensuite  jusqu'au 
centre,  oil  elle  sera  nulle. 

Pour  calculer  la  valeur  a'  de  a  qui  repond  au  maximum  g  de  g,  il  Paudrait 
connaitre  exactement  la  loi  des  densites.  En  adoptant  celle  de  M.  Roche,  avec 
les  constantes  indiquees  plus  Iiaut,  on  trouve,  par  la  formuie  (34), 


«r 


,     .     (a       Xia'\ 


s 

cette  expression  atteint  son  maximum  g^  =  -  Tifp^a'  pour 


a  —  a'  ^r.k/  — -  i=-  o ,  853  =  i 
V  9^1 


I 

(3,8 


Ainsi,  la  pesanteur  auginente  a  partir  de  la  surface,  jusqu'a  une  profondeur 
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voisine  du  septieme  du  rayon.  On  a  d'ailleurs 

et  il  en  resulte 

^  =  7 i —  ==i,o5. 

I       .A:, 

xVinsi,  ia  pesanteurn'augniente  quede  la  vingtierae  partie  environ  de  sa  valeur 
a  la  surface. 

Supposons  que  Ton  descende  au  fond  d'un  puits  de  mine,  a  uneprofondeurA 
estimee  en  fraction  du  rayon  terrestre.  La  formule  (35)  donnera,  en  faisanl 
oa  =  —  /if 


On  a  d'ailleurs 


^^-^^^TTf^^A-p.)//. 


^,r=fM  =  |7rfA; 


il  en  resulte 


Sgt 


g 


i=(.-3g)„. 


Supposons  qu'on  fasse  osciller  un  meme  pendule  simple,  de  longueur/,  a  I'ori- 
fice  du  puits  et  au  fond,  et  que,  pendant  un  meme  intervalle  de  temps,  il 
effectue  dans  les  deux  cas  des  nombres  d'oscillations  representes  par  /i,  et 
Wi  -h  Sw,.  On  aura 


-i^\/^=('*i  +  3n,)7ry/^^ 


gi 


d'oii,  avec  une  precision  suffisante, 

(37)  ^^i^^^__?Pi)/.. 

Si  done,  on  connait  n^ ,  S/i,  et  A,  on  en  pourra  conclure  ^-  Or,  M.  Airy  a  fait 

cette  experience  en  i854»  dans  Tun  des  puits  de  la  mine  de  Harton,  dont  la  pro- 
fondeur  etait  de  385".  II  a  trouve  qu'en  un  jour  solaire  moyen,  le  pendule  a 
secondes,  qui  faisait  86400  oscillations  a  Torifice  du  puits,  en  effectuait  2,24  de 
plus  au  fond  pendant  le  memo  temps.  On  a  done 

/i ,  —  86  400 ,        3/1,^2,24,        h  —  ^-7.-— - -^  • 

0071 000 
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La  formule  (37)  donne  alors 

^  zm  0,38l,  p|=:2,I2. 

Gette  vaieur  parait  un  peu  faibie. 

Des  experiences  faites  recemment  par  M.  R.  de  Sterneck,  en  Saxe  et  en  Bo- 
heme,  confirment  I'augmentation  de  pesanteur  prevuepar  la  theorie,  mais  don- 
nent  pour  p,  des  valeurs  plus  faibies  encore  qiie  celle  obtenue  par  M.  Airy  (voir 
Helmert,  Geodesie,  t.  II,  p.  499»  et  Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  234). 
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CHAPITRE  XVJ. 

THtORlE  DE  L\  FIGURE  DES  PLANETES,  FONDEE  SUR  LES  DEVELOPPEMENTS 
EN  SERIES  DE  FONCTIONS  SPHERIQUES.  -  POLYNOMES  DE  LEGENDRE. 


Les  bases  de  la  tlieorie  que  nous  avons  exposec  dans  ies  Chapitres  precedents 

ont  ete  posees  par  Clairaut  dans  son  admirable  Ouvrage  intitule  :  Theorie  de  la 

figure  de  la  Terre.  On  peut  relrouver  les  memes  resultats  et  leur  donner  plus 

de  generalite  a  certains  egards,  en  suivant  une  voie  entierement  differente,  qui 

repose  sur  les  travaux  de  Legendre  et  surtout  de  Laplace. 

122.  Considerons  le  potentiel  V  relatif  a  Tattraction  d'un  corps  sur  un  point  M 
ne  faisant  pas  partie  de  sa  masse,  et  dont  les  coordonnees  rectangulaires  seront 
representees  par  a?,  y,  z, 

V  sera  une  fonction  de^,  v,  z,  et  Ton  aura,  comme  on  I'a  vu  au  n°  4,  I'e- 
quation  de  Laplace 

...      d^y      d^y      d^\ 

Si,  au  lieu  des  coordonnees  rectangulaires  ^,  r,  z,  on  introduit  les  coordon- 
nees polaires  r,  6,  4'  P^^  l^s  formules 

(2)  ^rzircos^,         vziz /•  siii(?sin4',        i;  = /sin  9  cos  4*, 

Tequation  (i)  se  transforme  {voir  le  n^  5,  p.  8)  en 

Cette  equation  aux  derivees  partielles  a  lieu  quel  que  soit  le  corps  attirant, 

pourvu  que  le  point  attire  ne  fasse  pas  partie  de  sa  masse.   II  convient  de  la  ^ 

transformer  en  posant 

(4)  COBS' =:fJL. 


THEOKIE    UE    LA    FItiURE    DES    PLANETES. 


V  devient  ainsi  une  fonction  de  r,  tx  et  •]>.  On  a 


2/19 


I      <i 


sind  dO 


-<)-iA}'-<\ 


r 


d\ 


()  r  \      Or  J 


-  /• 


de  sorte  que  i'equation  (3)  devient 


(A) 


equation  fondamentale  dans  la  theorie  que  nous  alions  exposer. 

Soient  0  {fig-  20)  Torigine  des  coordonnees,  que  nous  supposerons  placee  a 


Fig.  20. 


\      A 


rintei'ieur  du  corps  attirant  A,  W  un  element  quelconque  dm'  de  la  masse  de  ce 
corps,  oc\y\  z'  ses  coordonnees  rectangulaires,  /',  0',  ^'  ses  coordonnees  po- 
laires,  A  la  distance  MM',  a  Tangle  MOM'.  Nous  aurons 


(3) 


-/ 


1 


Tintegration  s*etendant  a  toute  la  masse  du  corps  A;  d'ailleurs 


(6) 


A2    ^,-2+,.'i 

COSG-  rn 


•i/v'cos^, 


XJC' 


yy 

rr' 


'_!_    --' 


d*oii,  par  les  formules  (2)  et  les  formules  analogues  en  x\  y\  z\ 


(7) 


co5i<7  =  cosOcos^'  -h  sin&sin()'cos('|  —  ^'). 


Si  Ton  pose  aussi 


(V) 


COs{/'=:|Jl', 


'1^ 


r.  -  11. 
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on  pourra  ecrire 


(8)  coso-  =  fxfx' -f-  V^  I  —  fx*  v^  1  —  |jl'*  cos(^  —  4'')' 

D'apres  la  formule  (5),  nous  devons  nous  occuper  d'abord  du  developpement 
de  X* 

123.  Developpement  de  ^-  —   La  relation  (6)  donne,  en  designant  par  E 
la  base  des  logarithmes  neperiens, 


^=i(.-';E'.---.r7.--'    -•"* 


Nous  supposerons  que,  pour  toutes  les  positions  du  point  M'  a  Tinterieur  du 
corps  A,  on  ait  constamment 

Alors  les  deux  facteurs  ( i  —  ^E^^'^^j    ?   (^  "~  ""  E"^*^)       peuvent  etre  deve- 
loppes  suivant  les  puissances  de  -;  il  en  sera  de  meme  de  leur  produit,  et  nous 


f     • 


r 

pourrons  ecrire 

(9)  A  =  7^  -^  P»  Ti  -^  P«  7»  ^-  •  •  •  =^ 2- ^"  7^' 

0 

Nous  ferons  connaitre  bientot  Texpression  generale  de  P„.  Nous  nous  conten 
terons  pour  le  moment  d'une  induction  pour  prevoir  la  nature  de  cette  expres- 
sion. 

Pour  y  arriver,  il  vaut  mieux  partir  de  la  formule 

qui  nous  donne 


I         if         I  /2/'  r'^\        1.3  /2/'' 

-T-  =  -      I  4-  -      C0S<7 r       H 7     


,.'»\  J 


/* 


COSG- r 

1.3.5  /2/' 


2  . 4 . 6  \  /• 


coso- 


';)"-l 


ou  bien,  en  efTectuant  les  calculs. 


1         I        /•'  /•'*  /  3        ,  1  \        r'^  /o        _  3 

-T-  z=  -  -\ jC0S(7  H-  -T      -  cos' (7 M r      -  COS'd 

A       r       r-  /•*  \2  2/        /•*  \2  2 


cos  (7 
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En  comparant  avec  ie  deveioppement  (9),  on  trouve 


I 


Pi---  COSO", 


(10) 


Pi—  -cos*o- J 

9.  2 


D  ^  .  3 

a  2 


On  pent  prevoir  que  P„  sera  un  poiynome  entier  du  degre  n  en  eosa,  ne  conte- 
nant  que  des  termes  de  meme  parite  que  n. 

En  remplagant  dans  les  formules  (10)  cos  a  par  son  expression  (7),  on  trouve 
sans  peine 


Pi- 


P,== 


cos 6  cos 6'  -h  sin  OsinO'  cos ( ^  —  4*' )» 

("COs^Q  —  ^^  /^-cos'^'—  -\   ^Ssin^cos^sin^'cose'cosCvJ^ 


-+') 


3   . 


7sin*0sin*9'cos2('J>  —  iL'), 
4 


P, 


(II) 


(^cos'Q-^cos^)  Qcos'^'-^cos9') 


l{l^cos^e-^\  ^^cos*0'-^)sin0sin0'cos(4;-i^') 


13     . 


-V- sin*  0  COS*  0  sin*  0' cos*  6' cos  2  (4'  —  ^') 


5  . 


gsin»0sin»0'cos3(i];  — ij;'), 


1    D    — 


P* 


On  donnera  plus  loin  la  loi  generate  des  expressions  (10)  et  (i  1);  mats,  des  a 
present,  on  pent  prevoir  que  Texpression  de  P„  envisagee  comme  fonction  de  G, 
^,  G'  et  ^'  sera  de  la  forme 


n 


F  (cos0)F  (cos0')4-Fi(cos9)Fi(cos(?')sin9sin^'cos(i^  — 4/') 
+-  F,(cos^)  F,(cos9')  sin«0sin*0' cos2(ij^  —  ^') 
+-  Fj(cos0)  F,(cose')  sin»^ sin»5'  cos3(ij^  —  ^') 


Nous  confirmerons  bientot  cette  induction,  et  nous  donnerons  la  forme  gene- 
rale  des  fonctions  F,  F,,  —  Bornons-nous  pour  le  moment  a  constater  que  les 
fonctions  P„  sont  entierement  definies  par  I'equation 


(12) 


s/ 


/•'  H-  / 


.'i 


2 /•/•' [cos 6  cos 0' -+-  sin 6  sin 6'  cos (^  —  'Y )] 


RemplaQons,  dans  la  formule  (5),  ^  par  son  deveioppement  (9)  et  dm'  par 
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pV*rfr'sinO'rf6'</'y,  oil  p'  designe  ia  densite  du  corps  au  point  M',  et  nous  trou- 
verons 


(B)  ^^---y  +  7^  +  7^+--=2;7v 

0 

en  posant 

(i3)  Y„rT7  lp„r'"(im'z-.  f  (  U'\\r"'^^  dr' -.xnO' dO' dy . 

oil  les  integrations  s'etendent  a  toute  la  masse  du  corps.  Soit  R'  la  longueur 
interceptee  enlre  I'origine  0  et  la  surface  du  corps  sur  le  rayon  vecteur  corres- 
pondant  aux  angles  6'  et  '^ ;  r  variera  de  o  a  R',  et,  puisque  nous  supposons 
que  le  point  0  est  interieur  au  corps,  G'  variera  de  o  a  i:  et  ^'  de  o  a  211;  p'  est 
d'ailleurs  uno  fonction  connue  de  r\  G'  et  ^'.  On  pourra  done  ecrire 


!'«■  ^7C  ,,4ir 


r'n-^^dr' j     s'mO'de'         p'P,,dy 


ou  bien,  en  introduisant  ui' —  cosG'  au  lieu  de  G', 


K  ,.-+-!  ^.ITC 


0  •  '-  I  '  0 

P„  etant  un  polynonie  du  degre  n  en  cosd  sera,  d*apres  I'expression  (8)  de  a, 
une  fonction  entiere,  et  de  degre  //,  des  quantites 

|ul/jl',     y/i  —  |jL*cos4'\/i  —  fjL'^cos^|i'     el     y/i  ~ /jl*  sin^' v  *  —  f^'^  sin^*'- 

Quand  on  substituera  dans  la  formule  (i4  )  ct  qu'on  ed'ectuera  les  integra- 
tions, Y;,  deviendra  un  polynome  entier,  de  degre  n,  des  quantites 


fjL,     \/i  —  jUL^cosij^,     y/i  —  jjL-sinij^. 


124.  On  tire  de  Texpression  (B) 


0 


0 
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2)3 


ct,  en  substituant  dans  i'equation  (A),  ii  vient 

2      1    \  0  [,         ,x'A'«l  »      <^'Y« 


i)Y„Uzo. 


Cette  equation  (levant  subsister  quel  que  soit  r,  on  en  conciul 


(C) 


■   //(//  -h  i)  Y,i  =;  (). 


C'est  la  une  equation  iniportante,  aux  derivees  partieUes,  que  doit  verifier  la 
fonction  Y;,,  queiles  que  soient  la  nature  et  la  forme  du  corps  attirant;  Y„  n'en 
sera  pas,  bien  entendu,  la  solution  la  plus  generale,  puisque  e'est  une  fonction 
entiere,  de  degre  n,  des  quantites 


JUL,     V  I  —  |jL*  cos 'I     et     y/i  —  /jl*  sin  '|. 

Si  le  corps  atlirant  se  reduit  a  un  seul  point  >!',  de  masse  i,  on  a,  par  defi- 
nition, 


Vr- 


Kn  comparant  avec  la  formule  (B),  on  trouve 

t  ff  —  I    *  //J 
et  il  en  resulte  que  la  fonction  P,,  doit  verifier  aussi  I'equation 


(C) 


-f-l)P«"0. 


Supposons  enfin  que,  le  corps  se  reduisant  toujours  au  point  M',  ce  point 
se  trouve  sur  Ox;  on  a  alors  a  =  G,  et  le  triangle  MOM'  donne 


A*=i:  r*-f-  /•'* —  2ixrr', 


On  pourra  done  faire 


La  fonction  X„  ne  dependra  pas  de  '^j  mais  seulement  de  jx.  On  aura 

Y    -- r'"\ 
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et,  en  substituant  dans  Tequation  (C)  et  remarquant  la  relation 
il  viendra 


o, 


(.5)  ^^\i,-i^)'^]^nin^OX„.-o. 

Les  fonctions  X;,  sont  detinies  par  la  formule 

125.  ]§:tude  des  fonctions  X,,.  —  RemplaQons  |jl  par  x,  qui  sera  compris 
entre  —  i  et  -m  ;  posons 


—  zzza,         o<  a<  I. 
r 


Les  formules  (i5)  et(i6)  deviendront 


(D) 


00 


(E)  i[c--')^]-^«("  +  ')^— 

On  a  vu  (t.  I,  n^  191)  que  la  formule  (D)  conduit  a  cette  expression  de  X„  : 

(F)  x„=.a"l^^^-^^::ilJL--  "/^'-'\^«-.-i^^-7-iJ-(^'--^"--J}^«->-...]. 

2.4-.  .2/1  L  2(2/i  —  l)  2.4(2/i  —  OC^'l  —  3)  J 

Les  polynomes  X^,  sont  nommes  polyndmes  de  Legendre.  Voici  les  premiers  : 

0^        \y  Ai^^.37,  Xj  ^^   )  A3  ^^-^ 1 

2  2 

X^  —  ^  >  X5  —  ^ J 

--  23i  J7*-- 3i5j:*-t- io5^' — 5  429^'  —  693;r*H- 3i5.r* — 35^ 

X,_-  ^g  ,         x,^ ■ -^ 

126.  On  peut  trouver  facilement  une  autre  expression  de  X„,  en  ecrivant 
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ainsi  la  formule  (D) 

I  1 

2a"X„=:(i-aE-»^-0   *(i-aE«v/-i)    « 

0 

p  n 

En  egalant  ies  coefficients  de  a"  dans  les  deux  membres,  on  voit  qu'il  taut 
prendre  q  —  n  —  p,  et  il  en  resuUc 

X  ~ y ii_^ •  •  •  ^^p~ ']  Li.^^ •  (^-^^ --2p  —  \) j,(„_5^jo v^ 

On  peut  grouper  les  termes  qui  correspondent  aux  valeurs/?  et  /i  —  /?  de  Tin- 
dice,  et  il  vient 

V        1.3. ..(2/1  —  i)  ^       I   1,3. ..(2/1  —  3)  ,  .^ 

X;,^ T-^^ ^2C0S/iy  H 7 ^— ;  2C0S(/i  —  2)  0 

(F)  ;  4        V  ; 

1.3  1. 3. ..(2 /I  —  5)  ,         ,.^ 

H ^  — 7 -, 7-{2C0S(/^  —  4)  c^  -H 

2  .4    2.4-  •  •  (2/i  —  4) 


/^  —  I 


Si  n  est  impair,  ie  dernier  terme  repondra  a  ia  valeur/;  ~ et  sera 

1 .3.    .(/i  — 2)        1 .3. . .  /i  ^ 

1— — 2C0Sv. 

2.4...(/t-l)2.4..-(/t-hl) 

Si  n  est  pair,  le  dernier  terme  repondra  \ip  —q^=  ~>  et  il  sera  egal  a 


r  1 .3. .  .(/^  "  -  01* 
L     2,4...'*     J 


Nous  rappelons  que  Ton  a  pose 

II  est  facile  de  deduire  de  la  formule  (F')  des  limites  entre  lesquelles  X^  se 
trouve  toujours  compris.  On  voit  en  effetque  la  valeur  absolue  de  X„  est  au  plus 
egalc  a  la  somme  des  coefficients  de  cos/iG,  cos  (n  —  2)6,  . . . ,  c'est-a-dire  a  la 
valeur  X),  que  prend  X^j  quand  on  y  fait  G  r-z  o,  et,  par  suite,  .r—  -h  1.  Or  la  for- 
mule (D)donne,  dans  ce  cas. 


I  —  OL 


2«"^«: 
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on  a,  d'ailleurs, 

CO 

1 


—  7   a«. 


I   -  a 


Hen  resuite  done  X^,  =  -hi.  Ainsi,  la  valeur  absoluc  de  X,,  est  toujoursau 
plus  egale  a  Tunite,  et  X„  reste  toujours  compris  entre  —  i  et  h-  i. 

127.  Relation  entre  trois  polyndmes  consScutifs.  —  En  diflerentiant  par 
rapport  a  a  i'equation  (D),  on  trouve 

0 

ce  qui  peut  s'ecrire  aussi 

(a;  —  a )  ^  a'*  X,i  —  ( I  —  2  a ^-  4-  a* )  2  /I  «'*-»  X« . 

0  0 

Cettc  equation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  ies  valeurs  de  a  comprises  entre  o 
et  1. 

On  peut  egaler  Ies  coefticients  de  a"  dans  ies  deux  membres,  ce  qui  donne 

ou  bien 

(G)  (/i  4-  i)  X„^i—  {.in  -f-  i).rX„  h  /^X«_l  —  o. 

Si  Ton  dillerentie  maintenant  I'equation  (D)  par  rapport  a  a?,  on  trouve 

0 

OU  bien 

JO  ae 

0  U 

En  egaiant  dans  Ies  deux  membres  Ies  coefticients  de  a"^\  il  vient 

/u\  V    "X„_Hi        «X/,_i  aX;, 

Cette  formule  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

128.  Propri6t6s  relatives  k  des  intSgrales  dSfinies.  —  Considerons  I'in- 
tegrale  definic 

..-Hi  / 

(17)  •"  ^  /         / — - ■ -> 

J   1    yi  —  2ax  4- a*v^i  — 2poC-i-P* 
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Oil  a  et  p  sont  ties  constantcs  positives,  toutes  les  deux  plus  petitcs  que 
Tunite. 

II  est  aise  d'obtenir  la  valeur  de  U.  En  effet,  Tinlegrale  indefinie  est 

—   ,!_  log  [v';3(i  —  'loLx  -h  a«)  -+-  v^a(i  —  2^j? -^  p«~)]. 

V'a(3 

On  en  conclut 

Ut/aS-ioK-^'-'^'^-^-^'^-^^'^^l^^^^loe^ 

^(i-«)v/(3-i-(i-|3)^/a  ^(v/p+^a)(,-v^«p) 

U  ==  '-p=  log ^  -  • 

v/ai3  I  —  v^a(3 

Or,  :;  etant  compris  entre  o  et  i,  on  a,  en  serie  convergente, 
en  remplacant  z  par  yo^,  quantite  comprise  entre  o  et  i,  il  en  resulte 

L  3  D  2/1  -t-  I  J 

On  pent  obtenir  une  autre  expression  de  U  comme  il  suit : 
On  a,  en  series  convergentes. 


I 


V^i  —  10LX  -h  a 

^  0 


d'ou 


m  —  •  /ii^  » 


y/i  —  2  ax  -ha'v''  ~"  ^(^.r  -H  (3* 


=  2  ^"'"P"^'"^'' 


WirrO      n=:0 


Enmultipliantpar  dx^  integrant  dea7=  — iaj?=:-M,  et  ayant  egard  a  (17) 
et  (18),  il  vient 


m  —  mn~-»  I 


m  —  0    /I  —  0 


T.  -  II. 


33 
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Cette  equation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a  et  p,  on  pent  egaler  dans 
les  deux  membres  les  coefficients  de  a'P*' ;  on  en  conciut 

(K)  I  \,nXndX  —  0, 

si  m  et  n  sont  inegaux,  et 


(L)  /_ 


I  '*  2  /i  -M 


L'equation  (K)estevidente  lorsquemet/isontde  parite  differente;  car,  si,  par 
exemple,  m  est  pair  et  n  impair,  quand  on  change  a?  en  —  r,  X,„  reste  le  meme 
et  X„  change  de  signe ;  le  produit  X,„X„  conserve  done  la  meme  valeur  absolue, 

mais  change  de  signe;  done  les  elements  de  Tintegrale  /     X,„Xrtrfa?,qui  repon- 

dent  a  des  valeurs  de  x  egaies  et  de  signes  contraires,  sont  eux-memes  egaux  et 
de  signes  contraires,  et  Tintegrale  est  nulle.  L'equation  (K)  cesse  d'etre  evi- 
dente  lorsque met  n  sont  tous  les  deux  pairs ou  tous  les  deux  impairs. 

129.  Expression  de  X„  par  une  intSgrale  dSfinie.  —  Considerons  Tinte- 
grale  definie 


dd) 


A  —  B  v^— I  cosw 

dans  laquelle  Aet  Bsont  des  constantes  reelles,  A  etant  positive. 
On  pent  ecrire 

d(i)  ,,    . r        cos(Mid(t) 


^    A*-f-B»cos*w  ^        J^ 


A^-+-  B*cos*a) 


En  groupant  les  valeurs  des  elements  differentiels  qui  repondent  aux  valeurs 
w  et  IT  —  CO,  on  voit  que  Ton  a 


/ 


cosci)  d(t) 


^    A»-t-B*cos*w  ~^' 


i 


d(t)  C  ddi 


A«-f-B'cos_ 


«^  ~  ^ . (    A^H-lPcos^"^ ' 


on  a  done 


It 


J^2 

'0 


A    C  ^^^ 

X    A^^-B*cos*^' 
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Si  i'on  pose 


lango) -=  M  i  / --^5 — , 
on  Iroiive 

ttA 


- 2  A  r*      du      71 

~  v/A^X»"B^  Jo      '  -^  "*  ""  V'A^A 


(A*-hB*) 


Si  done  Pi  est  positif,  on  aura 


j=    "" 


I 


VA*-+-B 

Si  A  etait  negatif,  il  faudrait  prendre 


sjh}  4^  B« 


On  aura  done,  dans  le  eas  eonsidere  de  A  >►  o, 


/     A  —  B  V  -~i  cos 6j  ~  v^A»TB> 


Si  I'on  pose  dans  eette  equation 

A -=:  I  —  ax,         B  =  «  v^*  —  •^*» 

oil  a  est  eompris  entre  o  et  -h  i,  a;  entre  — i  et  +  i ,  A  et  B  seront  deux  quan- 
tites  reelles,  et  A  serapositif. 
II  en  resulte 


(19)  -^  ^=  /     r -F^  I — -j 


cosw) 


Le  module  de  a(a7  4-  v^ — i  y^i — a^^eosco)  est 


a\  I  —  (I  —  .T*)  sin*w; 

il  est  done  inferieur  a  a  et,  a  plus  forte  raison,  inferieur  a  i.  On  aura  done, 
en  serie  eonvergente, 

==  V  «"  (^-h  V^—i  V^' —  »^*cosw)'*, 

I  —  a  (^  .r  4-  sj —  I  \f  I  —  x^  cos  63 )       ^^ 
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et  l*equation  (r9)donnera 


v^ 


^izz —  —  Zj  ^'  f     (^-^  V^^  V^'  ~  ^'*  cosw)"e/w. 

i — 2aX'\-a*       '^"      Jo 


En  remplacant  le  premier  membre  par  T:^0L"Xn,  et  egalant  dans  Ics  deux 

0 

membres  les  coefficients  de  a",  il  vient 

(M)  \n—  -    I       (ar-h  V--  I  ^I  — •>f*COSGi))'*^W. 

On  deduit  de  cette  expression  de  X„  le  theoreme  suivant : 

Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  -{- 1  ^  les  limites  —  i  et  -\-  \  etant 
excepteeSy  X„  tend  vers  zero  lorsque  n  croit  indejiniment. 

On  deduit  en  cfiet  de  Tequation  (M) 

inodX„<  -   /     fmod(^ -H  V— '  V^'^-^?*  cosG))l"<f&) 

ou  bien 

modX„<-   /     [i  — (»  — ^')sin*w]*fl?Gi). 

Soit  £  une  petite  quantite  positive ;  on  aura 


0  '^0         •^e  •^K— I 


On  pent  ecrire 


\         [i  —  (i  —  j:')  sin*«]*(^a)  <  /     d(ti<Z£, 

0  *^o 


,Tl  — 8  n  /^Tl— S  n 


[i  _  (1  _  .r«)  sin*&)]»^w  <  /         [i  —  (i  -  ^')  sin*£pe/w<  (tt  — 2£)[i  —  (i  ~x')  sin^e]*, 
f         f  I  —  (i  —  J?*)  sin^w]*  db)  <  /      rfo)  <  e. 

ir-s  *^t:-£ 
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11  viendra  done 

n 

(20)  modX,^<  —  -H  ?— --[1  —  (1  — .r«)sin*£l*; 

£  ayant  une  valeur  determinee,  comme  i  —  x^  est  positif  et  different  de  zero, 

n 

lorsque  n  tend  vers  Tinfini  I'expression  [i  —  (i  —  a;^)sin^£]^  tend  vers  zero. 
On  voit  qu'en  donnant  a  £  des  valeurs  determinees,  de  plus  en  plus  petite?,  et 
faisant  tendre  chaque  fbis  n  vers  Tinfini,  on  pourra  rendrc  le  second  membre  de 
rinegalite  (20)  aussi  petit  que  Ton  voudra;  il  est  done  prouve  que  le  module 

de  X„,  c'est-a-dire  la  valeur  absolue  de  X;,,  tend  vers  zero  avec  -;  il  y  a  excep- 

tion  pour  a?  =  zL  i ,  cas  dans  lequel  la  valeur  absolue  de  X;,  est  egale  a  i . 

130.  IntSgrale  importante.  —  On  a,  pour  a  positif  et  inferieur  a  i, 


'  0 

Posons 

(3 


.^^a-\„. 


^"-"7 


y/i-h  A-^r' 


ou  k  est  reel  et  p  compris  entre  o  et  i ;  il  viendra 


2?--  - 


x„ 


On  en  conclut, en multipliant  par ^ ^  et  integrant  dea;  =  —  i  2ix  =  +  \, 


0    y_,  (iH- k^x') « 


en  posant 


dx 


V  sli-^k^x^        i-\-k^x^ 
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Calculons  rintegrale  H;  faisons 


—  r,        d'ou        ^~ 


dx  J  .,    ,  I 


II  viendra 


1        V'^ 


^K 


2PjK-+-(3Hi-       /cy) 


L'equation 


I  —  2(3/  -\-  (3^(1  —  A-y  )  :r=  O 


a  ses  deux  racines  reelles  et  de  signes  contraires;  en  designant  ces  deux  racines 
par  y  et  —  y",  on  a 

(^^)  7'=^ Fp r-'         J  =-- -j^- 

On  trouve  ensuite 

1 

en  posant 

/  ^*_j_  y 


langr  =  %  /  *— 7=71 '         ^^"^^  =  V    -/^'-=n 


On  pent  ecrire 
23)  --A'^Hzzr  arclang  i/-7^_=^ arc  tang  i/-\^ 

II  convient  de  poser 

(2/0  A=ziang9,        -y^dr^^ -- tang9',        o<9<'^,        o  <  9' <  ^ 

V  1 4-  A-^  2  2 

d'oii 

tang9'  =  j3  sin  9  <  (3  lang9  <  tang9, 

9'<9. 


5 
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On  trouve  aisement  que  les  formules  (22)  deviennent 


,        I  — COS©  cos©  „        I-hCOSOCOSO 

y '  —  — . V    ,  '  -  cos  9 ,        r "  —  — . -.-  — ,-^  cos  9 

•^  sin9Sin9'  ^         *^  810981119'  ^ 


On  en  conclut 


„  '       n  '  ^"  cos(9  —  9') 

•^   ^  81098109' 

ff   f-^ii  •  -4- cos  (  9 -h  9' j 

'^    ^  81098109' 

I  —  cos(9  -f-  9') 


•^     ^  810  9  810  9' 


^  81098109' 


et  la  formulc  (23)  devient 


i  /t(3H ::.  arc  tang  i  ,/'jt^lll^<P;)  _  arc  tang .  /■  ^  cos(y -vy') 
2    ^  °V    1  —  008(9  —  9')  °V   I— cos(9H-9') 


=  (l-V-)-(;-^^')=»'. 


d'oii 


2 


et,  en  rempla(?ant  9'  par  sa  valeur  (24), 


H  =  7-^  arc  lang  -_  ^  -  • 


k^ 


-■-- ^)  etant  inferieur  a  3,  est  plus  petit  que  1 ;  on  aura  done,  en  serie  conver- 

VI  -+-  k* 

gente. 


V 


ao 


(   -\V  k^i' 


,,-^0     '^  (I4-A'»)    « 


La  formule  (21)  donnera  ensuite 


"-*         ,,+  i       --    .  ''"* 
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Cctte  equation  devant  avoir  lieu  quel  que  soil  p,  on  aura,  en  egalanl  dans  les 
deux  membres  les  coefficients  d'une  nrieme  puissance  de  [5, 


(N)  /  "—,„-^, -(--')" 


2/1  +-3  ^  ^     2/2-f-I  *''-^* 


La  premiere  de  ces  formules  est  evidente. 

131.  Expression  remarquable  de  X,,.  —  Considerons  Tequation 

(25)  v^  —  x-i-a } 

^        ^  2 

dans  laquelle  nous  supposons  d  cl  jr  reels, 

cettc  equation  resolue  par  rapport  a  i^  donne  les  deux  racines 

,    ^. ,  I   -\'i  —  2(x.T  -h  a^  ,       i-\-  \/i  —  2  a  J"  -4-  a' 

(26)  (^—      — ^ --)  i''^!  — • 

a  a 


Le  radical  y^i  —  2olx  -h  a^  est  developpable  en  serie  convergente  suivant  les 
puissances  de  a;  on  aura  une  expression  de  cette  forme 

On  en  conclut 

(^  zm?  -h  Ci  a  -}   Cj  a'  -f- . . . , 

v'  — X  —  Ci  a  —  (]j  a*  -- . .  . . 

OL 

La  racine  v^  est  done  developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puissances 
positives  de  a,  et  elle  se  reduit  a  x  pour  a  --  o;  v'  devient  infinie  pour  a  —  c 
Or  Tequation  (25)  rentre  dans  le  type  considere  par  Lagrange 

(27)  v  —  x-^af{v). 


en  prenant 


r' —  I 


2 


On  sait  que  la  racine  v  de  Tequation  (25),  qui  est  developpable  en  serie 
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convergente  suivant  les  puissances  positives  de  a,  a  pour  expression 

i*-^x^  -f{x)-\ ^ ^,..-\ ,W    ^  -\- 

I  "^  1.2       dx  1 .2. . .  n       dx*^- * 


On  aura  done,  en  remplagant  ^  par  sa  valeur  (2())  et  /(r)  par 


.r'  —  I 


I  —  y/l  —  ^OLX  -^  7}  OL    X^  —  r  OL* 


d 


.r*  —  I 


—  ^-h  - 


OL  I        9.  1 . 2  dr 


«'» 


-  ir-r-)' 


1 .2. . .  n  dx*^- 


On  en  conclut,  en  differentiant  par  rapport  a  ,r, 


d 


X^  —  I 


OL  2  OL 

I  H 


■  -  (^)^ 


\U  —  2(XX^i'  I  dx  1.2  dx' 


a" 


1.2..  .  n  dx^ 

et  il  en  resulte,  d'apres  la  definition  meme  de  X«, 


•  •  •  » 


(0)  X,. 


2".!  .2.  .  .  /«  dx^ 


Telle  est  ['expression  importante  que  nous  voulions  obtenir. 

On  en  conclut  que  Tequation  X„  =  o,  qui  est  du  degre  n,  a  toutes  ses  racines 
reelles  et  comprises  entre  —  i  et  -h  i . 

On  le  voit  aisement  en  appliquant  le  theoreme  de  Rolle  a  Tequation 

Cette  equation,  qui  est  du  degre  2/1,  a  toutes  ses  racines  reelles  :  n  sont  egales 
a  -h  I ,  n  egales  a  —  1 ;  les  equations  qu'on  en  deduit,  en  prenant  les  derivees 
successives,  auront  toutes  leurs  racines  reelles  et  comprises  entre  —  t  et  4-  1  : 
il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  de  Tequation 

d"ix'-'\y' 

dx'' 

ou  de  Tequation 

X„  =  o. 
T.  -  II.  3A 
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Nous  allons  dediiire  de  Texpression  (0)  de  X,,  une  formule  qui  nous  sera  Ires 
utile.  Calculous    \"^^ ,"-- :  nous  trouverons 

cLv  ax 

dx  dx~  "  2»^^.i  .2.  .  .{n  -hi)  dx'^^^  2"~^  i  .2.  .  .(/i— i)  dx"^ 


d» 


2"^*.  I. 2..  .(/I  4-  l)    dx" 

2/14-1        d"(x^—]y' 

2".  I  .2.  .  .  /i  dx^^ 


.r«—  i)'*-* 


Or  cette  derniere  expression  est  egale,  d'apres  (0),  a  (2/1  h-  i)X„;  on  a  done 


(P)  (,«  +  .)X,.,^-^^^  ^^ 

En  donnant  a  /i,  dans  cette  equation,  les  valeurs  r,  2,  3,  ..  ,  w  —  i,  /?,  ajou- 
lant,  et  remplaQant -J-*  par  r,  on  trouve 

(0)  I  -h  3X,-^  5X,-^ . .  .  -  (2/1  4- 1)  X,  =  ^1^  4-  -^' 

Les  formules  (P)  et  (Q)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 
132.  Autre  propri6t6  importante.  —   Considerons  Tinlegrale 

dans  laquellem,  n,  /  sont  trois  nombres  entiers  positifs;  nous  allons  chercher 
la  valeur  de  cette  inlegrale. 
On  a  Tequation 

on  en  deduit,  en  differentiant  /  —  i  fois. 


ce  qui  pent  s'ecrire,  en  multipliant  par  (i  —  x-y  \ 
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On  a,  en  integrant  par  parties, 
ce  qui  pent  s'ecrire,  en  tenant  compte  do  (29), 


d'X      d'X 
dx'-      dx'' 


En  prenant  les  integrates  entre  les  limitcs  —  1  et  -+- 1 ,  et  ayant  egard  a  la  defini 
tion  (28)  de  *(r),  il  vient 

<b     (/•)     -^  (/*  —  /•-+-  r  )     (/<-}-/•)      <i>(/-—  I); 

on  aura  de  meme 

4>(/-  — I)  —  (/*  -  r  -\~  2){/i  -\-  /•  — i)a>(/-  —  2), 


<S^     (i)         -  n(/i   hi)  *(o). 

On  en  conclut,  en  multipliant  membre  a  membre  toutes  ces  egalites, 

<&(/•)  =  {n  —  /•-+-  i)  (n  —  r  -h  '-i"^  ...(//-+-  /•)<l>(o). 

Or 

..+1 

a»(o)=/     x,„x„^x. 

Cette  integrale'est  nulle,  si  m  el  n  sont  inegaux,  et  egale  a  - — - —  pour  m  =  ri 
De  la  le  theoreme  suivanl : 

(R)  .r^'-^^)^^s^^— 


•  r 


SI  m  et  n  sont  inegaux,  et 


Ces  equations  (R)  et  (S)  sont,  comme  on  voit,  une  generalisation  des  for- 
mules  (K)  et  (L)  du  n"  128. 
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CHAPITRE  XVll. 


FORME  GfiNfiRALE  ET  PROPRIETfiS  DES  FONCTIONS  Y„ 


133.  Forme  g6n6rale  des  fonctions  Y«.  —  Nous  avons  vu  que  Y;,  est  une 
fonction  entiere,  du  degre  n,  des  quantites 


jjL,    V  *  —  f^*  cos  ^y     v^i  —  |JL*  sin  ^ 
ou  bien  de 

Son  expression  sera  done  de  la  forme 

(  Y;,=:  Uf'^  -h  U^'J  \/i  — fx«  cosij>  + . . .  -h  U^'>  (v/"r^^)'  cos4  H- . . .  +  U<«)  (v/T^^^y  cos/i^ 
(  -^  T^»)  s/T^'  sin  J^  4- ...  4-  T^'J  (v'T^^^y  sin « v|;  h-  . . .  -+-  T^«^  (/i"^^)"  ^in  /?  4^, 

oil  les  quantites 

uf^'),  u^'),  ...,  u('\  ...,  u^"^ 


X(i)  Tf«)  Tf" 


) 


sont  des  polynomes  entiers  en  (jl  dont  il  faut  chercher  les  expressions  gene- 
rales. 

Or  la  fonction  Y,,  doit  verifier,  quels  que  soient  (jl  et  ^,  Tequation  (C),  p.  253, 

Si  Ton  y  substitue  Texpression  (r)  et  qu'on  egale  a  zero  le  coefficient  de  cos«'^, 
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on  trouve  aisement 

(|.|(,_,.,|.lu.>(v/-?)'J 

On  aurait  obtenu  la  meine  equation,  sauf  le  changement  de  U^'^  en  V'\  si  Ton 
avail  annule  le  coefficient  de  sin/^  au  lieu  de  celui  de  cosr^.  Un  calcul  facile 
donne  ensuite 

4i!(.-^')4iit-(vT^/jj 

i 

En  substituant  dans  (2),  supprimant  le  racteur(i    -(J^^)*  et  reduisant,  il  vient 

(3)  (,^^s)_^^2(e•-^l)/x-^^-(/^--l)(/^4-/■-HI)U('•):^o. 

Cette  equation  va  nous  servir  a  determiner  U^'\  Posons,  en  effet,  en  designant 
par/?  le  degre  de  ce  polynome, 


/' 


(4)  U^'>=^I>jixJ; 

0 

substituons  dans  (3)  et  egalons  a  zero  le  coefficient  de  (jl^,  nous  trouverons 

(y  -+-  0  (y  -^  2)  i)y^,  -h  [/«*—  I'-t-  /^  —  i  —p-^J  —  y{i  4- 1)]  Dy  —  o 

ou,  plus  simplement, 

(5)  (y -+-  0  (y  -+-  2)  Dy^,-f  (/I  —  i—j){n  4-  £  4-/ 4-  I)  Dy  —  o. 

Donnons  ay  les  valeurs/?  et/?  —  i  et  remarquons  que  Dp^^  et  D^^,  sont  nuls  par 
hypothese.  La. relation  recurrcnte  (5)  nous  donnera 

n  —  I  —  p  --  o,        l)/j-i  —  o. 

Ainsi  le  degre  de  U"'  est  n  —  i.  Ce  polynome  ne  contient  que  des  termes  de 
meme  parite  que  n  —  1;  car  la  relation  (5)  donne  D^_3  =  03  cause  de  D^_,  =  o; 
on  aura  de  meme  D^_5  =  0, La  meme  relation  (5)  permet  de  calculer  D^^, 


I 
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Dp^Af    . .  en  fonction  de  D^,  et  I'on  trouve  sans  peine 

u"'  -  D,  L-  -  L^-0(/.-^-.)     . .. 

'    L*^  2  ( 2  /i  —  I )  '^ 

2.4(2/i  —  l)(2/l  —  3)  ^  ''*J 

* 

ou  bien, 

U^^^^A/f/iC/*  — !)...(/*— /-hi)  a"-'  — ^-"~  ')(//  -2)(//-3)  ...  (/i  — £— i)a«-'-« 

L  2  (2  /J  —  I )  '^ 

/i  ( /*  —  y)  in  -  -  1)  in  —  3 ) ,  , ,  ,  ^  .  ,  .      ..  ,   ,  "1 

2.4(2/1  —  i)(2/i    -3)     ^  *^^  ^  ^  ^r-  J' 

en  posant 

Dp  ^rz  n(n    -  I )  ( //  —  i  j  •  •  •  (, /'  —  «  -f-  I )  A , . 

Cela  pent  s'ecrire  evidemment 

w.       X  .  ^'1  «(/!—   l)  .•         /i(/l    —   l)    (/I     —    2)   («    3)  ,  1 

a/jL*  L'  2(2/1  —  I )  '^  2 . 4 ( 2  /*  —  I )  ( 2 //  —  3 )     ^  I 

La  quantite  mise  entre  crochets  est,  a  un  facteur  constant  pies,  le  poljnome  de 
Legendre,  dans  lequel  on  a  remplace  x  par  (jl.  Soit  DK^^  ec  polynonie.  Nous  au- 
rons  done 

L^')  =1:  -—r-7^  X  const.,         T^''  —      ,  ,     x  const. 

Si  Ton  represente  ces  deux  constantes  par 

Ci«'cos4i«\        Ci'"sin/iJ>i% 
on  aura 

Au  lieu  de  C^*\  nous  mettrons  -CJ,"\  et  la  tbrmule  (i)  deviendra  linalement 

Y,.  =  i  CI,'"  OR.,,  +  CVv^^^^y*  ^^  cos('|  -  4/','")  -i  . . .     • 

(I)  /  +ci."'(s/irr-^')"-S-<^<'st('i'-'^r)^---- 

-h  Q"  (v^r^^' )"  ^^  cos « ( +  -  •11."' )  ■ 
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On  a  d'ailleurs 


(  0K„  =  l^^^^A"  --21  \^,n  _   "  (^- -J     „-,  +  «(/^-«)(«-2)(n-3)  _     1 

1  2. 4...  2 /I  '  2(2/2 --[)'  2.4  ('i/'  —  0(2/<  —  3)      '  J 

(II)   <  L  V  ;  M  .  V  ;  J 

[  2''.I.2.  .  .  /I    t/|UL«  ^^  ^    ' 

Y  Y  Y 

(III)  v=  *?  +  --;+...  H-^  4-.... 

On  a  ainsi  resolu  d'une  maniere  generate  Ic  probleme  qui  consistait  dans  le 

developpement  du  polentiel  V  suivant  les  puissances  de  -;  on  voit  que  les  poly- 

nomes  de  Legendrc  constituent  les  elements  memes  de  ce  developpement.  On 
remarquera  que  I'expression  (I)  de  Y^  contient  2/1  -h  i  constantes  arbitraires 
Co",  C\"\  . . . ,  0"\  ^^"\  . . . ,  '\fl"\  qui  prendront  des  valeurs  differentes  pour  les 
divers  corps  dont  V  designe  le  potentiel. 

134.  Expression  g6n6rale  des  fonctions  P/i.  —  D'apres  les  n^M23  et  124, 
P„  est  un  cas  particulier  de  Y;^.  La  formule  (I)  donnera  done 


t—  n 


(6)  i>„^ic<''>;m„+2cr(v'T^>*)'^^cosi(<j.-4;r). 

D'autre  part,  P,^  est  une  fonction  entierement  determinee,  puisqu'on  Tobtient 
en  faisant  dans  le  polynome  X,^  de  Legendre 

(7)  JC  —  |UL|x'-h  \fl  --/JL*V^I  ~/Jl'*  C0S(^  —  ^'). 

l\  s'agit  done  de  determiner  les  an  4-  1  constantes  qui  figurent  dans  la  for- 
mule (6).  On  pent  ecrire 

d'ou 

(8)      cosicl  -  +i"M  ^  cosi(^  "  +')  cos«(+'—  'V"')  —  sini(^  —  ^')  sin/(+'—  ^rO- 

D'apres  la  forme  (7)  de  x,  P,,  ne  doit  contenir  que  les  cosinus  des  multiples  de 
'I*  —  'Y;  le  coefficient  de  sin/('>p  —  j')  doit  done  elre  nul,  et,  d'apres  (8),  cela 
entraine 

L'expression  (6)  de  P,,  devient  done 


I  —  n 


p,zz.ics,''';)R,,^-2cr»(v^-f^vy^^ 


f— 1 
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II  lie  reste  plus  a  determiner  que  les  n  +  1  constantes  CJ' ,  . .. ,  C|"^  clles 
sonl  des  fonctions  de  [/.'.  Or  Texpression  (7)  de  .r  montre  que  V^  doit  etre  une 
fonction  symetrique  de  (jl  et  de  [jl';  si  done  on  designe  par  OR.,,  ce  que  devient 
3\Ln  quand  on  y  remplace  [jl  par  [/.',  on  aura 

ci'"  =  Gi.'"(v/r-f?iy^, 

GJ"'  etant  maintenant  une  constante  absolue  independante  de  \k' .  II  vient  ainsi 


1=  n 


(9)  p„^:Gr3Tt,.;)Ti;.  +  2«i'''(v^'"-"^>'  (v^^')'*?!?^  ^cos.-ci'-J-'). 


Pour  determiner  les  constantes  G/'\  nous  ferons,  dans  la  formule  precedente, 
Soit  R„  ce  que  devient  alors  P„ ;  nous  aurons 


i  =  n 


(10)  R„  =  ^Gr •^rtj  -4- 2  G'r  (I  - f*')'  (^^Jcosa. 

D'apres  (7),  R^  s'obtiendra  en  remplagant  x  dans  X„  par 

|JL*-h  (l  —  /Jl')COSA. 

On  pourra  done  dire,  en  se  rappelantTorigine  du  polynome  de  Legendre,  que  R„ 
sera  defini  par  la  formule 

(11)  -=--  '      -  -^^    ::izy  a«R„. 

V^i  —  2a[|jL*-h  (1  —  //*)  cosX]  -i-  a*       -^^ 

Multiplions  les  deux  membres  de  Tequation  (10)  par  rfjx,  integrons  entre  les 
limites  —  i  et  -h  i  et  reportons-nous  aux  formules  dun®  132,  qui  deviennent, 
avec  les  notations  actuelles, 

/  XLldlMZ^    -_-_, 

/  "    ^        in  -h  I 

•  —1 

et  nous  obtiendrons 


i=/i 


(12) 


'ULtl   f         R„  ^^  r::.  l  G^''^  -t-  V  (//  -  /  -f-  I )  .  .  .  ( /I  -h  0  G/"  COSiX, 


l\:-  I 
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de  sopte  que  la  determination  dcs  constantes  G["^  revienl  au  developpement  de 
/      Ra^P-  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  X.  Or  on  tire  de  (i  i) 

_i    v^i  —  aacosX -h  a' — aa(i  —  cosA)  |jl*       ^^      J_i 

L*integration  du  premier  membre  s'efTectue  immediatement,  et  il  vient 


-      »=-         ^i 


mi/ ^^ =5 — ^  r=  >   a"  /       R«t/u 

V   I —  aa  cos). -ha*       .^      J  "    '^ 


.  arc  sm 

V/2a(i  —  cos  A)  _ 

ou  bien 

"~*       I/I-4-I       ^4-1 
/      'ICfLW  —  COS  A  )  V^ 

arc  sm 


v/2(i  —  cosX) 


/ \ r-  i/i  -4- 1     ^4-1 

.       /    •ja(i  — cosA)  ^  -^~  C     x%    J 

y    I  — aacosX-f-a*       -^  J_        "    '^ 

n  =  0  ' 


En  prenant  les  derivees  des  deux  membres  par  rapport  a  a,  on  trouve,  apres 
reduction. 


It  z^  as 


^flj  I  — aacosX-Ha*       -^       a  J  '*    '^ 


ce  qui  prouve  que 


est  egal  au  coefficient  de  a"  dans  le  developpement  de  Texpression 

iH-g 
I  —  aacosX  -h  a* 

suivant  les  puissances  de  a.  Or  on  a 


I  — a* 


—  I 


I  — aacosX-ha*        i  —  aE^v-»        i  — otE"^*'-* 

=  I  H-  aacosX  -+-  aa'cosaX  -+-...; 

par  consequent, 

I -4- a  _  I -h  aacosX-h  aa^cosaX -+-... 

I  —  a  a  cos  X  -h  a*  i  —  a 

==  V  a'*(i  -h  a  cosX  4-  acosaX  -1-...+  a  cos/iX), 

0 

d'oii  Ton  conclut  que 

(i3)  /       Rnt/fjLz=i  -H  acosX-h  acosaX  -h...4-  acos/iX. 

T.  —  II.  35 
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La  comparaison  des  forinules  (12)  et  (i3)  donne  iininediateuient 


(/*) 


( /.^  —  £ -h  I )  .  .  .  ( /i  4-  0 

apres  quoi  ['expression  (y)  de  P^^  devient 

(IV)    ■  P,.=  i .m„.m;.4-  V    (izi.ii'iliLiJ^  ^  t^ eos.-(| -  .f ). 

C'est  la  formule  chercliee. 

135.  Demonstration  de  Jacobi  pour  Tezpression  des  fonctions  P/|.  — 
Cette  demonstration  est  Ires  rcmarquable  en  cc  qu'elle  perinet  d'arriver  imnie- 
diatement  au  developpement  des  fonctions?,,,  sans  passer  par  les  proprietes  des 
fonctions  X;,,  proprietes  qu'elle  met  du  reste,  la  plupart,  en  evidence. 

EUe  repose  sur  la  consideration  de  Tintegrale 


'^  dZ 


A-h  B  v^— I  cosC-h  Cv^—  1  sinC 


dans  laquelle  A,  B,  C  designent  des  quantites  reelles,  independantes  de  t. 

Posons,  en  designant  par  N  une  quantite  positive  et  par  Zq  un  arc  compris 
entre  o  et  2ir, 


B=^- Neosho,       C=:~Nsin?o,        d'ou        i\  = -h y/BM^H?, 


et  nous  aurons 


,      .    .  ^/c 


Nv/-icos(C-?o) 
ou,  plus  simplement, 

'2nl     A  — Nv/-7cosC      ^^0    A-i\\/— I 


V/— icosC      ^•/o    A  — i\v/— icosC 


en  se  reportant  a  la  formule 


cosw  v/A*-+-  B'* 


demontree  au  n°  129,  on  trouve  que,  si  A  est  positif,  on  aura 


1  — -h   =4- 


y/N^-f-A*  v^A*-t-B*4-(:* 
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si  A  etait  negatif,  on  devrait  prendre 


pt  I'on  trouverait 


V/A-  4-  B*  +  C* 


Nous  supposerons  A  positif,  et  nousaurons  ainsi  cette  formule  importante 


(i4) 


dt 


-  f    — 


cosC  4-  C  V'-  1  sinC       v^A'h-  B*4-  C* 


Nous  prenons  comme  definition  des  fonctions  X„  Tequation 


I 


=  2«"^«' 


i/l  —  2  0L.Z'  ■\-  a 

»  0 

dans  laquolle  a  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  i ;  par  definition,  la  fonc- 
tion  Pa  est  ce  que  devient  X;,  quand  on  y  remplace  x  par 

cos  0  cos  6' -h  si  n  9  sin  ^' cos  (4^  —  ^'), 
oil  I'on  a 

o<9<7r,         o<6»'<7r, 

et  oil  Ton  pent  supposer  aussi 

o< 'I --'!'<  7:; 

nous  pourrons  done  prendre  comme  definition  des  fonctions  P,,  Tequation 

(i5  ) --■    _    ' ^- ^=^.  —  y  a"  P/i- 

V'l  —  2a  [ cos 9 cos 0'-+-  sin0sin9'cos(^  —  ^')]  4-  a*       -*" 

Le  premier  membre  de  cette  equation  ne  change  pas  quand  on  change  0  et  (K 
en  Ti  —  0  et  t:  —  0' ;  on  pent  done  admettre  que  Tun  au  moins  des  deux  angles  0 

et  (y  est  eompris  entre  o  et  7;  nous  supposerons  que  Ton  n'ait  pas  en  meme 
temps  6  =  ^  et  0'  =  ;^-  Nous  aurons  done,  par  exemple, 

cos5'>o. 

Posons 

A  --  cosO'  -  acos(/, 

B  —  sin^' cos'l'-— asin^^eosd, 
{]  -^  sin  0'  sin'J/' —  x  sinC'  sin  'I; 
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d'apres  Thypbthese  faite  sur  0',  on  pourra  prendre  a  assez  petit  pour  que  Ton  ait 

A>o; 

alors  la  formule  (i/j)  donnera 


v/T^  2  a  [cos9cos0'-t-  sin0sin^'cos(^  —  'Y)]  -r-  a* 


2  71./. 


in 


rfK 


c'o     cos6'h  y/—  I  sin^'cosC^^'—  O  —  3c|cos^  4-  \^—  1  sin0cos(4'~  C)l 

En  comparant  cette  equation  a  (i5),  il  vient 

y««p  ^_L  r ^ • 

^        "       27:  J^     cos^'-+-v^^sin0'cos(f  —  O  — a[cos&-hv^^sin0cos(vJ;  — O]' 
On  peut  ecrire 

(16)  S^"*'-^^/  ^^' 


(17)     H  = 


cos  9'  -+-  v^— I  sin  0'  cos  ( ^ 


r  cos^  H-  v^—  I  sinScosf^l;  —  C)  1 

'— C)  L*      ^cosd'-f-y/— ~isin&'cos(^'— C)J 


-1 


Le  module  de 

cos 9 -h s/—  I  sin 0 cos (^  —  K) 


OL 


cos  6'  4-  ^J—  I  sin  0'  cos  ( Yr~  0 
est 


V/cos*0  -+-  sin*0  cos* (4;  —  C)  _  y/r  —  sin"0sin*(4'  —  C) 


y/cos^'-4-sin*6'cos»(^'— C)  y/cos*6'-+- sin*6'cos»(i|>'— C) 

il  est  inferieur  a  — g>;  on  pourra  done  prendre  a  assez  petit  pour  que  ce  module 

soit  inferieur  a  Tunite. 

L'expression  (17)  de  H  pourra  done  etre  developpec  comme  il  suit  on  serie 
convergente  suivant  les  puissances  de  a  : 

..  _'^    „  _[cos^-h  y/— I  sin^cos(^  — Oj'* 
~^^   fcos6'-W^^^'cos(d^'-  C)V'^' 


En  portant  dans  (16),  il  vient 


y «« P   ^JLy^n  r"''    rcos(/4-y/-»sin(?cos(>J;-0|-'    ^, 
u  "       ""^    0       '^     |cos6'-+-y'-isinO'cos(y-:)J"-"*    " 
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on  en  conclut 

(18)  P   =—  r'^    |ros9-^v/l-isin9cos(4.-C)V'     ^ 

"       2^ Jo     fcos9'-hv/-isin^'cos(f-Oj''^'    " 

Remarque.  —  Lorsquo  0'=  o,  Tequation  (i5 )  montre  que  Ton  a 

la  variable  x  etant  egale  a  cos6;  la  formule  ( i8)  donne  alors 

(19)  \n  —  —  /      fcos04-v/-is!n9cos(|  — 0|"^C 


ou  bien,  en  remplagantcosO  par^r,  sin 6  par  v^i  —  a;^,  s  —  '|  par  co, 


X,,  =  —  /       (  jr  -h  v/—  I  V^'  —  j:^*COSaj)'*£/oj; 

c'est  la  formule  (M)  du  n**  129. 
En  supposant  0  =  o,  Tequation  (i5)  niontre  que  Ton  a 

P  —  \' 

la  variable  x  etant  egale  a  cosO';  la  formule  (18)  donne 

(20)  X„  — -  I  r ^^^ i— 

271 J^     [cosd'-hV--*sin0'cos(^'-C)l" 
ou  bien,  en  remplagant  cosO'  par  a?  et  J^  —  ^  par  co, 


4-1 


27r./ 


ill 


dft\ 


(x  H-  v^ —  I  y/i  —  jr**  COSOj)' 


c'est  la  une  expression  nouvelle  pour  la  fonction  X„. 
Revenons  a  la  formule  (18)  et  posons 

(  [co^O  -+-  v^^  sin©  cos(vL  —  o]"         —  U„  -+-  2  yj'^  U;,  cos(^  —  C)  —  2  U;  cos2('|  —  C) 

(  —  2v/— I  u;;cos3(4/  — ;)-+-.,,, 

(    [cOSO'h-  V^"-7  sin  6'C0S(l]>'-      J)]-<''-^*^  :=:  V„  -i-  2v/-7  V;,  COS(f  -  -  C)  -  2  V;  C0S2(v|;'-  C) 

(  —  2v/~  V;;cos3(vJ;'—  C)  -t- . . . ; 

l«»  t;««  •  •  •  seront  des  fonctions  de  0; 
V/,.  V^^,  . . .  seront  des  fonctions  de  0  . 
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On  tire  de  (21)  et  (22) 


U„  r^    -  r     f  cos  b  -H  v'     I  sin  9  cos  ( 'I  -  C )]"  (1% , 


«     [cose'4-  v/-  i  sin9'  cos('y  —  C)!""' 
d'ou,  en  ayant  egard  a  (19)  et  (20), 

Substituons  dans  (18)  les  developpements  (2O  et  (22),  et  remarquons  que 
Ton  a 


—    /        008^0(4^  —  0  COS//('|'— O^C  "~0 

•  0 


si  p  oty  sent  inegaux,  et  =  -cos/?(4'  —  '|')  si  p--p'\  nous  trouverons 

(c,4)  j>,.=u,v„--«u;,v;,cos(-^— f)4-UT;v:,cos2(.j>-.y)-^.u:;v:cos3(|-4/')+.... 

Les  fonctions  U„  et  V,,  sont  deja  connues;  il  nous  reste  a  trouver  l')^,  U'^^,  . . . , 

V     Y 

'  // »   ' « '  •  •  •  • 

Determination  de  \j\^.  If',,  ....  --  Ces  fonctions  sont  entierement  delinies  par 
Inequation  (21),  que  Ton  peut  ecrire 

(-25)  (cos()-f-v/— isin^^cos).)":  =U„-+-siv/^Ui,cosX  — '^U'.cosaX  — '.iV'"^  U'^'cos3>. -4-... . 
Posons 


(-26)  cos9  — fx,         v/— '  sin0E>v^-'=i;;, 

d'oii 

(.7)  Y>^-^^~-±—. 

sj—  I  siny 

II  est  facile  de  calculer  cosO  -h  \  —  i  sinOcosX;  on  a,  en  effet, 
cos^  -f-  v^—  i  sin6cos>.  ~  cos^-h  ^— ; —  sin(/(E^*-*  -r  E~'*'  *) 


^^  Xy—  I  sin 7  ->        / 
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(I'oii 

COS&-I- v/^— I  sinficos/ -   -- — • 

l/equatioD  (23  )  donnera  done 

[(^-4-3)'-ii^ - II  .  w  /'_ -  _ ?i"i\ 

ou  bien 

(28)   .  .'/*  Sin  6  sui*&  sui*^ 

'  -  U;,  sinO  ^"-'  -h  U;  sin^O  ^"-*  -  U;;  sin»  0  -«-'  -t- . . . ; 

on  a  remplace  cosyX  par 

•>'^  ^      2  (v^ -7)4 sin'/ ^^^^     '^      ^v    J 

On  a  la  le  developpement  du  premier  membre  suivanl  les  puissances  de  :?,  car 

U' 
L;,,    .-7-1  •  •  •  sont  des  fonctions  de  tx  seul. 


Posons 


nous  aurons,  par  la  serie  de  Taylor, 


«/( 


En  comparant  cette  expression  a  (28)  et  egalant  de  part  et  d'autre  les  coefti 
cients  de  z",  s""^*,  . . . ,  il  viendra 

"  I  .  2  ...  /I  2" .  I  .  2  ...  /I  ^^^ 

sin()       1 .2. .  .(/i -h  ij "~  2'*.  1 .2. .  .(/* -f- 1)         e/jUL"-*-* 
sin*&       1 .2. .  .(^i-i- a)       2'».  1 .2. .  .(/*  4- 2)         e//jL«-*-"        ' 
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d'oii 


(3o)  U„_.X„=- 

2 


"        rt  +  I  ^        '^  '     du. 

I  i  rf'"  \ 

La  formule  (3o)  donne  Texpression  remarquable  de  X^,,  que  nous  avions 
obtenue  (p.  265)  en  partant  de  la  serie  de  Lagrange. 

La  formule  (3i)  fait  connaitre  Texpression  generate  de  II,J'. 

Remarque,   —  En  comparant  dans  (28)  et  (29)  les  coefficients  de  s"',  on 
trouve 

(— O'sin'QUi,'' —      ^  vr-/       _  vr-         /    . 


I .  '2 .  . .  ( «  —  i)        2" .  1 . 2 . .  .  ( //  —  i)         d\L" 


On  a  trouve  ci-dessus 

sin* &  ~  '2".i  .'2. .  ,(n-h  i)         d^j.^*-*-*        ' 

ii  en  resulte  cette  identite  remarquable 

rf»+l(^«— !)/>  _  (n  —  l  +  l)(/I  — £4-2)   ...  (/iH-0    ^^-'(jJL«— 1)^ 

Determination  de  V^,,  V^, —  Ces  fonctions  sont  entierement  definies  par 

I'equation  (22),  que  Ton  pent  ecrire 

[  (cos0'-f-v^=^sin^'cosX')"^'"^'' 

(32)  .  

{  =:V„4-2\  —I  V;,cosX'  — 2V;cos2X'—  2v^— I  V;cos3X'-4- 

Si  Ton  pose,  comme  precedemment, 

s/— isin0'E>^^iz:5',  )  v^^^sin^ 

on  en  deduira 

cos0'+v/^=7sin0'cosX'r=  (HL±:fT:zI, 
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et  I'equation  (32)  deviendra 

ou  bien 

(33)   )   L  2  J  —  ^'•^^       sinQ'^^  sin*^'^^  sin'0'^" 

(  -5'-'*-«V;,sin0'-h  :;'-«-» V; sin* 0'- 5' -^-^V^sin'Q'-h.... 

Le  premier  membre  de  cette  equation  etant  une  fonction  de  (jl'  -4-  z\  les  deri- 
vees  d'ordre  i  du  second  membre,  prises  par  rapport  a  :;'  ou  a  (jl',  doivent  etre 
idcntiques,  et  les  coefficients  d'une  meme  puissance  de  z'  dans  les  expressions 
des  deux  derivees  doivent  etre  egaux. 

Considerons,  dans  le  second  membre  de  (33),  les  deux  termes 

leurs  derivees  i»^"«%  par  rapport  a  (/.'  et :;',  sont  rcspectivement 

•         ^'""'^"'         (*•-/*- !)(*•- /*- 2)...  (e-n -.>'-"-* -7i?07- 

En  egalant  ces  deux  parties,  qui  sont  les  seules  a  contenir  la  meme  puis- 
sance 5'"""*,  il  vient 

'      ^  ^         ^  '  sm'  d         d[L^ 

Or  on  a  vu  que  ¥«  =  X^ ;  on  aura  done 

^^^^  ^«'  "^  (/I  - 1  -4- 1)  (n  ~7-^r^7rr:^ (*  -  ^")'  -^ji^* 

La  formule  (24),  qui  pent  s'ecrire 


t  :zn 


P„r^X,X;+a2(-0'U;i''VS,"cos.-(^'-|'). 


1  —  1 


donnera,  en  remplagant  U^f  et  V^J^  par  leurs  valours  (3i)  et  (34). 


t—n 


(35)  P„^X«X;.4-2y-      -r   - --     -.    ^-  , .T(i-F')"^('"f^")^^"^cosi(+~+'). 

'  "         -i-i  (« —  i-hi)(/i  — e  i-2). .  .(/I  i-0  *^  *^         a|UL»      aft'*  ^       ^' 

1=1 

C'est  la  formule  chercbee. 

T.  -  II.  36 
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Remarque,  —  La  demonstration  serait  en  defaut  si  l*on  avail  6  =  0'—  -;  mais, 

dans  ce  cas,  P;,  est  ce  que  devient  X„  quand  on  y  remplace  x  par  cos(4'  —  4*  *)• 
On  verifiera  aisement  qu'en  faisant  dans  la  formule  (35) 

la  valeur  de  P„  qui  en  resulte  coincide  avec  Texpression  (F')  de  X;,  (p.  255). 
La  formule  (35)  est  done  demontree  dans  tous  les  cas. 

136.  Propri6t6s  g6n6rales  des  fonctions  \/,.—  Theoreme:  Soient  Y„et  Z,„ 
les  fonctions  generalcs  determinees  par  la  formule  (1),  page  270;  on  aura,  si  /// 
et  n sont inegaux, 

(V)  f     "^^f    Y«Z,„(f^r=o 

ou,  ce  qui  revient  au  meme, 


.7:  ..2  It 


( V )  f    shiQdO  I      V« Z,„  di^  -^  o, 

«-  0  •'0 

et  cela,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  2/w  4-2/1-1-2  constantes  arbitraires 
contenues  dans  Y„  et  Z,„. 

On  a,  en  effet,  d'apres  (1),  en  designanl  les  constantes  par  C"\  '||"',  Ey"\  cry"', 


I—  n 


(36)  Y„=icr^rc,.H-2  <^i'Kv'«-f^')'-^!IJ'-  cos/(<j.  -d.r), 


1=1 


y : ;  m 

( 3; )  Z,„..  i Er'^lV.«-f-  2  Ey"'  (V^^^")'  ^^'  cosy  ( ^^   -  <' )  • 

Le  terme  general  du  produit  Y„Z,ft  sera 

Ci«)  Er^  (v/T  -7V'  ^'  ^-  ^^^  cose (4.  -  -  ^r)  cosy  (4^  -  <"0, 

en  ayant  soin  toutefois  de  multiplier  ce  terme  par  ^  lorsque  Tun  des  indices  4' 
ouy  est  nul  et  par  ~  quand  ces  indices  sont  nuls  tous  les  deux. 
Le  terme  general  de 

\n  Z,„  d^ 
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sera  done 


(38)  crEr\f^\^i-i^'y^'^^  rjr'%osi(4.-4.r)cosy(j.-<o^^l 

Or  on  a,  si  i  elj  sont  differents, 

/       cos  i(^  —  ^f^)  cosy  (vp  —  x;i^p^)d^  —  o; 

lorsque  i  ~j\ 

V 

onfin,  lorsque  i  —  j  —  o, 

cos  /(+  —  W^ )  cos  «  { '^     -  ml'"^ )  t/|  -  9.  TT. 

II  en  resulte  done  que,  dans  le  terme  general  (38),  on  peutsupposer  i—j\  il 
vient  ainsi 


-n  ^«r  ^^1 


dfj-f     Y,Z„rf4..-Tr2Ci'"Ercosi-(|r-<"')j      (  —  '*')' ^^  ^^''f*' 

oil  I'indice  <  doit  recevoir  les  valeurs  entiercs  o,  1,2,  ...,  jusqu'au  plus  petit 
des  nombrcs  m  et  n,  et  oil  Ton  doit  prendre,  au  lieu  de  C',"'  E^"",  '  €',"'£;"".  Or  on 
a  demontre  au  n^  132  que,  si  met  n  sont  inegaux,  on  a 


Done,  dans  ces  conditions,  Tequation  (39)  donne  la  formule  (V)  qu'il  fallait 
demontrer. 

Supposons  maintenant  m—n^  et  calculons  I'lntegrale 


4-1  >,17C 


/       d[kl      \„7.nd^. 

La  formule  (39)  donne,  pour  m  =  n. 


2  CI"'  E;."'  cosi(-i;."  -  mr)  f     (1  -  ;i^')'-  (^-)'''f* 


I  — t 
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ou,  d'apres  la  formule  (S)  du  n**  132, 


,-4-t  ^Jlt 


(4o)      ^ 


ir-1 


Nous  allons  supposer,  comme  cas  particulier,  Z^  =  P„  et  calculer  Tintegrale 


,4-1  ^tll 


>^  -r-  1  f\m  t\ 

\     dfji        Y„  P„  ^4-. 


D'apres  la  formule  (IV),  page  274,  on  a 


Er- 


(/I  -    e  H-  1)  . . .  (^//  -H  e)    dij.'* 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (4o),  elle  devient 

Or,  en  comparant  le  second  membredecette  equation  a  celui  de  la  formule  (36), 
on  voit  qu'il  ii'en  diflere  que  par  le  changement  de  (jl  en  [l  et  de  '^  en  ^\  Si  done 
nous  designons  par  Y),  ce  que  devient  Y,,  a  la  suite  de  ce  changement,  nous 
aurons 


-Hi  x»t1l 


(40  ^~f    "^^f   ^"P«^+"-^''- 

On  en  deduit,  en  changeant  (jl  et  ^p  en  (jl'  et  '|'  et  remarquant  que  P^  ne  change 
pas, 


-4-t      ^tlt 


(VJ)  Y„=-~'-f   f  y„p„d,x.'d'^' 

ou  encore 

(VI')  Y„=  — ^^-J""  f'""  Y:,P,  sin  9' de^d^'. 

Cetle  formule  remarquable  jouera  bientot  un  role  important. 
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137.  D6veloppement  d'une  fonction  quelconque  de  deux  angles  0  et  tl 
enune  s6rie  defonctions  Y;,.  —  On  demontrc  qu'une  fonction  quelconque 
de  deux  angles  0  et  ^,  donnee  arbitrairement  entre  les  limites  o  et  t:  de  0, 
o  et  271  de  '|,  et  assujettie  a  la  seule  condition  de  ne  pas  devenir  infinie  entre  ces 
limites,  pent  toujours  etre  developpee  en  une  serie  convergente  coniroe  il  suit: 

( 4^ )  /( ^,  v^ )  "^  Yo  H-  Y,  -f-  Y,  +  . . .  -H  Y„ -i- . . . , 

oil  Y^„  designe  la  fonction  de  Laplace  etudiee  precedeniment,  les  2n  -h  i  con- 
stantes  qu'elle  renferme  devant  etre  determinees  convenablement. 

Admettons,  pour  un  moment,  la  possibilite  du  developpement;  en  multi- 
pliant  les  deux  membres  de  Tequation  (42)  par  P^slnOrfOrf^'  ^^  integrant  entre 
les  limites  o  et  t:  pour  6,  o  et  211  pour  4^.  nous  trouverons 

(43) 

I      /     P„Y„sin©flfe^vj>H-.... 

0     Jq 

Or  on  a  demontre  plus  haut  que  Ton  a 


f    f    P„Y,„  sin  6>  ^0^4^=10, 


si  m  est  different  de  n,  el 


,1C     ^J7t 


XX     P-Y„si„.^Oe/+^-^-^Y;; 


Tequation  (43)  donnera  done 


,11    ^iic 


^"^'n^-f  f    PnA9,^)  Sine  ddci^; 


on  en  conclut,  en  cbangeant  0  et  ^^  tin  6'  et  'I',  et  reciproquement, 


n    .^m 


(44)  Y„=^V    -/     /      Pn/{e',^')sin6^ciQ'ci^', 

4^      Jo     Jo 

On  voit  done  que,  en  admettant  la  possibilite  du  developpement  (42),  les  diverses 

fonctions  Y„  ont  des  valeurs  determinees,  lesquelles  dependent  de  la  nature  de 
la  fonction /(^O,  '|). 
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On  en  conclut  que,  si  le  developpement  est  possible,  il  ne  Test  que  d'une 
maniere. 
Avee  la  valeur  (44)  de  ¥„,  Tequation  (42)  s'ecrira 


lit  ^tn 


(45)  /(0,<^)^y-'','^--  f  siiiO'dd'  f   p„/{e',<^')d^'. 

Pour  demontrer  la  possibiiite  du  developpement,  nous  chercherons  la  somme 
de  la  serie 


/I  tr  OB 

»1C     ^!1C 


nous  la  limiterons  d'abord  a  ses  m  -\-  1  premiers  termes,  en  posant 


"""'  It      ^JTT 


(4^>)        ^-^"s^'/^-r  r  p«.A^\'y)sin^'«f5'rfvj;'. 

n  -Q 

Nous  chercherons  la  valeur  de  S;„  et  nous  montrerons  que,  m  croissant  indefi- 
niment,  S;,,  tend  vers/(6,  ^);  la  tbrmule(45)  sera  done  demonlree,  etil  en  sera 
de  nieme  de  la  forniule  (42),  les  Y„  etant  determines  d'une  maniere  generale 
par  I'equation  (44)- 

Methode  de  AL  Darboux  (').  -  Figurons  sur  la  sphere  de  rayon  i  les  points  M 
et  M'  ayant  pour  coordonnees  0  et  'I*  0'  et  ^p';  soit  A  le  point  oil  cette  sphere 
est  percee  par  Taxe  Ox.  Dans  le  systeme  de  coordonnees  0'  et  'I',  Telement  de 
surface  de  la  sphere  a  pour  expression 

di'.    smB'd^'d^'. 

Joignons  les  points  A,  M,  M'  par  des  arcs  de  grands  cercles  et  posons  MM'  —  y; 
le  triangle  AMM'  nous  donnera 

cosy  =:  cos ^  cos 6' -t-  sin  ^  sin ^' cos (4^  —  ^'); 


( * )  C'est  a  Laplace  que  Ton  doit  cette  importante  proposition,  que  toute  fonction  de  deux  variables 
peut  6tre  d6velopp6e  en  une  s^rie  convergente  de  fonctions  Y,t ;  niais  sa  d6monstration  manquait  de 
rigueur.  Celle  de  Poisson  {Journal  de  l'£cole  Polj  technique,  XIX*  Caliier)  est  incomplete  en  ce  sens 
qu'elle  suppose  des  conditions  qui  pcuvent  ne  pas  6tre  satisfaites.  Lejeune-Dirichlet  a  public  dsfhs  le 
tome  XVII  du  Journal  dc  Crelle  la  premiere  demonstration  entierement  rigoureuse  du  th^or^me  de 
Laplace.  Depuis,  plusieurs  g^om^tres  sent  arriv(^s  au  mSme  but,  plus  simplement  que  Dirichlet,  notam- 
ment  M.  0.  Bonnet  {Journal  de  Liouville,  t.  XVII)  et  M.  G.  Darboux,  dont  nous  rcproduisons 
Tanalvsc. 
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P;,  est  ce  que  devienl  X^,  quand  on  y  remplace  x  par  cosy,  et  Ton  peut  ecrire 

P„-=P/i(cosy); 

d'autre  part,  la  fonction/(0',  .j;')  a  une  valeur  determinee  pour  chaque  point  M' 
de  la  sphere;  on  peut  la  representor  par  F(M'^.  L'equation  (4^)  peut  done 
s'ecrire 


n      m 


(-'.;)  S„, :.  -■  2  -  ij-jj  '  /  F  ( M ' )  P„  ( COS  ■/ )  ch' ; 


/I-    0 


elle  est  ainsi  indcpendante  de  tout  systeme  de  coordonnees,  et  les  integrations 
doivent  s'etendre  a  toute  la  surface  de  la  sphere. 

Prenons  raaintenant  de  nouvelles  coordonnees,  9  et  y*  Y  ayant  le  sens  fixe 
plus  haul  et  9  designant  Tangle  AMM';  y  restera  coinpris  entre  o  et  n,  et  9  entre 
o  et  271.  Ce  seront  de  nouvelles  coordonnees  polaires  du  point  M'  analogues  a 
0'  el  y ;  seulement  le  pole  A  sera  remplace  par  le  pole  M.  On  aura 


da'. 

-.   siny 

cly  d(^ 

F(M'^ 

■-  M7> 

?)' 

et  r 

equation  (47) 

deviendra 

(48) 

^w  - 

n  -  -  m 

^  2  n  -\- 

•-0 

(cosy) 

silly  c 

f^i-n 


II  convient  de  poser 

(49)  ^(7)=^-  ,-^  /    /iiy,9)^?; 

il  viendra 


(i>o)  ^'«  ~  2  ~V~   7     *(y)P«(cosy)sinyt/y. 


n  -0 


II  est  aise  d'avoir  une  representation  de  la  fonction  *(y);  divisons  en  effet 
Fintervalle  de  o  a  21:  en  i  parties  egales;  soient  9,,  92*  •  •»  ?i--i»  27:  les  va- 
leurs  de  9;  on  aura 

o(y )  ^-  lim  /^  <  y*  y^  ^  -^  ^1  ^  y^  ^^  ^  -^  •  •  •  -^  ^1  ^y '  ^  ^  ^ , 

lorsque  le  nomhre  entier  /croit  indeliniment.  Done  $(y)  sera  la  valeur  inoyenne 
de  la  fonction  /(y,  9)  sur  le  cercle  decrit  du  point  M  comme  pole  avec  y  comme 
rayon. 
Effectuons  un  dernier  changeinent  de  variables  en  posant  0:^:^005^;  nous 
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aurons 

P/»(cosy)i^  Xfl,        siny  dy  zzi  —  dx. 

Soil  Wi^x)  ce  que  devient  $(y);  la  formule  (5o)  donnera 


ou  bien 

-»-i 


(5i) 


'/« 


-  /       [i  ^  3X,-h  5Xj-f-.  .  .4- (2m  H-i)  X,„]  ^(.r)rfa:. 


Op  on  a  trouve,  dans  la  theorie  des  fonctions  X^  (p.  266),  la  relation 

I  -1-  3X, -f-  5X,-f- . . .  -+-  (2m  -4- 1)  X„  -^  ~r~^'  +  -J^; 

ax  ax 

la  formule  (5i)  va  done  pouvoir  s'ecrire 

(5,)  S.^i/^W)(^-^-.^«)rfx. 

Si  nous  supposons  que  la  fonction  W{x)  demeure  finie  el  continue  pour 
chaque  valeur  de  x  comprise  entre  — i  et  -h  i,  on  pourra  integrer  par  parties 
comme  il  suit: 

(53)  s,„---:.[^^(^0--^^^^--]    '-  ;/"V'(^)(X^,,-^X,«)^x. 

Or 

Pour  ^= -HI X,„=n-i,     X,„^i=-f-i, 

Pour  a:— -I X,„=z:— X;„^i=^(— l)"», 

et  la  formule  (53)  devient 

(54)  S;„=q^(i)-iy"     W'{x)^\„,^,^\„,)dx. 

On  pent  ecrire,  en  designant  par  e  une  quantite  tres  petite, 

/      «r'(a;)(X,„^.-i-X„,)rf^=/  +/        +/      ; 

•/ „  I  J—  1  J~  1  -t-  6         ^\-Z 


..I     e 


pour  une  valeur  donnee  de  £,  Tintegrale  /        tend  vers  zero  quand  m  croit  in- 
definiment;  car  on  a  vu  (p.  260)  que,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
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I  -H  £  et  I  —  £,  X,„  tend  vers  zero  quand  m  eroit  indefiDJment.  Quant  aux 


-  I  -»-  6  ,,\ 


integrales  /         el  /     ,  elles  tendent  vers  zero  en  meme  temps  que  £. 
L'equation  (ji^)  donnera  done,  quand  on  fera  croitre  m  indefiniment, 

limS,,    i»r(i)-.iI>(o); 

$(0)  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction/4(o,  9)  sur  un  cerclc  de  rayon  infi- 
niment  petit  decrit  du  point  M  comnie  pole;  c'est  la  valeur  dc/(0,  4')au  point  M; 
done  S,„  tend  vers/(0,  D  lorsque  m  eroit  indefiniment. 

La  demonstration  precedente  s'appuie  sur  Tintegration  par  parties  et  n'est 
valable  que  sous  certaines  conditions.  Nous  allons  voir  comment  on  doit  la 
modifier  lorsque  la  fonction  ^(^x)  =  0(y),  qui  represente  la  moyenne  des  va- 
leurs  de/(0,  ^)  sur  des  ccrcles  decrits  du  point  M  comme  pole,  est  une  fonction 
continue  en  general,  mais  presentant  un  nombre  limite  de  discontinuites. 

Dans  cette  hypothese,  la  fonction  ^(ar)  deviendra  discontinue  pour  certaines 
valcurs  de  x  en  nombre  fini,  j?,,  x^^  . . . ,  j?^,  comprises  entre  —  i  et  -f- 1 ;  mais, 
dans  I'intervalle  de  ces  valeurs,  elle  demeurera  continue  et  aura  une  derivee 
finie  en  general,  mais  qui  pourra  devenir  infinie  pour  un  certain  nombre  de 
valeurs  de  x. 

Alors,  dans  chacun  des  intervalles  de  Xf,  a  ^/i,.,,  on  pourra  appliquer  Tinte- 
gration  par  parties,  et  Ton  aura 

SI  UP/  w.\  -^'"-^-l  "^  ^w    I  ,     I  ifr/  _\  -^m-^-i    T"  ^«i   I  ,      I  II"  /      \  ^'w  »-l  ~^  ^m   1 

//«  —  r*^(^)--  2      I  "^r*^('^)—    2 —    -I. ..-h  4(j:) — -  — 


Z(f-^f    "'^'"^f     )'*''(^)(X„M,4-X,„)rfj7. 


Cela  pose,  faisons  croitre  m  indefiniment;  la  partie  integree  de  S;„  se  reduit 
a  V(i);  car,  pour  toutes  les  valeurs  a?,,  x\,,  . . .,  Xpde  x,  X^  et  X,„^,  ont  pour 
limite  zero  lorsque  ///  eroit  indefiniment;  la  limite  est  done  la  meme  que  s'il  n'y 
avait  pas  discontinuite.  Quant  aux  integrates 


cbacune  d*elles,  et  par  consequent  leur  somme,  tend  vers  zero;  cela  est  evident 
si  W(x)  ne  devient  pas  infini  entre  les  limites  de  Tintegration. 

Si,  au  contraire,  W\x)  devient  infini  pour  ^  —  a,  on  pourra  isoler  de  I'inte- 
T.  -  II.  37 
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grale  preccdente  la  partie 

X;„  etant  compris  entre  ±i,  les  deux  dernieres  expressions  soiit  plus  petites 
en  valeur  absolue  que 


.,«-*£ 


I  W{X)  dx  :--  W(X  -^  E)  -  ^\X). 


..a 


i         ^^'(.r)  dx  zz.  il^'(a)  -  -  U''(  a  -  e'). 


On  pourra  done  choisir  £  et  i  assez  petils  pour  que  ces  inlegrales  soient,  quel 
que  soit  m,  plus  petites  qu'une  quantite  donnee,  et  Ton  pourra  ensuite  prendre 
m  assez  grand  pour  rendre  ce  qui  reste  de  Tintegrale 


plus  petit  que  toute  quantite  donnee. 

La  demonstration  est  done  ainsi  etendue  au  cas  considere. 
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ATTRACTION  J)ES  SPHlllROJOES.  -  THEORIE  I)E  LAPLACE, 


138.  Attraction  d'un  sphiroide  peu  different  d'une  sphere.  —  Chcrchons 
Fattraction  du  spheroide  sur  un  point  exterieur. 

L'origine  0  etant  supposee  interieure  au  corps,  soicnt 

r,  0,  '\f  les  coordonnees  du  point  attire  M  suppose  exterieur; 

r\  6',  j''  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  M'  du  corps; 

p  la  densite  au  point  M'; 

dm'  I'element  de  masse  au  meme  point; 

V  le  potentiel  rclatif  a  Tattraction  du  corps  sur  le  point  M. 

Nous  poserons  (roir  lo  n"  123) 


/I  =  3P 


M      V"    V„ 


(■)  V-^-V^;:^ 


/?=  1 


ou  bien 


V„  --  fPn  r'"  dm' 
\„=  r  f  fp \\,  /« ♦-* sin e'  dr' dB' d^' , 


IV  designe  la  portion  du  rayon  vecteur  r'  comprise  entre  le  point  0  et  la  surface 
du  corps. 

Supposons  actuellement  le  corps  partage  en  couches  d'egale  densite,  sepa- 
rees  les  unes  des  autres  pjtr  les  surfaces  de  niveau.  Si  le  spheroide  est  recon- 
vert d'un  liquide  en  equilibre,  la  pression  etant  supposee  la  meme  sur  toute  la 
surface  exterieure,  cette  surface  exterieure  sera  elle-meme  une  surface  de 
niveau. 
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L'equation  generale  de  ces  couches  contiendra  un  parametrc  variable  a  et 
pourra  etre  representee  par  Tequation 

(3)  r' ---:.¥ {a,  rj'^r]^'), 

Kn  faisaiit  varier  a  depiiis  zero  jusqu'a  a, ,  on  aura  toutes  les  couches,  depuis  le 
point  0  jusqu'a  la  surface;  la  densite  sera  la  meme  pour  tous  les  points  d'une 
memecouche;  elle  variera  d'une  couche  a  I'autre.  Ce  sera  done  une  fonction 
de  a 

(4)  p=:9(fl); 

pour  a~a^,  on  aura  la  densite  a  la  surface.  On  voil  que  nous  admettons  que 
la  densite  est  la  meme  en  tous  les  points  de  la  surface. 

Dans  rintegration  /     pr'"^'^dr\  0'  et  '\f'  devront  etre  consideres  comme  des 

constantes,  r'  et  p  devront  etre  remplaces  par  leurs  expressions  (3)  et  (4);  on 

/(a)  da.  Pendant  I'integration,  r'  ne 

varie  que  parce  que  a  varie;  on  a  done 


dr' =z   -—da; 

Off 


il  en  resulte 


et  la  formule  (2)  donnera 


71  ^2TZ  ,.«,        ^     ./«-f-3 

— . da 

da 


ou  bien 

^n,  ^TC    ^Sir  ^   -/rt-f.3 

Supposons  que,  en  partant  de  Tequation  (v^),  on  sache  trouver  le  developpe 
ment  de  r'"^^  en  une  serie  de  fonctions  de  Laplace,  comme  il  suit 

(6)  ,.'«-.  3  „  y;^«> -h  YV"  4-  y^-^.. . , 

oil  les  quantites  Y^^"^  seront  des  fonctions  do  a,  0'  et  '^ ;  on  aura 


,ir    ^.Jit  ^Tc    ^2ir 
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Or  on  a,  d'une  maniere  generale, 


/      /      P„Y;'»'sine'rfS'rf4/'-=o, 


si  i  est  different  de  n,  et 


,Tr      ^ITC 


r    r    P„  Y'^«'  sin  9'  dh^  dr^'  -  j~-  ^T ; 
la  formule  (7)  donnera  done 

f    f    P„r"*-^^s\ne'dO'd^'=-^^!^\\^\ 

Jo      Jo  'AN  -h  I 

et  (5)  deviendra 

(8)  -  ^"^  '        '^^" 


^"  -  ^2/^-t-l)C/^^-3")j^     P    da      ""' 


oil  Y)j'"  est  maintenant  une  fonction  supposee  connue  de  a,  0  et  ^,  et  p  =  ?(«); 
on  aura  ensuite,  pour  Texpression  du  potentiel, 


n  -  to 


(q)  V  — [-  ^Tz  > /      p  -— ^  da. 

^^^  r        ^    ^  (2/< -M)(n-f- 3)  r"^  V^      ^    da 


n  -  1 


Pour  appliquer  cette  formule,  il  faut  admettre  qu'on  sail  obtenir  les  develop- 
pements  de  r'\  r'*,  r'%  ...  en  series  de  fonctions  de  Laplace. 

139.  Pour  aller  plus  loin,  nous  supposerons  que  toutes  les  couches  de  meme 
densite  soient  a  peu  pres  spheriques;  on  pourra  ecrire  alors 

(10)  /•':=  a{\  H-  aw'), 

a  etant  un  coefficient  numerique  tres  petit,  a  Ic  parametre  variable  d'une 
couche  a  Fautre  et  u!  une  fonction  de  0',  ^'  et  a.  Nous  admettrons  qu'on  puisse 
negliger  le  carre  de  a.  On  tire  de  (10) 

-     /•''»+■' r-^««-^-3[n- (/I -f- 3)  aw'-h...]. 

La  fonction  u'  des  deux  variables  0'  et  ^'  pent  etre  developpee  en  une  serie  de 
fonctions  de  Laplace,  et  Ton  aura 

/I'-.-U'o-hU'j^-U'.H-...; 

/•'— flr(i  -4-  aU'o)  H-  aa(Ui  4-  U', -h.  . .); 

(11)  r'"-^' rzz  a''-^»[i -^(/i-h  3)  aU'„]  4- (/I -h  3)  a«-^=»a(U;  4-13;-+-...)-+-.... 
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On  en  conclut,  en  se  reportant  a  la  definition  (6)  de  Y)*'", 

Yr'-^a'*^'[i-i-(/i-i-3)aUo], 


apres  quoi,  la  formule  (8)  donnera 


V,^M 


3    Jy      '  da 


On  pent  faire  quelques  simplifications  : 

1°  Soil  ^  le  volume  compris  a  Tinterieur  de  la  couche  quelconque  qui  corres 
pond  au  parametre  a ;  on  aura 


i' 


ou  bien 


et,  en  mettant  pourr'"  son  developpement 

r'^  "  a'(i  -4-  3aU;)  -+-  3ar7'(U;  4-  U;  H- .  .  . ) 

deduit  de  (i  i), 

''=1  f  ^^^  f     f    «'[i  +  3aU'o-h33c(U\  +-U;  ■+-... )Jsin^'r/^'^f, 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  theoreme  general, 


.71      ^ilt 


^0     *^o 


„7C     ^27C 


^'    /^     ^me'ciO'd^  :-=z'^t:; 


*-  n      *- 


0      *^  0 
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il  viendra  doDc 


si  nous  prenons  pour  parametre  a  le  rayon  do  la  sphere  avanl  nieme  volume 
ijue  eelui  renferme  a  I'interieur  de  la  couohe,  nous  devrons  avoir 


en  comparant  eette  expression  de  r  a  celle  trouvee  plus  liaut,  il  vient 
el  Texpression  de  r'  se  reduit  a 

La  seconde  des  equations  ( 12  >  donnera 


da. 


.2"  On  a  V,  =  /  P,r  r//w'  ou  bien,  en  remplacant  P,  par  son  expression, 

»  •  m 

V,  ---^  cos ^  /  r'  cos ^'  rf//i' -  -  sin 0 siuy  /  /'  sin ^  sin  y  ^/«' -i-  sin ^J  cos'|  /  r' sin ^'  cos'l* <//«' 

ou  encore,  en  designant  par  a',  v',  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  du 

corps, 

V,  —  cosO/  j:'^m'-r- sin^fsinv}/ /  r'^/ii'-i- sin^cos^J^y  z'dm'. 

Si  Torigine  des  rayons  vecteurs  est  placee  au  centre  de  gravite  du  corps,  les 

•  •  • 

trois  integrales  /  x' dni\  \  y' dm\  f  z'dm'  sont  nulles,  et  il  vient  V,  :    o;   il 

en  resulte,  en  tenant  compte  de  la  premiere  des  equations  (12), 

(  I  I )  /      P  -     1 —    da  —  o. 

La  fonnule  (9)  donnera  tinalement,  pour  Texpression  du  potentiel  Vrelatif  a 
Tattraction  du  corps  sur  un  point  exterieur, 

n      X 

^  r  ^  (ji /<  -M )  /•'*+>  J      '^  Oa  ' 

/I    4 
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140.  Figure  d'6quilibre  d'un  sphSroide  tr^s  peu  different  d'une  sphere, 
dont  toutes  les  parties  s'attirent  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton, 
et  qui  est  animS  d'un  mouvement  de  rotation  tr&s  lent.  —  Le  spheroide  peut 
etrc  entierement  fluide;  dans  ce  cas,  la  surface  exterieure  sera  une  surface  de 
niveau.  Ou  bien  il  y  aura  a  Tinterieur  un  noyau  solide  reconvert  par  un  fluide; 
la  surface  qui  limitera  le  noyau  solide  devra  etre  peu  diflerente  d'une  sphere 
el  etre  une  surface  de  niveau. 

Le  potenliel  relatif  a  Tattraction  du  spheroide  sur  un  point  exterieur  sera 
donne  par  la  formule  (i5),  que  nous  appliqucrons  aux  points  memes  de  la  sur- 
face exterieure. 

Soient  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  x^  y,  z  les  coordonnees  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  exterieure  :  on  devra  avoir,  pour  tons  les  points  de 
cette  surface,  I'equation 


r.)* 


(16)  fVn (j*-H5*;  -const. 

Soit  9  le  rapport  de  la  force  centrifuge  equatoriale  a  I'attraction  pour  la  sur- 
face exterieure;  on  aura 

^'"^  ^  ~  77mT  ^  TM  ' 

(p  est  une  petite  quantite  de  I'ordre  de  (o^;  en  tenant  comptcde(i7),  (iG)  donne 

V  o 

r«  H 1 ''  sin*y  --  const. 

M        'ia\ 

OU  bien,  en  remplagant  V  par  son  developpement  (i5), 

(18)  -  ^-  -^3  /•»  sin'0  -h  -*.,-  > -.   I      p  -    -  ~. da  z-  const. 

n-l 

Soient  Y,,  Y^,  Y3,  . . .  ce  que  deviennent  les  functions  U,,  Uj,  . . .  a  la  sur- 
face exterieure,  c'est-a-diro  pour  a  =  a^\  on  aura 

(19)  /• '—  a,[i  4-  a(YiH-  Y,-h. . .)], 


il'ou,  en  negligeant  a**^. 


;.-^[i-«(Yi-i-Y,-i-...)]. 


Si  Ton  porte  cette  valeur  de  -  dans  (18)  et  si,  dans  les  termes  qui  conliennent 
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9  et  a,  on  remplace  r  par  a,,  il  viendra 


n  —  » 


(ao)i.[.-a(Y.+  Y.+  ...)J+-^sin'6^^°;?y^  ',   „,.  T  'pT^^''«=  const. 


/i  =  i 


Ya  a  Texpression  generate  suivante  {voir  p.  270) 

.A.oOn.,-+-  X,  V^l  ^*  -^-  -  COS(^  —  ^^)  -h  -X,(l  —  fJL*)  -^^*  C0S2(^  —  ^L,), 


ou 


OIL,r=  -p—  -, 


OU  bien,  en  remplagant  (jl  parcosO  et  changeant  de  constantes, 

(21)     Co  (cos*  6  —  t)  -+-  sin6  cos0(Ci  cos^J;  4-  Cj  sin^)  4-  sin'^(C,  cos2tJ;  -1-  C*  sin2^). 

On  voit  que  cos^O  —  ^  est  une  function  Y.^-^  cela  pose,  (20)  peut  s'ecrire 


3 
comme  il  suit : 


/r  =  00 


(aa)    -^(Y.-HY,  +  ...)-^(cos«fi-')  +  ^^'^y  p   -^V„..-  r  V-^T-^''«  =  const 
Or,  quand  on  doit  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  0  et  v]^.  Inequation 

(23)  Wo-+-W,-h...-+-W«-f-...=:o, 

Wo,  W,,  . . .  etant  des  fonctions  de  Laplace,  il  faut  que  Ton  aitseparement 


Wo  =  0,        W,  =  o, 


•  •  •  • 


On  s'en  assure  en  multipliant  les  deux  membres  de  Tequation  (23)  par 
Prt  sinO  e/0  d']^  et  integrant,  relativement  a  0,  de  o  a  u,  et  de  o  a  2u  relativement 
a  '>{/;  il  vient,  en  effet. 


'■'''     W;==o. 


2/4  H-  I 


et,  6'  et  ^'  etant  arbitraires,  il  en  resulte 

W„  ^  o, 

quels  que  soient  0  et  '>{;. 
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Des  lors,  Inequation  (22)  donnera 

(2D)  Y, x_    cos* ^  —  2     -f-  ^r^TT— 7  /      p     '        *'da—o 

et,  pour  des  valeurs  de  n  superieures  a  2, 


~^^'*'^-M-(2,^  +  i)ar  j^     P— ^^^1 ^^  =  ^ 

ou,  plus  simplemcnt, 

(20)  \,^:=~-- — —    I       p r da, 

Ce  sont  la  des  conditions  qui  doivent  etre  remplies;  on  les  a  obtenues  en  expri- 
mant  seulement  Tequilibre  de  la  surface  exterieure  de  la  masse  fluide. 

II  y  a  encore  une  condition  qui  va  reduire  a  trois  le  nombre  des  cinq  con- 
stantes  arbitraires  qui  figurent  dans  Texpression  de  Yj. 

Les  planetes  tournent  a  fort  peu  pres  autour  d'un  des  trois  axes  principaux 
d'inertie  qui  correspondent  au  centre  de  gravite.  S'il  en  etait  autrement,  I'axe 
de  rotation  se  deplacerait  en  effet  d'une  maniere  tres  sensible  dans  le  corps 
meme  de  la  planete;  or,  dans  le  cas  de  la  Terre,  Tobscrvation  n'indique  aucun 
deplacement  de  ce  genre.  Nous  admettrons  done  que  Taxe  Qx  doit  etre  axe 
principal  au  point  0,  ce  qui  entraine  les  relations 

1  xy  dm  iz:  o, 
1  xz  dm  =z  o ; 

X  =  r  cos  ^, 
/  =  /sin  (?cosvj^, 
z  z-  rsin  6sin^, 
dm  =:pr^  dr  sin  B  d^d^; 


or 


il  viendra  done 


/   1    I  pr^  dr  cos  9  sin^O    .    ^dOd^  -  o, 
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CO  que  I'on  peut  ecrire 

ou  bien,  en  rempiaQant  r  par 

a{\  -h  a(U,4-Uj-+-.  .  .)], 

ot  negligeant  a^, 


**i  :»      r»«    x»iir 


r         d  r   r 


0 


Or  sinOcosOcos^  est  une  fonction  Y^,  et  il  en  est  do  meme  de  sinOcosOsin'j'; 
les  equations  ci-dessus  deviendront  done 


(27)  I      pda-^  I     I     a^l]^s\n9cos9cos^s\nSd9d^z=Oj 


pda—  j     j     a^l]^s\nO  cosO  s\n^s\n9d0d^=zo. 


Dans  Texpression  (21),  Ua  est  de  la  forme 


(28)  Uj=:Co(cos»^  — i  j^-sin5cos9(C,  cos4/  +  C,sin^J;)-4-sin»9(C3COS2^H-C4sin2^^ 


On  trouve  aisement 


f      /      U,sin'0cos0cos^c?9e/^J;  =  7rCi  /    sin'^cos'^e/^, 

0    «/[>  •■'^0 


J/»15      y»11t  r»1t 

f      /      UjSin*9cos9sin4;rf9e/^=r7rC,  /     sin'9cos»0e/$; 
0      •'0  •'0 


les  conditions  (27)  et  (27')  deviendront  done 


ix 


p 7 a  a  :=.  o , 

^      da 


29) 


IX 


.         da  z=z  o, 
da 
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Revenons  a  I'equation  (23);  d'apres  (29)  et  en  ayant  egard  a  Texpression  (28) 
de  Ua,  on  trouvera 


Sin*0COS2j;/      P -^ — -^^ 


iin*0cos2  4'  / 

Jo 
H-  sin*^  sin  2^  /      p  -^ — -  da    y 

expression  de  la  forme 

(3o)  Y,^  A,  (  cos'0  —  ^ )  ^-  sin*9(A,cos2^  -i-  B,sin2v|;). 

On  voit  que  Ya  prend  la  meme  valeur  quand  on  remplace  0  par  it  —  0  et  aussi 
^  par  71  4-  4'f  ce  qui  repond  a  deux  directions  opposees.  Si  done  Y,,  Y4,  . . .  sont 
negligeables,  les  deux  hemispheres  de  la  planete  seront  symetriques  par  rapport 
au  plan  de  Tequateur. 

141.  Calcul  de  la  pesanteur  apparente  ^  en  un  point  de  la  surface  du 
sphSroi'de.  ThSor^me  de  Clairaut.  —  La  direction  de  la  pesanteur  faisant  un 
tres  petit  angle  avec  le  rayon  vecteur,  on  pent  la  confondre  avec  sa  composante 
suivantr,  en  negligeant  a^,  ce  qui  donne 

£^  =  -"  ^  ffV  -+-  -  w«  r»  sin«5^  - ~  f  ^  -  r^»  r  sin»0. 
^  dr\  1  J  Or 

Or  on  tire  de  (i5) 

dr       /■*       ^        -^  (2/1 -H  i) /•«-+-*  /      ^  da^  ' 

On  aura  done,  au  degre  de  precision  realise  jusqu'ici, 


n  =  oe 


n  =  i 


ou  bien,  en  tenant  compte  de  (23)  et  (26), 


/I  =  « 

fM  ,       .   ./J      3  f^M  /      ,.       i\       fMa  v^  ,  ,  -, 
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ou,  en  remplaQant  ^  par  -^  [i  —  2a(Y2  4-  Y3  -+- . . .)]  et  co^  par  -^t"* 

I  U  t  1 

(^•)  ^-^[•-^«i"(--)Y„-|9-H^9(cos'0-i)j. 

Considerons  en  particulier  le  cas  de  la  Terre  et  admettons,  pour  un  moment, 
qu'il  soit  prouve  par  la  Geodesie  que  la  surface  exterieuro  de  niveau  est  un 
ellipsoide  de  revolution 

—  -+-  -^-f-i—  =  1 .         1),  =.-  a,  (I  -+-  e). 
af  I), 

Nous  en  conclurons,  en  rempla^ant  x^  et  j^-h  z^  par  r^cos^O  et  r'sin^O,  et 
negligeant  £*, 


r»= ^ 


I  —  2gsin*^ 


r  =  ai(i  -f-£ 


siri»^)=:a,     i-h  ^s  — E  f  cos*0  —  ^  j 


Si  nous  identifions  cette  valeur  de  ravec  celle  qui  resulte  de  I'expression  (3o), 
en  faisant  r=  a,(i  -h  aY^),  nous  trouverons 

/       2  \  .  £ai 

d'oii 

et  la  formule  (3i)  devient 


g 


^^.[._,(cos«e-')-|94-^9(cos'9-i)] 


(3.)  ,=  ^[,_|,^(5,_.)(eos«.-')] 

Soient 

g^,  rintensite  de  la  pesanteur  au  pole; 
g^  rintensite  de  la  pesanteur  a  Tequateur. 

On  aura 

fM 


gx  —  - 


m  f  2  \ 


fM  /        3         e\ 
-^«^-ari'-2^-^3J 


3o2 
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fM 
.-i-     g.        -. 

a- 

gx                  2^ 

-— e. 

(33) 

Cette  equation  exprime  le  theoreme  de  Clairaut,  qui  a  lieu,  comme  on  voit, 
sous  la  seule  condition  que  la  surface  exterieure  du  fluide  soit  un  ellipsoide  de 
revolution  autour  de  la  ligne  des  poles.  La  densite  peut  varier  a  Finterieur  sui- 
vant  une  loi  quelconque,  sans  que  le  theoreme  cesse  d'avoir  lieu. 

Nous  venons  de  grouper  tons  les  resultats  que  Ton  peut  deduire  des  condi- 
tions qui  assurent  seulement  Tequilibre  de  la  surface  exterieure.  Pour  achever 
la  solution,  il  faut  faire  intervenir  les  conditions  relatives  a  Tequilibre  interieur 
de  la  masse  fluide;  nous  le  ferons  dans  un  moment,  apres  avoir  traite  une 
question  preliminaire. 

142.  Attraction  d'une  couche  sphSroidale  sur  un  point  intirieur  k  la 
couche.  —  Soient  M  le  point  attire;  r,  0,  'j*  ses  coordonnees;  M'  un  point  quel- 
conque de  la  couche;  r\  0',  'Y  ses  coordonnees;  V  le  potentiel  correspondant  au 
point  M ;  dm'  I'element  de  masse  en  M' ;  MM'  =  A.  On  aura 

en  designant  par  y  Tangle  M'OM. 

Supposons  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M'  entre  les  deux  surfaces 
qui  limitent  la  couche,  on  ait 

r<r'; 

il  en  resultera,  en  serie  convergente, 

I  I  _  *  /^       D  '^      n  '■*  \ 

^       y/**-H /• '— 2rr  cosy        '    \  '  ^  / 


n  —  «c 


2Pnr" 


n  =  0 
n  =  • 


V=  y /«  /  -^,clm'. 


2d  '  "J  r'" 

n  =0' 


On  posera 


Vr-Vo+V,/- -4- ¥,/•«  +  ... 
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ou  bien 


n  —  » 


(34)  v=2v„/", 


/i  =  0 


el  Ton  aura 


(35)  v„=yp^:, 


dm' 


OU  encore 


\^=:  r  f  Co  P«  r'»-«  dr'  sin  ^'  dO'  d^\ 


Supposons  que  R©  et  R,  designent  les  portions  du  rayon  vecteur  r'  comprises 
entre  i'origine  et  les  deux  surfaces  qui  limitent  la  couche;  on  pourra  ecrire 

(36)  \n=  f   sine'de'  f     Vad^'  f^r'^-'^dr'. 

Supposons  la  couche  sphero'idale  decomposee  en  couches  elementaires  ayant 
chacune  la  meme  densite,  cette  densite  variant  d'ailleurs  d'une  couche  a  I'autre; 
soitale  parametre  variable,  qui  variera  de  a©  pour  la  surface  interieure  a  a, 

pr'^~'*dr\  qui  figure  dans  (36), 

"'* 
0'  et  ^'  sont  consideres  comme  des  constantes;  r'  ne  varie  qu'en  raison  de  a. 

On  a,  en  supposant  w^2, 


1*0  «ffl 


expression  dans  laquelle  p  doit  etre  considere  comme  une  fonction  de  a.  La 
formule  (36)  deviendra 


T^  /.««  /."i         J  ,./«-/» 


I      r  r  r  '    d /•'*-'» 


ce  qui  peut  s'ecrire  ainsi 


(3;)  v,=  ^- jr"'p  da  ^^/jr'jf'", •'.-?„  sin9'  db' d^\ 

r'  est  de  la  forme 
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Dans  Ic  cas  de  n  =  2,  on  aura 


Bo  ^n^ 


.n-n^..-r'\ll^da. 


(38)  \^=f    pda—f  f    C    P.logr'sinfl'rfO'rf*!/'). 

Supposons  actuellement 

(39)  /•'  =  a[i-i-«(U',4-U;+...)]; 

on  en  conclura 

,./!-«  _  fl.-n  [i-H  (a  -  «)  a(U',  +  U',  -(- . . .)], 
f      /      /•'«"«  P«  sin^' t/0'rfij;'=  a»-«  /      /      P,.[n-(2  -  /I)  a  (U;  -4-  U;  -h  . . .)]  sin  Q'dB'd^' 

ou  bien,  d'apres  un  theoreme  connu, 


—  a«-«  — A£_-  (a  —  n)  a  U„, 
a/n-  I  ^  ' 


et  ia  formule  (37)  donnera 

(40)  J«^  p    a(a'-nU„)^^, 

On  tirera  ensuite  de  (Sg) 

log/-'  =  loga  -h  log  [n-  5c  ( U'l  4-  U;  -h  . . . )] » 
Iogr'  =  loga -+-    a   (U',  4- U', -h.  ..)-+-••• ; 

on  aura  done 

f     /      Pilogr'sine'rf^'flf^/'  — loga  /     /      P,sin0'^6'rf4/' 


r.ir       y^tlt 


f     /     P,(U',  +  U',  +  ...)sine'rf9'rfq/' 


0      *'0 


=       »f    f    P,U;sine'rf5'rf4*'  =  a^U„ 


et  la  formule  (38)  deviendra 

(4.)  ^' -"rj   p-fli^'''^- 
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Cette  expression  de  V^  se  deduit  de  Texpression  generale  (^o)  de  V,,  en  y  f«i- 
sant  n  =  2. 

La  formule  (35)  donne  d'ailleiirs 

—j—\     sin  (;'  cV)'  /      d)/  /      pr'  di' , 

ou,  en  remplagant  r  par  sa  valeur, 


►K    ^J:r 


Vo=:ijr'%rfa^jrf'y^    /"  '[i  +  2«(U;^U;4-...)]sin(/'^(?'t/^'l. 


Or  on  a 


,7C      ,,271  />7C     /,lir 


/      [i  -h  2a(U;  H-  U,-4-. . . )]  sin{;^/f)V/y  =  /     /      sin S' dO' d^y  =z  /,r; 

-  u       "0  *^0      •-'0 


il  en  resulte  done 

"'     da'- 


r"'     da-  /•"' 

p      -  r/rt  —  !\r.  I      ^a  da. 


tin  '     '/., 


On  Irouvora  finalement 


"e  „  ^  ,  -  ^r, 


143.  Potentiel  d'un  sph6roide  par  rapport  k  un  point  int6rieur.  —  Le 

spheroide  est  suppose  partage  en  couches  d'egale  densite.  Soil  M  un  point  de  sa 
masse  dans  son  interieur.  On  cherche  le  potentiel  W  relatif  a  Tattraction  du 
spheroide  sur  le  point  M. 

Faisons  passer  una  surface  de  niveau  par  ce  point  M  et  soit  a  la  valeur  du  pa- 
rametre  variable  pour  cette  surface  particuliere,  a,  efant  la  valeur  qui  repond 
a  la  surface  exterieure  S.  On  decomposera  ainsi  le  spheroide  en  une  couche 
spheroidalo  et  en  un  noyau. 

Soient 

V  le  potentiel  relatif  a  la  couche; 
V,  le  potentiel  relatif  au  novau. 

T.  -  II.  '  39 
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On  aura 

(43)  WrrV+V,. 

V  se  calculera  par  la  formule  (42) 

(44)  ^"^^V   p''''''^"^'"'2i  ;r«"TTj   p — Ta — ''''' 

V<  est  donne  par  la  forraule  (i5)  du  n*'  139,  relative  a  I'altraction  d'un  sphe- 
roide  sur  un  point  exterieur.  Done 

(45)  V,  — —I     pa*6/a  +  4a7r  >  7 r-^m  /     P 1 -^^' 

144.  iSquilibre  int6rieur  du  sph6roide.  —  Soit  p  la  pression  en  un  point 
quelconque  de  la  masse;  on  a 

dp  —  p(X^a:  -f-  Y  dy  -^-7.dz)  —  p  dffW  4-  ^  a>«r»  sin*^^ . 

On  doit  done  avoir  en  tons  les  points  d'une  surface  de  niveau 


f  W  -h  -  w*(  v«+  z^)  =  const. 

2 


ou  bien 


W  Gj' 

(46)  V  -  H-  Q— j:/'*  sin* 0=::  const.; 
mais  nous  avons  aussi,  pour  Tequation  de  cette  surface, 

(47)  r=ir7[i4-a(U,  +  Uj-h.  ..)]• 

II  s*agit  de  determiner  les  fonctions  U, ,  Uj, 

En  tenant  compte  de  (43),  (44)  et  (45),  (46)  pent  s'ecrire 


,i1 


•"•    d{a^-"V„) 


n  =  l 


4--  /     rja}da-^oL  >  7 ^ — — — r   /     p -. ^/a-+-Q— «/'sm*e/i=  const. 

On  pent,  dans  Ics  termes  qui  contiennent  a  ou  co^  en  facleur,  remplacer  rpar  «; 
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au  lieu  dc  -,  dans  Ic  termc  -  /    ^a}  da,  on  ecrira 


i[,-a(U,-+-U,-+-...)]; 


il  viendra  ainsi 


J„     ^  ^2n-hiJ^     ^         da 

71=1 

.Hl[._a(U.4-U,  +  ...)]r   P«' 


/I 

da 

0 


-+-«>,  7 ^«i,-  /     P  -- ^'-— 5 da  -h  -Q— -- 1  X  —  COS*©     —  const. 


n  =  i  ' 


On  doit,  dans  cette  equation,  annuler  les  termes"qui  contiennent  des  fonctions 

spheriques  des  ordres  i,  2,  ...,  n, 

On  trouvera  ainsi 

(A)    /      0—^-5 ^  c^« I     pa^da-h- -z-„^j  I     p-- — 1 "^da  —  o 

et,  pour  n  ^  2, 


.•   j^» " 


On  peut  comprendre  ces  deux  equations  en  uue  seule 


2  /?  -h  I    /       ^  da 

(C)  {  '^ 

^  Jo  (2/«-f-i)rt«-+-Vo  <^^ 

en  posant 

Zi  —  o,         Z3 1=  o,         Z4  =  o,  ...  ; 

U  s'agitde  determiner  Urt,  qui  est  unc  fonctiondea,  0  et'l.  par  I'equation  (C). 
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On  en  tire 


/ 

(48)  {  •^^ 


p da 

^         da 


-  (2/i  4-  I)  a-'-'  U„  /     pa»^/a  -4-  «-*'»-»  /     p  ^    ^^  ^^  -h  (2/H-  i)  Z«  rr::  o  ; 


d'oii,  en  differentiant  par  rapport  a  a, 


-  p  '^^""'^J  ^"^  -  (a/i  4-  I)  a—'  {}n9a^  -  (a/e  -^-  i)  a-^- '  ^   f\a^da 

-h  (/i4- i)  (2/i  4- i)  a~"   *U«/     pa^da 

H-a~*'*-*p-^ — 1 (2/1  -h  i)a-*'*-*  /     p— — r ^da:=^  o. 

^        da  Jo  ^^ 

U  y  a  des  reductions;  les  termes  qui  ne  renferment  pas  d'integrales  dispa- 
raissent,  et  il  reste,  apres  avoir  divise  par  a/i  -h  i, 

r(;i4_,)rt-/i-«U„-a-'»-»-^^l  f  pa^da-a-^^-^  f  p  ^i^l^^l^  da  :zz  o 

ou  bien  • 

(49)  ^(n^i)a-V„-^a^^-^^^'^f\a^da-f%^-^^^ 

en  differentiant  encore  une  fois  par  rapport  a  a,  11  vient 

Ail]    /•"  iiT  r  /• ''  n 

«'*""* ^y-r   /    p«'^^  +  2pa'*-^'-^  —  U«     /i(/i-|-i)««-*/     pa'^a— apa^^M  —  o 

ou  bien 

d^Un  7.pn*        OUn  r       op  a  n{n-T-iy 


(D) 


^'U/,        2p<7*     oUn _^  ^  r    ?p^     __  /i(/iH-i)'i  __ ^ 

I     pa* da  I    I     pa* da  I 


equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre,  a  coefficients  variables,  qui 
servira  a  determiner  U„  en  fonclion  de  a;  les  deux  constantes  arbitraires  seront 
des  fonctions  de  0  et  v}/. 

Considerons  d'abord  Tequation  qui  repond  a  /i  =  i,  savoir 

I     pa^da  y    /     pa* da 
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En  faisant 

(5i)  •  U,-.^, 

a 

S|  etant  une  function  inconnue  de  a,  0,  'j*,  on  trouvc,  apres  reduction. 


I     pa^da  J 


d'oii 


da*  •«  2  pa* 


—  T  -^-  -tt' —  o; 


f^a 


e/a 


en  multipliant  par  da^  integrant  et  designant  par  C  une  constante  arbitraire,  il 
viendra 


r  \         a         J 


(5.)  ^v^-,_/=C. 

Supposons  que  la  dcnsite  p  soit  developpable  en  serie  convergentc,  suivant 
les  puissances  dc  a,  comme  il  suit 

(53)  p=ipo(i  — Aia««H-A,a««  — .. .)» 

ou  Ton  a 

o  <  «!  <  ai  <  . . . . 


II  en  resultcra 


En  substituant  dans  (52),  on  Irouvera 

dSi        oC    -  ,    . 
da        pla^     ^    '' 

^(a)  etant  une  fonction  de  a  qui  se  reduit  a  i  pour  a  =  o. 

On  voitque,  si  C  n'est  pas  nul,  en  integrant,  le  second  membre  sera  compa- 

rable  a  -^  et  devicndra  infini  pour  a  =  o. 


3lO  CHAPITRE    XVI II. 

Or  on  a 

II  faut  que,  pour  a  =  o,  on  ait  r:^  o;  done  aU,  =  S,  =  o;  il  faut  done  que 
C  =  o,  et  alors  I'equation  (52)  donne 

da  ~^'  "  ^i  =  C,, 

C,  designant  une  function  de  0  et  j*,  independante  de  a,  ou  bien 

(54)  aU,  =  C,. 

Or,  a  la  surface  exterieure  du  spheroide,  on  a 

On  a  vu  anterieurement  que  Ton  doit  avoir  Y|  =  o;  done,  en  appliquant  Tequa- 
tion  (54)  a  la  surface  exterieure  du  spheroide,  on  en  conclut 

C,=io. 

II  en  resulte  que  Ton  a,  quel  que  soit  a, 

(55)  Ui=o. 

Ainsi  le  terme  U,  manque  dans  Tequation  d'une  eouche  quelconque. 
Considerons  maintenant  Tequation  generale  (D);  on  pent  Tecrire 

I  I     pa^aa  I         j     pa^da 

Or  on  tire  de  (53) 

2  pa'  ^         I — Aia*« -h  A,a*i  — . . .  ^         6ai     . 


3A,      ^         3A,      „  ai-+-3 

0  a,-h3  at-i-3 


/     pa^da 


et  Tequation  (56)  devient 

--,[(/^-^)(/^-^3)H-— ^^A,a«.--...J 

__5^«(, ^^A,a^.4-...). 

a    da  \        a,  -i-  3  / 


da 

(5?) 


Pour  integrcr  cette  equation,  supposons  que  U^  soit  developpe  en  une  serie 
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procedant  suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  de  cette  forme 

(58)  []„  --  aPQ^">  -f  a/'.Q</"  -+- 


•  •  1 


oil  Ton  a 

p</J<pi<  . .  .  ; 

en  substituant  dans  (Sy),  il  vient,  apres  quelques  reductions, 

(/;  4-  /I  4-  3)  {p  —  n-h  2)  a^-^Qt")  4-  (y>,  h-  ^  -+-  3)  {p^  —  n-h2)  nr''.-»Q<j'»^4- . .  . 
(%)  {  6ai 


a,  4-  3 


A,a«.[(/?  4-  Ofl^-^O^'''-^-  (/>!  -+-  i)aP-^Q\^^-h  . . .]  4- . . . . 


En  egalant  a  zero  le  coefficient  du  terme  a^~^,  qui  est  du  degre  le  moins  eleve 
par  rapport  a  a,  il  vient 

(/?4-/J4-3)(/?  —  /i4-2)=i:o; 

d'ou 

p  =:        n  —  2, 

/?=— /I  — 3; 

a  chacune  de  ces  valeurs  de  p  repond  une  serie  particuliere  qui,  etant  multi- 
pliee  par  une  constante  arbitraire,  sera  une  integrale  de  Tequation  (56);  la 
somme  de  ces  deux  integrales  donnera  I'integrale  generate. 

On  doit  rejeter  ici  la  serie  qui  repond  a  ^  =  —  /i  —  3;  car  il  en  resulterait 
a\]f^  =  xj  pour  a  =  o,  d'apres  (58),  et  Texpression 


/I  :=ge 


/•  — .  <7  4-  r?  a  ^  U« 


/i  =  0 


ne  se  reduirait  pas  a  zero  pour  a  =  o. 

II  suffit  done  d'attribuer  a/?  la  valeur  n  —  2.  L'equation  (59)  deviendra 

(/?!  4-  n  -h  3)  (/?,  —  n  4-  2 )  «/'.-» 0^,''^  4- . . . 

^-^^Ai^«.[(/i-i)«'-*Q<'')+(/?,4-i)a''-*Q^''>4-...]; 

0C|  4-  "J 

on  en  conclut 

/?,  — 2  "a,4-/i  — 4, 
Pi  — 9-1  + n  —  2, 

(/;,-+-  «  +  3)  (p.-  /I  +  2)  Q',"'  =  -^  A,(«  -  I)  QC), 
(60)  0''"  = ^'""'^  •^' 0'"'; 
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(58)  donnera  ensuite 

Les  angles  6  et  <].  nc  peuvent  entrer  que  dans  le  facteur  Q"" ;  I'autre  facleur 

ne  depend  que  dc  a. 

Cette  conclusion  est  valable  pour  nj  2. 

En  posant 

6(/l  — l)Ai  ^oL.-t-n-t^ 

(6a)  ^'"'  =  ^'-+(a.+  3)(«.  +  2/.  +  .)"'         ^•••' 

on  aura 

(63)  U„  =  Q<»'A"", 

et.  en  substituant  cette  equation  dans  (56).  Q""  disparaitra,  ot  il  restera 

Nous  allons  prouver  que  A""  est  une  fonction  croissante  de  a.  En  effet,  puisquc 
Ton  doit  avoir,  de  a  =  o  a  a  =  a,, 

rfp 
da 

en  appliquant  cette  condition  aux  valeurs  positives  tres  petites  de  a,  Tequa- 
tion  (53)  donnera 

A,  >o, 

et  nous  tirerons  de  la  formule  (62) 

r  6(/i-i)A,a°'.  1 

■•••      ^>'"'  =  ^""l'+(«.+  3)(«.  +  2/TT0'^'---J- 


pour  /I  >  2 


On  en 


conclut  que.  pour  a  positif  et  tres  petit.  A<"'  et  -^  sont  positifs.  Je  dis 
aue  a  croissant  de  o  a  a„  A""  croit  sans  cesse.  Supposons  en  effet  que.  pour 
a  =  a',  A"«  cesse  de  croitre  ct  decroisse  ensuite;  A""  serait  alors  un  maximum  et 
Ton  aurait,  pour  a  =  a', 

(64)  '*"">«'        -1?^="'         IS^^''- 

Reportons-nous  maintenant  a  I'equation  (E).  On  a,  p  etant  une  fonction  de- 


croissanle  do  a. 
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I     pa^da  >  p  I     a}  da'>  p  -^  y 


3i3 


p  elant  la  densite  qui  correspond  an  parametre  a.  On  en  conclut 


'i  0  a 


'}.pa 


() 


tt 


I)  *J 


•I         ~>»         <»  J 

fr         fl- 


ow aura,  a  fortiori. 


/     on^  da 


/M  //    '-  O 


r?' 


puisque  n  ost  au  moins  egal  a  2  et  que  n  (n  -h  i)  est  au  moins  egal  a  G;  done  le 
coefficient  do  h^"\  dans  le  second  membre  de  (E),  est  positif.  Si  done  on  fait 


a  —.  flf  , 


rfA(«J 


da 


-  o, 


Tequation  (E)  montre  qu'il  en  resulterait 


d^/,in) 


da' 


>o. 


dh(»^ 


ce  qui  est  en  contradiction  avec(G4).  Done  -^ —  ne  peut  pas  s'annuler  et  A^"' 

croit  sans  cesse  avec  a. 

Nous  allons  prouver  que,  pour  n  >  2,  on  doit  avoir 

U„  =  o. 
En  effet,  dans  Tequation  (A),  supposons  a  =  a, ;  nous  trouverons 


"•    d(a''^^\]„) 


da 


da  zzi  o. 


Or  on  a 


l](n)^Q{n)f^(n), 


Soit  A'/"  la  valeur  de  h^"-  pour  a  =  a, ;  Tequation  ci-dessus  deviendra 


Q'"'[-^''".'"/""p«'^-.^|% 


"•    (?(^«-^»/j<«)) 


()rt 


e/a    =1::  o 


ou  bien 


(65) 


—  (2/1  -h  I )  //v"^';  /     p^*<^/^  -h  /     p  --  -r^ — ^  ^^    ^^  o. 
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Or  on  a 

p. 


0  '  .  *^   Pd 


p  ^^  — ^  da  =  p^al"^^ /if  -   /      a'^-^^h^'^^dp; 


da 

P« 

Tequation  (6:>)  devient  ainsi 

(66)         0^"^  [—  \  {n~-\)p,a'[^^  h'l'^-+-  f    a'  i^^T^  ^'l^T  —  ^"/i^"^)  ^pl  ^  o. 

Or  on  a 
d'ou 


r  \t^(?^t.la'[h';'^^a^h^'Adp<o. 


Done,  dans  Tequalion  (66),  le  coefficient  de  Q^"^  est  negatif  et  essenliellement 
different  de  zero,  ct  Ton  doit  avoir 

II  reste  done  finalement 

(67)  r  —  a{\  -4-  alJj), 

(68)  lI,:i^Q(l)/«; 

A  est  une  fonction  de  a  qui  verifie  Tequation 

,  ^    ,  rf*  //  o.pa^        dh        /       2  p «  6  \   , 

(69)  rf«.--^-p^rf^-^(7^^-F«^''  =  '^ 

\     pa-da  \    I     pa^da 

et  dont  les  deux  premiers  termes  du  developpement  sont,  d'apres  (62), 

(a,4-3)(ai-h5) 

Q^^^  est  une  fonction  de  0  et  j*  qu'il  s'agit  de  determiner. 


•  • 
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II  suftit  de  substituer  Texpression  (G8)  de  Uj  dans  Tequation  (B);  on  trouve 
ainsi 

Q^'^  etant  independant  de  a,  on  pent,  dans  I'equation  (70),  donner  a  a  la  va- 
leur  a, ;  en  posant 


^j  =  r  -h  : — 


(a,  -h'S)(<Xi-\-b) 


il  viendra 


(7.)  i)i'-  =.  **'^'«^^  ^ 


''«  r"'  t^     '  i""  ^(«!^^ 


On  a 


fM 


v~    7.-.-.->  M— 4t/      pa'- da. 


••   0 


d'oii 


et  (71)  devient 


9(5—008-^)    /      pa* da 


•"i  .^  /•"• 


/     /'  '     1^  "'      /        ()(a'/i). 


ou  bien 


(72)  aQ(«^  =  iil>Q  -cos'f?), 

on  posant,  pour  abreger, 


(73)  llJ,.r. 


,  2     Jo  ^« 

.)a* 


^da 


/      P« 

On  aura  ensuite,  en  se  reportant  a  (G7)  et  (68\ 

(74)  /•  zz  a  Ti  -h  /i\)l,  /^^  —  cos*0  j  I . 

SoienlTi  le  rayon  polaire,  /^  le  rayon  equatorial  de  la  surface  de  niveau  con- 
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sideree,  £  son  aplatissement.  On  aura 


/•j  —  /'i  :=z  a  h  l)l>, 

-= —B— Aoib  — . . . ; 

'■'  i-f-J/ail> 

en  reniplagant  aii>  par  sa  valeur  (yS),  on  trouvera  done 


(75) 


1 


f 


9 


da 


da 


Drt*  '•"' 


da 


L'equalion  (74)  nionlre  que  les  surfaces  de  niveau  sont  loutes  des  ellipsoides 
ayant  0^  pour  axe  de  revolution;  Tequalion  (7)),  qui  fait  connailre  Taplalis- 
sement  d'une  surface  de  niveau  quelconque,  avail  deja  ete  trouvee  d'une  autre 
maniere  (p.  217). 

Le  lecteur  desireux  d'approfondir  les  travaux  de  Legendre  el  de  Laplace  sur 
la  figure  des  corps  celestes  pourra  consulter  avec  fruit  TOuvrage  de  Todhunter : 
History  of  the  mathematical  theories  of  attraction  and  the  figure  of  the  Earth. 
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CHAPITRE  XIX. 

REMARQUES  SUR  LA  THEORIE  DE  LAPLACE.  POTENTIEL  DUN  ELLIPSOIDE 
DE  REVOLUTION.  -  POTENTIEL  DUNE  PLANfi  TE.  -  ENERGIE  POTENTIELLE 
DE  DEUX  PLANfiTES.   -  THEORfeME  DE  STOKES. 


145.  RSflezions  sur  la  theorie  de  Laplace  pour  la  figure  des  corps 
celestes.  —  Cette  theorie  repose  sur  les  formules 


i-;.  2  ".(';)"■  v^/t- 


du  n*'  123;  d'oii  I'on  a  deduit 

Si  le  developpement  de  ^  est  convergent,  ii  en  sera  de  menie  de  celui  de  V. 

Cela  arrivera  si  la  sphere  de  rayon  r,  ayant  son  centre  au  centre  de  gravite, 
comprend  tout  le  corps  dans  son  interieur;  mais,  si  des  points  du  corps  sont 

exterieurs  a  la  sphere,  pour  ces  points,  le  rapport  "7  sera  >i,  et  la  serie  qui 

donne  ^  sera  divcrgente.  L'integration  par  laquelle  on  deduit  V  de  ^  pourra 

sans  doute,  dans  certains  cas,  restituer  la  convergence  au  developpement  de  V 

suivant  les  puissances  de -;  inais  c'est  une  chose  qu'il  faudrait  demontrer,  el 

dont  Laplace  ne  parait  pas  s'etre  preoccupe,  car  il  suppose  toujours  que  Ton 
pent  appliquer  la  fonnule  (i)  a  tons  les  points  de  la  surface  meme  du  corps, 
C'est  la  un  desideratum  important  que  presenle  la  theorie  de  Laplace,  malgre  la 
grande  generalite  des  developpemenls  ordonnes  suivant  les  fonctions  Y„. 

II  existe  cerlainement  des  cas  oil  la  convergence  du  developpement  (i)  se 
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maintient  jusqu'a  la  surface.  Cela  arrive  notamment  pour  un  ellipsoide  homo- 
gene;  on  peuts'en  convaincre  immediatement  en  faisant  intervenir  le  theoreme 
de  Laplace  (n®28).  Solent  a,  6,  c  ses  demi-axes,  a^b'^c,  V  son  potentiel 
sur  le  point  exterieur  M;  Ic  developpement  (i)  est  certainement  convergent 
pour /*>a;  il  s'agit  de  voir  s'il  Test  encore  pour  c<^r<^  a.  Concevons  un  ellip- 
soide homofocal  interieur,  aux  demi-axes  a\  b\  c\  et  designons  par  V  son 
potentiel  sur  le  point  M;  nous  aurons,  d'apres  le  theoreme  mentionne,  ou  mieux 
encore,  en  nous  reportant  au  n"*  32, 

(a)  V  =  V'?^<. 

abc 

On  a  d'ailieurs 

a'-^  —  a^  -  b"-  —  h'-  —  c"-  —  c\         a'>b'>  c' , 

Le  developpement  de  V  suivant  les  puissances  de  -  est  convergent  tant  que 

Ton  a  ry>a\  et  il  en  sera  de  meme  de  celui  qu'on  en  deduit  pour  V  en  appli- 
quant  la  formule  (2).  II  nous  suffira  done  de  voir  si  Ton  pent  prendre  a'  =  c; 
cela  donne 

c^—a-.  zb''~b'-  -zc''--c'-, 

OU 

/y'2  :_  b^  _+-  c«  —  a\  C'^  —  '2C''  —  a\ 

Ces  valeurs  de  b'  et  c'  sont  admissibles  si  Ton  a  a'*  <  2c^ ;  c'est  le  cas  des  ellip- 
soides  faiblement  aplatis  que  nous  avons  consideres  jusqu'ici.  Le  potentiel  de 
ces  ellipso'ides  est  done  developpable  en  serie  convergente,  suivant  les  puis- 
sances de  -y  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  a  et  c  et,  par  suite, 

quelle  que  suit  la  position  du  point  attire  a  Texterieur  ou  sur  la  surface  meme 
du  corps.  II  en  sera  de  meme  d'une  couche  homogene  comprise  entre  deux  ellip- 
soides  ayant  meme  centre  et  memes  directions  d'axes,  et  aussi  d'un  corps  forme 
d'une  serie  de  couches  de  cette  nature,  la  densite  variant  de  Tune  a  Tautre. 
Quand  on  suppose  en  outre  les  ellipsoides  de  revolution,  on  obtient  ainsi  la 
constitution  admise  par  Clairaut  pour  les  corps  celestes,  et  Ton  voit  que,  dans 
ce  cas,  la  theorie  de  Laplace  ne  laisse  rien  a  desirer. 

M.  Callandreau  a  reussi  a  prouver  plus  generalement  {Journal  de  I'EcoJe 
Poly  technique,  LVIII®  Cahier)  que,  si  le  corps  attirant  est  homogene,  de  revolu- 
tion, et  presente  un  equateur,  la  serie  (i)  rep'resente  encore  le  potentiel  jusqu'a 
la  surface  du  corps,  si  elle  est  convergente. 

Mais  il  pent  n'en  etre  pas  ainsi  quand  il  s'agit  de  corps  dont  la  densite  pre- 
sente des  variations  brusques,  ou  dont  la  surface  est  plus  ou  moins  irreguliere, 
telle  que  la  sxxvhct  physique  de  la  Terre. 
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146.  Potentiel  d*un  corps  de  revolution.  —  Supposons  que  loules  los  sec- 
tions determinees  dans  le  corps  par  des  plans  passant  par  Oa\  I'axe  de  revolu- 
tion, soient  identiques,  et  pour  la  figure,  et  pour  la  distribution  des  densites. 
Soientr,  0  et  '^  les  coordonnees  du  point  attire,  M  la  inasse  du  corps;  le  poten- 
tiel V  sera  donne  par  le  developpement  (i),  dans  lequel  on  a  (n"  133) 


\„  r^  A,  em„  -I-  2  Ki'  (  '  "-  l^'r  -7^-  C0S/(  'h  -  ^,/' ). 


fji"  cosO,       ;)ii„  -- 


t     I 


'2",  I  .U.  ,  .  /<  (fp." 


et  oil  les  A||'  et  ^^|'  representent  des  constantes  arbitraires.  11  est  evident  a  priori 
que,  dans  le  cas  actuel,  V  doit  rester  le  meme  quel  que  soit  j*,  r  et  6  ayant  des 
valeurs  determinees  et  d'ailleurs  quelconques.  On  en  conclut 

et  il  en  resulte 

^^)  ^  --  7.  -^ -pr    -^'"^    ,.«H-i    -+-  — 

Cela  pose,  supposons  que  Ton  connaisse  le  potentiel  V,  du  corps,  relatifa  un 
point  quelconque  de  Taxe  de  rotation,  situe  a  la  distance  rde  I'origine  0, 

V,-^F(/-). 
On  pourra  developper  F(r)  comme  il  suit 


1^0         .         B|  _  B;, 


(■'•)  FCO-f +  ;3'-»-    ••+7;; 


-1-1 


"    J     "      I      a       •      1 


oil  Bo,  81,82,  ...  sont  des  constantes  determinees  dependant  de  la  nature  de  la 
function  F(r).  On  pent  du  reste  deduire  V|  de  I'expression  generale  (3)  de  V, 
en  y  remplagant  (x  par  -f-  i ;  on  sait  qu'on  a  alors  0R„  =  -+- 1 ;  il  viendra  done 

^       M       Ai  A„ 

Ce  developpement  doit  etre  identique  a  (4);  il  en  resulte  A„  =  8„.  De  la  le 
theoreme  suivant  : 

Etant  connu  le  potentiel  V|  =  F(r)  pour  un  point  exterieur  quelconque, 
situe  sur  Taxe  de  revolution,  et  la  fonction  r  etant  developpee  sous  la  forme 
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on  aura  le  potentiel  pour  un  point  exterieur  quelconquo,  dont  Ic  rayon  r  fait 
avec  Taxc  de  revolution  nn  angle  0  =  arc  cos[ji,  par  la  formule 


On  connaitra  done  le  potentiel  pour  tons  les  points  exterieurs,  quand  on  saura 
le  determiner  pour  tons  les  points  de  Taxe  de  revolution. 

Supposons  maintenant,  en  outre,  que  le  plan  menc  par  Torigine  0  des  rayons 
vecteurs,  perpendiculairement  a  Taxe  de  revolution,  soit  un  plan  de  symetrie 
pour  le  corps.  V<  ne  devra  pas  changer  si,  r  restant  le  meme,  on  donne  a  0  les 
valeurs  o  et  -it,  et  par  suite  a  [jl  les  valeurs  h-  i  et  —  i.  Or,  pour  ui  — —  i, 
;)R„  =  (  -i)";  la  formule  (i)  donnera  done 


A„        v^(-i)"A„ 

J 


on  en  conclut  que  A^,  est  nul  si  n  est  impair,  et  Texpression  du   potentiel 
devient 


M    .   v^  B„3lt,„ 

1 


147.  DSveloppement  en  s6ri6  du  potentiel  d'un  ellipsoide  homog&ne  de 
revolution.  —  Soient  2a,  26,  2c  les  longueurs  des  axes  de  Tellipsoide,  V,  son 
potentiel  sur  un  point  exterieur  de  coordonnees  a,  p,  y.  D'apres  le  n""  27,  on 
aura 


v.-_=|m/ 


ae 


a*  (3»  f     \  du 


k      Jy     \         a^-hti        b^-t-n        c*-h/// y/[^iM-//)(6*-+-//)(c*-H  w) 

V  designant  la  racine  positive  de  Tequation 

a*  (3«  y* 

a^  -\-  V        b^-{-  V       c-  -h  V 

Nous  appliquerons  ces  formules  en  faisant 

b  z=-  Cf         f^f  <.  b,         oLziz  r^  a,         |3  =^  o,         y  =  o ; 

nous  trouverons  v  =  r-  —  a%  et 
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ou  bien,  en  faisant  a^-^  u  =  s^. 


rintegrale  indefinie  est 


sib'' 


on  aura  done 


—  a*\  h^'—n^J  ""y/^s—rtt        (/>*-rt*); 


Si  Ton  a 

pour  tons  les  points  de  Taxe  Oj:^  rxterieurs  ii  Tellipsoide,  -^^^—  -  est  >  i,  et 
11  vient,  en  serie  convergente, 


n 


arc  tang  _     -  arc  laiiir  —  -t  ^^- —  —    h  v  '^    -  ^    7 — i  -  .-- 


rf  •>. /*    -r-   I  /•-«-»-• 


apres  quoi  la  formule  (>)  donne 


On  en  conclura,  par  Ic  theorenic  precedent,  que  le  potentiel  de  Tellipsoide, 
pour  un  point  quelconque,  a  pour  expression 

(C)  V  — : oM    > ■ .-    — J, 

1 

et  ce  developpenient  est  applicable  a  la  surface  nieme  de  rellipsoide,  pourvu 
que  Ton  ait  b  <  a\f^. 

II  est  facile  d'en  conclure  le  developpenient  du  potentiel  d'un  corps  forme  de 
coucbes  ellipsoidales  bomogenes,  toujours  relativement  a  un  point  exterieur. 

KemplaQons,  en  elfet,  dans  la  formule  (c),  b-  —  a^  par  b^e^,  e  designant  Tex- 
T. -II.  4, 
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4 


centricite  de  la  section  ineridienne,  et  M  par  r.r.ph^  \i  —  e'^.  Nous  aurons 

^  /•         '     ^  ('in   r  i)(/«/i -T- i)  r-"-^' '  ^ 

Soil  d\  le  potentiel  relatil*  a  I'aUraction,  siir  le  meine  point  exterieur,  de  la 
couchc  lionDogene  de  densite  p  comprise  entre  les  deux  surfaces  ollipsoidales 
ayant  pour  demi  grands  axes  b  ei  h  ~{-  db  el  pour  excentricites  e  el  e-h  de,  on 
trouvera,  en  differenliant  Tequation  (G)  par  rapport  a  A  et  considerant  e  conrime 
une  fonction  de  6,  tandis  que  p,  ret  fx  seront  supposes  constants, 

(l\  ~ h  4  t:  >  —        ;,      ,     7  p jy^ —       -  (ib, 

r         ^     jh^  (  i n  -r-  i  j  (i «  -+-  o }  r-"  ^*  *  db 

En  integrant  cette  expression  de  6  =  o  a  A~-  i,  et  supposant  la  densite  p  con- 
nue  en  fonction  de  A,  on  aura  le  potentiel  de  rellipsoide  heterogene 

2 6,  est  le  grand  axe  do  la  surface  exterieure. 

Si  Ton  remplace  dans  les  premiers  termes  les  polynomes  de  Legendre  par 
leurs  expressions,  on  trouve 

r  5.0./-^  J^     •  (ib 

,     /3.>    .        i5    ^       3\ 


^3i 


^/> 


Cette  formule  est  importanle  en  ce  qu'elle  montre  que  les  divers  termes  du  po- 
tentiel 

(7)  ^   ~ h  -—  H-  -.-  4-.  .  . 

d'un  corps  celeste  heterogene  constilue,  commc  on  Ta  indique,  pour  un  point 
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exterieur  ou  pour  un  point  de  la  surface,  decroissent  tres  rapidement  si  les 
diverses  couches  sont  peu  aplaties;  Y^,  ¥4,  ...  sont  en  efFet  respectivement  du 
meme  ordre  que  ej,  e\ e,  designant  Texcentricire  de  la  surface  exterieure. 

Le  rapport  de  chaquc  terme  au  precedent  est  du  reste  de  Tordre  de  (  -7  j  ;  les 

termes  successifs  diminueront  done  tres  rapidement  quand  le  point  attire  sera 
a  une  distance  du  centre,  tres  grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps.  On 
pourra  presque  toujours  se  borner  aux  deux  premiers  termes  el  prendre 


f    \  \r        ^^         '>''^'  ^/^   --I     / 


M        o.7:3/jL»— I    /•''■    d(fy^e''\^t  —  e^) 


dh 

'  0 


db. 


118.  Energie  potentielle  de  deux  corps  celestes.  —  Cest  Texpression 

•  rdmdtn'         /'  .    .  r  dm 


^      r  rdmdni       r  .   ,  rn 


oil  1  designe  la  distance  de  deux  points  M  el  M'  des  denx  corps  auxquels  corres- 
pondent les  elements  de  masse  dm  et  dm'; 

est  le  potentiel  du  premier  corps  relativement  au  point  M'  qui  est  suppose  lui 
etre  exterieur.  Soil  r  la  distance  de  son  centre  0  au  point  M';  si  Ton  suppose  les 
deux  corps  formes  de  couches  ellipsoidales  de  revolution,  on  a  le  developpe- 
ment  de  V  par  la  formule  (7).  II  vient  ensuite 

•dm'        rWdm'        r\,dm' 


J      r         ,/        r^  ,f        r' 


'dm' 


La  formule  (7)  permet  de  developper  /  -"    suivant  les  puissances  de  ^, 

R  designant  la  distance  des  centres  0  et  0'.  II  n'est  pas  difficile  de  trouver  des 
(leveloppenuMits  analogues  pour  les  termes  suivanls 

r\\dm'       r\\dm' 
et,  finalement,  on  arrive  a  une  expression  de  la  forme 

P     mm;/      r,  iv^      \ 

les  divers  termes  de  l'^  eontiennent  les  petits  facteurs 


AVV'^\'' 


men 
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oil  les  exposants  positifs  A,  a',  jx,  jjl'  verifient  los  relations 

Les  facteurs  [ -^  j   et  (  v^l    j)roviennent  de  ce  fait  que  Ion  aurait  E  =  -^r- 

si  la  distance  R  pouvait  otre  consideree  comme  infinie  par  rapport  a  6,  et  b\^  et 
cela  quelles  que  soient  les  oxcentricites  c,  et  e\ ;  les  facteurs  e^^  et  r',*'^  ont  leur 

source  dans  cet  autre  fait  que  Ton  aurait  aussi  E  =    .^->  quel  que  soit  R,  si  les 

deux  corps  etaient  formes  de  couches  spheriques  concentriques  homogenes. 

Nous  nous  bornerons  a  cette  indication,  renvoyant  a  la  demonstration  donnee 
par  M.  Callandreau  (Comptes  rendus  de  i* Academic  des  Sciences,  t.  CI,  p.  l^']6); 
Tauteur  a  considere  plus  generalement  Ic  cas  oil  les  deux  corps  sont  formes 
de  couches  ellipsoidales  a  axes  inegaux  et  faiblement  aplaties. 

149.  Thdor&me  de  Stokes.  —  Je  vais  terminer  ce  Chapitre  en  demontrant 
un  beau  theoreme  du  a  M.  Stokes  (Cambridge  and  Dublin  mathematical  Joumaly 
i849»  ^^  Stokes,  Mathematical  and  Physical  Papers ,  t.  II,  p.  lo/j).  II  s'enonce 
ainsi : 

Le  potentiel  relatif  a  C attraction  exercee  sur  un  point  exterieur  par  une  planete 
toumant  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  fixe  et  dont  la  surface  libre 
et  de  niveau  est  supposee  connue  ne  depend  pas  de  la  constitution  interne. 

Voici  la  demonstration  donnee  par  M.  Poincare  dans  un  de  ses  Cours  :  Pre- 
nons  I'axe  de  rotation  pour  axe  des  z\  on  aura  lout  le  long  de  la  surface  S  du 
corps,  puisque  cette  surface  est  supposee  de  niveau, 


M* 


(8)  fV4--'-(.rM-7^)~.:A, 

en  designant  par  V  le  potentiel  de  Tattraction  et  par  A  une  constante.  On  a  d'ail- 
leurs  (n^'SS),  en  appelant  M  la  mass^  de  la  planete,  rfa  Telement  de  S  et  dn  Te- 
lement  de  la  normale  interieure, 

(9)  y^rfcx   .--IttM. 

Enfin,  pour  tons  les  points  exterieurs  a  S,  la  function  V  verifie  Tequation  de 
Laplace 

(10)  AiV---o. 

Concevons  maintenant  que  la  matiere  soit  distribuee  autrement  a  Tinterieur 
de  la  planete,  mais  de  faQon  cependant  que  sa  surface  exterieure  resle  invariable 
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etdemeuro  une  surface  de  niveau  pour  la  seconde  distribution.  A  pourra  ne  pas 
rester  le  meme;  soit  A'  sa  nouvellc  valeur,  et  designons  generalement  par  V  le 
nouveau  potentiel  relatifaux  points  exterieurs.  Los  equations  (8),  (9)  et  (10) 
auront  encore  lieu,  on  y  remplaeant  V  et  A  par  V  ot  A'.  Si  Ton  pose 

on  en  conclut 

;  rW   .:A—  V,      le  long  do  S, 

(11)  '       /  -  r/(7:=:o, 

^  liW  -i-o,     i\  roxl^riour  do  S. 

Cola  pose,  Tequation  (a)  du  n"2l,  qui  exprime  le  premier  theorome  de  Green, 
donne,  on  supposant  les  deux  fonctions  qui  y  figurent  egales  a  W, 

Nous  elendrons  les  integrales  triples  a  tout  Tespace  T  compris  entre  la  surface  S 
et  la  surface  S'  d'une  sphere  de  tres  ^rand  rayon  R,  ayant  pour  centre  Torigine 
des  coordonnees;  Tintegralo  double  devra  done  s'etendre  aux  surfaces  S  et  S', 
et,  en  ayant  egard  aux  relations  (i  i),  il  viendra 

- -.t<v-v,(M-S')- 

Or,  le  long  de  S',  dn  =  —  dr,  -r-  et  -r-  sont  do  I'ordre  de  s,»  V  et  V  do  Tordro 

^  or         or  R' 

de  VT>  rh  contient  lo  facteur  R^.  L'integralo  qui  forme  le  second  membre  de  To- 

quation  precedente  est  do  I'ordre  de  jr  ot  tend  vers  zero  lorsque  R  tend  vers 
rinfini;  il  resto  done 

rintegrale  s'etendant  maintenant  a  tout  I'espace  exterieur  a  S.  On  en  conclut 

dW  dW  ()\\ 

aw  Or  ()z 

la  fonction  W  est  done  constante  dans  tout  Tespace  considero  ot,  par  suite,  die 
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y  est  identiquenienl  niille,  puisqu'elle  s'annnic  a  Tinfini.  Ainsi  Ton  a 

(12)  V'rr:V, 

et  le  theorerae  est  demontre.  La  relation  (12)  a  lieu  aiissi  le  long  de  S  par  raison 
de  continuite,  de  sorte  que  les  diverses  distributions  de  la  matiere,  que  Ton 
peut  concevoir  quand  on  les  astreint  a  la  condition  que  la  surface  de  la  planetc 
soit  et  demeure  une  surface  d'equilihre,  ne  peuvent  pas  modifier  le  potentiel  en 
dehors  de  la  surface  et  sur  cette  surface  meme.  On  en  conclut  que  la  pesanteur 
a  la  surface  est  independante  aussi  de  la  constitution  interne. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  surface  d'equilibre  qui  limite  la  planete  soit 
un  ellipsoide  de  revolution;  nous  voyons  que  la  pesanteur  superficielle  reste  la 
meme  quelle  que  soit  la  constitution  interieure.  Or,  quand  on  suppose  les 
couches  de  meme  densite  ellipsoidales  et  de  revolution,  cette  pesanteur  suit  la 
loi  de  Clairaut.  Done  cette  loi,  qui  a  ete  demontree  en  partant  de  la  fluidite  do 
toute  la  masse,  aurait  lieu  encore,  quelle  que  soit  la  constitution  interieure, 
pourvu  que  la  surface  qui  limite  la  planete  soit  do  niveau  et  affecto  la  forme 
d'un  ellipsoide  de  revolution. 

Pour  montrer  qu'on  peut  admettre  une  infinite  de  distributions  internes  telles 
que  la  surface  exterieure  d'equilibre  ne  soit  pas  modifiee,  il  suffit  de  remarquer 
qu'en  partant  dc  la  distribution  par  couches  ellipsoidales  de  revolution,  on  peut 
isoler  par  la  pensee  une  portion  de  la  masse  et  la  remplacer  par  une  autre  re- 
partie  convenablement  sur  une  couche  de  niveau  exterieure  a  cette  masse  par- 
tiello.  L'attraction  exercee  sur  les  points  exterieurs,  et  en  particulier  sur  les 
points  de  la  surface  meme  de  la  planete,  ne  sera  pas  modifiee  (n^  19). 

A  Toccasion  du  theoreme  precedent,  le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit  un 
beau  Memoire  de  Gauss,  Theoremes  generaux  sur  les  forces  attractives  et  repulsives 
qui agissent  en  raison  immerse  du  carre  des  distances  (^Journal  de  Liouville,  t.  VII, 
1842),  et  les  Vorlesungen  de  Dirichlet  sur  le  meme  sujet  (Leipsick,  \^ni\). 
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150.  Surface  mathSmatique  de  la  Terre.  GSoi'de.  —  11  nous  faut  maintc- 
nant  comparer  les  theories  precedentes  aux  resultats  des  observations  faites  a 
la  surface  de  la  Terre,  et  cela  nous  amene  a  parler  un  peu  de  la  Geodesic.  Cha- 
cune  des  surfaces  de  niveau  de  la  Terre  est  definie  par  la  condition  d'etre,  en 
chacun  de  ses  points,  normale  a  la  direction  de  la  pesanteur  en  ce  point;  la 
pesanteur  est  la  resultante  de  Tattraction  terrestre  et  de  la  force  centrifuge. 
I/enscniblc  des  surfaces  de  niveau  est  represente  par  Tequation 


'^^ 


oil  V  designe  le  potentiel  de  I'attraction  et  C  un  paranietre  variable.  Ces  sur- 
faces sont  fermees,  ne  se  coupent  pas  et  sont  en  quelque  sorte  emboitees  les 
unes  dans  les  autres.  L'une  d'elles  existe  materiellcment,  a  fort  peu  pres  du 
moins,  et  dans  une  grande  partie  de  son  etendue.  C'est  la  surface  des  mers, 
quand  toutefois  on  la  suppose  obeir  seulement  a  I'attraction  terrestre  et  a  la 
force  centrifuge  et  qu'on  fait  abstraction  des  raouvements  produits  par  les 
vents,  par  le  flux  et  le  reflux,  et  des  courants  qui  proviennent  de  differences 
dans  la  temperature,  dans  la  pression  atmospherique,  dans  la  densite  en  raison 
de  la  salure  inegale,  etc. 

Cette  surface  de  niveau  speciale,  que  Ton  pent  concevoir  prolongee  sous  les 
continents,  par  la  condition  de  couper  a  angle  droit  les  directions  de  la  pesan- 
teur en  tons  ses  points,  se  nomme  la  surface  mathematique  de  la  Terre,  par  oppo- 
sition a  sa  surface  physique  qui  ne  presente  rien  de  regulier;  on  I'appelle  aussi, 
d'apres  Listing,  le  geo'ide.  L^fig,  21  represente  la  surface  solide  AMB  de  la 
Terre,  la  surface  des  mers  A'C,  D'B',  et  son  prolongement  CD'  sous  le  conti- 
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nent;  A'C'D'B'  est  doncle  geoide.  Le  but  a  atteindrc  serait  certainement  I'etude 
precise  de  cette  surface;  mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  qu'on  nc  peut  pas  faire 
de  mesures  geodesiques  en  mer  sur  les  parties  AC'  et  D'B'.  On  n'en  peut  pas 
faire  non  plus  sur  la  partie  (7D'.  Soient  M  un  point  de  la  surface  du  continent. 


Fig.  21. 


MP  la  direction  de  la  verticale  en  ce  point;  cetle  droite  rencontre  le  geoide 
en  M',  mais  ne  donne  plus  exactement  la  direction  de  la  verticale  en  M'.  Toute- 
fois  la  difference  sera  generalement  tres  faible  et  Ton  pourra  la  negliger  dans 
une  premiere  approximation.  Avec  cette  hypothese,  les  operations  geodesiques 
permettent  de  faire  Tetude  du  geoide.  Mais  cette  surface  doit  presenter  de  nom- 
breuses  ondulations,  elevations  ou  depressions,  reproduisant  en  petit  les  irregu- 
larites  de  la  surface  physique  de  la  Terre.  On  sait  d'ailleurs  que  ces  dernieres 
irregularites  sont  elles-memes  peu  importanles,  de  sorte  que,  dans  son  ensemble, 
le  geoide  doit  peu  differer  d'un  ellipsoide  de  revolution,  que  nous  savons  etre 
a  fort  peu  pres  la  figure  theorique  d'equilibre. 

Nous  avons  represente  cet  ellipsoide  en  A"B"  dans  la  figure  precedente;  nous 
admettrons,  dans  une  premiere  approximation,  que  la  verticale  du  point  M",  ou 
sa  surface  est  percee  par  la  droite  MP,  est  la  meme  que  celle  du  point  M,  la- 
quelle  est  donnee  par  I'observation.  Les  geodesiens  commencent  d'abord  par 
considerer  Tellipsoide  de  revolution  qui  s'ecarte  le  moins  possible  du  geoide 
dans  son  ensemble,  et  ils  cherchent  a  determiner  les  dimensions  de  cet  ellip- 
soide en  mesurant  des  arcs  de  meridiens  a  diverses  latitudes.  On  sait  que  les 
operations  de  cette  nature  ne  se  font  pas  directement;  on  nous  permettra  de 
rappeler  les  differcntes  parties  dont  elles  se  composent: 

On  prend  deux  points  situes  a  peu  pres  sur  un  meme  meridien  et,  a  Taide 
d'un  cercle  meridien,  on  determine  la  difference  de  leurs  latitudes  avec  la  plus 
grande  precision  possible.  Pres  de  Tun  de  ces  points,  on  choisit  une  base  de 
lo^"  a  12*""  sur  un  terrain  uni;  on  la  mesure  et  Ton  rcduit  scs  divers  elements 
a  la  surface  de  la  mer.  On  mesure  en  meme  temps  Tazimut  d'une  des  extremites 
de  la  base.  Des  points  eleves,  situes  de  part  et  d'aulre  du  meridien,  servent  de 
sommets  a  une  serie  de  triangles  dont  on  mesure  tous  les  angles,  reduits  a  I'ho- 
rizon,  a  I'aide  d'un  cercle  azimutal;  les  deux  points  extremes  ainsi  que  les  deux 
extremites  de  la  base  sont  au  nombre  des  sommets.  Si  les  verlicales  des  divers 
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points  de  la  surface  physique  de  la  Terre  etaient  rigoureuseraent  normales  au 
geoide,  on  pourrail  admettre  que  les  projections,  faites  par  ces  vcrdcales,  des 
elements  de  labase  ou  des  trajectoires  suivies  par  les  rayons  luniineux,  en  passant 
d'un  sommet  de  la  triangulation  a  un  autre,  donnent  des  n  lignes  geodesiques  » 
du  geoide.  (Le  plan  osculateur  d'une  ligne  geodesique  est,  en  chaque  point, 
normal  a  la  surface,  et  elle  represcnte,  en  general,  le  chemin  le  plus  court  entre 
deux  points.)  Nous  pourrons  supposer,  sans  erreur  appreciable,  qu'il  en  est 
ainsi,  et  que  cela  a  lieu  en  outre  pour  Tellipsoide  que  nous  substituons  au 
geoide. 

On  pent  done  admettre  que  Ton  a  sur  cet  ellipsoide  un  reseau  de  triangles 
formes  par  des  lignes  geodesiques;  les  angles  de  tons  ces  triangles  ont  ete 
mesures  ainsi  que  Tun  des  cotes  (la  base).  On  a  determine  en  outre  I'azimut 
de  cette  base  a  Tune  de  ses  extremites.  On  pourra  calculer,  comme  on  sait,  par 
tronijons,  la  longueur  de  Tare  de  meridiencompris  entre  les  paralleles  extremes; 
avec  la  difference  des  latitudes  de  ces  deux  paralleles,  ce  sont  les  deux  donnecs 
finales  que  Ton  pent  conclure  de  Tensemble  des  operations. 

151.  Th6or&me  de  Legendre.  —  Mais  cela  suppose  que  Ton  sache  resoudre 
les  triangles  formes  par  trois  lignes  geodesiques  sur  un  ellipsoide  de  revolution, 
connaissant  un  cote  et  les  angles  adjacents.  On  y  arrive  avec  une  precision  suffi- 
santt3  par  le  theoreme  de  Legendre.  On  pent  considerer  sans  erreur  sensible 
chaque  triangle  comme  situe  sur  la  surface  d'une  sphere  tangente  a  Tellipsoide 
et  ayant  son  centre  sur  I'axe  de  revolution.  Soient  R  le  rayon  de  cette  sphere;  a, 
p,  Y  les  longueurs  des  cotes  de  notre  triangle,  que  Ton  pent  supposer  spherique; 
A,  B,  C  ses  angles;  A',  B',  C  les  angles  du  triangle  rectiligne  ayant  pour  cotes 
a,  p,  Y  et  S'  sa  surface.  Le  theoreme  de  Legendre  consiste  dans  les  formules 

S'  S'  S' 

(0      { 

A-f-B-4-C— TT-h-^-f-...,  u  =  A-f-B-4-C  —  7r=rr^4-...; 

u,  ou  Texces  spherique  du  triangle,  est  de  Tordre  de  (u)  '  (  r  )  M  r  )  '  ^^'  P^^* 

suite,  tres  petit,  parce  que  les  longueurs  des  cotes  des  triangles  geodesiques  sont 
petites  par  rapport  aux  dimensions  de  Tellipsoide.  On  a  neglige  dans  les  formules 
ci-dessus  les  termes  du  quatrieme  ordre.  Voici  I'emploi  qu'on  fait  du  theoreme 
pour  resoudre  un  triangle  trace  sur  Tellipsoide,  dont  on  connait  un  cote  a  et  les 
angles  adjacents  B  et  C.  On  a 


^,_  I    jSinB'sinC 
2"^  sin(ir-+-C) 


T.  -  U. 
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On  pent  se  borner  a 

S'        I  a-    sin  B  sin  C 
ii*^  2  U*  sin(B-4-C)' 

et  les  formules  cherchees  sont  les  suivantes  : 

a}  sinBsinC 

'^  ~  '2R«  sinT^  s[n(Er+~Q' 

A=-i8o»4-u-(B-^C), 

\         sin(B~^)                     ^'"(g-j) 
^~°^ — 7 u\'        y  =  3t — j — 


Quand  on  tient  compte  des  terraes  du  quatrieme  ordre,  les  formules  qui  com 
pletent  le  tlieoreme  de  Legendre  sont 


On  en  conclut 


'^---^•-'-^'^i^} 


4       1.^  S'/       «»-4-P»+y'\ 


en  tirant  dc  la  la  valeur  de  -^^  et  la  portant  dans  les  expressions  dc  A,  B,  C,  elles 
deviennent 


■■-  "3  ( 


3*4-  y'—  2a* 


(^)  JB^B-4-3(^.4-^      60R'         j- 

^^r,   ,    -^  /,    .    «*+(3*-2/ 

On  pourra  ainsi  se  faire  une  idee  dc  Tinfluence  des  termes  negliges  dans  les 
formules  (i). 

Le  tlieoreme  de  Legendre  a  rc^u  de  Gauss  une  generalisation  remarquable  : 
Considerons,  sur  une  surface  quelconque,  un  triangle  ABC  forme  par  trois  lignes 
geodesiques;  designons  les  longueurs  de  ses  cotes  par  a,  p,  y,  par  ret  r' les  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  au  point  A,  par  r,  et  r[,  r^  et  r^  les  quan- 
tites  correspondantes  en  B  et  C,  par  A',  B',  C  les  angles  du  triangle  rectiligne 
ayant  pour  cotes  a,  p,  y  et  par  S'  la  surface  de  ce  triangle.  Gauss  a  prouve  que 
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Ton  a,  on  considerant  -^y  -7='  -=^  commc  de  petites  quantites  du  premier 
ordre  et  negligeant  le  quatrieme, 

12        \/7*  Tj/'j  /•,/•, 

(5)  (  B  =  B'  +  :i:  S'f-?-,  +  -4:.  +  -A  ) ' 


12      \rr'       f\r\       r^r\ 


12      \rr'       r\t\       r^rj 

Appiiquons  ces  formules  a  rellipsoide  de  revolution  aplati ;  nous  aurons,  en 

designant  par  a  Ic  rayon  equatorial,  par  b  le  rayon  polaire,  par  e  =  ^""^  I'ex- 

centricite  et  enfin  par  (p,  <p,  et  9^  les  angles  formes  avec  Tequateur  par  les 
normales  a  la  surface  aux  points  A,  B,  C, 

f    (i  —  e*sin'9)*  _    I        e*  cos 2 9 

rr'  a'(i  —  e^)  a*  a'  '**' 

de  sorte  que  les  formules  (5)  deviendront 

A  zn  A'h-  3—^  H-e*— ^(2  COS29  4-     COS29,  -\-     COS29,), 
(6)  {  B  =:B'-h -s— J -4- e* 5(    COS29  4- 2COS29, -H     COS29,), 

1  o  tt  1 2  A 

C  =:  C-{-  ^— Y  -h  e' j(     COS29  -h      COS29,-+-  2  COS29,). 

O  c»  1 2  bZ 

On  a  neglige  les  quantites  de  Tordre  de  ^M --)  ^  ^*  (    )  '  ^  v")  * 

On  voitainsi  qu'en  appliquant  les  formules  (i)  de  Legendre  avec  R  —  a,  on 
ne  commettra  que  des  erreurs  tres  faibles,  surtout  en  France  ou,  la  valeur 
moyenne  de  9  etant  voisine  de  45^>  les  valeurs  de  cos2(p,  COS29,  et  COS292  sont 
petites.  On  pourra,  du  reste,  dans  le  cas  do  tres  grands  triangles,  appliquer  les 
formules  (6)  sans  rencontrer  de  difficulte. 

Dans  la  pratique,  surtout  quand  il  s'agit  d'un  grand  pays,  on  mesure  plus 
d'une  base;  les  autres  servent  de  controle.  En  chaque  sommet,  on  observe  tons 
les  signaux  visibles,  de  sorte  qu'il  y  a  finalement  des  donncos  surabondantes. 
II  faut  les  combiner  suivant  les  regies  du  Calcul  des  probabilile's,  de  maniere  a 
attenuer  le  plus  possible  dans  les  resultats  Tinfluence  des  erreurs  d'observation; 
de  la  un  travail  considerable  pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  reseau  compense, 
travail  necessaire  quand  on  reflechit  a  la  faible  longueur  des  bases,  d'ou  il  faut 
en  somme  conclure  les  dimensions  du  globe  terrestre. 
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152.  Dimensions  de  la  Terre  conclues  des  longueurs  de  deux  arcs  de 
m6ridien.  —  Soils  la  longueur  d'un  arc  de  meridien,  done  d'un  arc  d'ellipse, 
compte  a  partir  d'un  point  fixe  jusqu'a  un  point  quelconque  oil  la  normale  fait 
avec  le  grand  axe  un  angle  egal  a  9.  On  a,  comme  on  sait, 


(is 

a^b^ 

do 

(rt*cos*o  -h  ^-sin'9)* 

Nous  poserons 

(7) 

a^       ^-(' -+-£), 

d'oii 

£ 

—     - ,  —  e?*  4-  e*  4- .  ,  .  , 
I  —  e- 

e^  — 

£ 

£  —  £--♦-...; 

I  -+-  £ 

il  viendra 


ds  *  -^ 

—  z=«(l -h  c)*(l  4-£C0S'9)    *. 


On  peut  developper  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  e,  qui  est  une 
petite  quantite,  environ  7^;  en  negligeant  e'  et  remplagant  les  puissances  de 
cos*(p  par  leurs  expressions  en  fonction  de  cos2(p  et  de  cos49t  on  trouve 

ds  r        I         i3  ,      /3         9    ,\  >'">*/   1 

En  integrant,  on  obtient,  pour  la  longueur  de  Tare  de  meridien  auxextremites 
duquel  correspondent  les  valeurs  o'  et  9"  de  9, 

(8)  I  L\        ^  4     / 

"-f§£—  ;^£M(sin29''— sin29')4--^^g€*(sin4?''— sin4f )    . 

II  convient  d'introduire  la  latitude  moyenne  9  de  Tare  considere  et  son  ampli- 
tude m  par  les  formules 

(9)  9''-+- 9':=  29,         9''~9'zizw; 

il  vient  alors 

(10)  *  —  ^    P  ~7^  "^  g7^  )  ''*  ""  (  7^  — k     )  sm/wcos2  9  H ^£-sm2/?icos49    ; 

il  serait  facile  de  completer  cette  formulc  si  Ton  voulaittenir  compte  des  termcs 


en  £%  £*,  .   . . 
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Supposons  que  I'on  ait  mesure  un  second  arc  dc  meridien,  auqucl  correspon- 
dent les  quantites  5,,  9,  et  m^ ;  on  aura  done 

(11)    ^1  —  a    (  I  —  7  £  4-T77  £' J  Wi—  (  ^e  —  ^e' j  sin/w,  cos 2 91  h £*sin2/w,  cos 4^1    • 

Les  equations  (10)  et  (1 1)  serviront  a  calculer  les  inconnues  a  et  £.  On  peut 
les  resoudre  par  des  approximations  successives,  en  laissant  de  cote,  pour 
commencer,  les  termes  du  second  ordre.  On  a  ainsi 


/'        I    \  3        . 

a  -jn  a\\--  yt\  ni  —  y  az  sinm  cos  2  9, 

/         f    \  3         . 

5i=^  rt  I  1  —  y  £  J  m^ —  jai  sinmiC0S2  9,y 


ce  que  Ton  peut  ecrire  aussi 

a~V  h  ^a  —  b    , 

S   =::  m  —  3  SHI //I  C0S2<p, 

22^ 

fi  -{-  b            ^a  —  b   . 
5i— m* —  3 sin /7i«  cos  291. 

2  2  1  Ti 

Enfin,  lorsque  les  amplitudes  ne  sont  pas  grandes,  on  peut  simplifier  encore 
en  rempla<;ant  sin/w  et  sin/w,  par  wet/w, ;  les  deux  dernieres  equations  donnent 
alors 

S  Sy  S  St  % 

,  ,  —COS  291 cos  2  9 

a  —  b        \  ni       m^  a  -{-  b ni  ^         nix 

2      "~  3  COS291 — COS29  2  COS291  —  COS29 

—  (n-  3C0S2  9,) ^(i  -i-  3C0S2  9) 

_  ni  ^  nix 

3  (cos  291 — cos  2  9) 

S  Sx 


E^=r-^ 


4  m       rrix 


Z   s  Sx 

—  cos  291 COS  2  9 

m  ^        nix 

Quand  on  combine  ainsi  deux  a  deux  les  arcs  mesures  jusqu*ici,  on  obtient  des 
valeurs  tresdifferentesdesinconnuesaets.Celatientd'abordauxerreursd'obser- 
vation,  ensuite  a  celles  que  Ton  commet  sur  les  latitudes;  car  les  triangulations, 
y  compris  les  mesures  de  bases,  sont  tellement  precises  aujourdMiui  qu'on  doit 
les  regarder  comme  tres  exactes.  Mais  la  cause  principale  des  differences  signa- 
lees  tient  a  des  anomalies  locales  du  geoide,  causees  par  Tattraction  des  parties 
irregulicres  de  Tecorce  terrestre;  il  suffit,  par  cxemple,  qu'en  vertu  de  ces 
attractions,  I'amplitude  m  soit  trop  forte  ou  trop  faible  de  2"  a  3'',  pour  que  cela 
produise  sur  les  elements  de  Tellipsoide  des  variations  considerables. 
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153.  Dimensions  de  la  Terre  conclues  de  Tensemble  des  arcs  de  m6ri- 
dien.  —  On  a  cte  amene,  en  presence  des  divergences  que  nous  avons  indi- 
quees,  a  combiner  entre  elles  toutes  les  mesures  d'arc  de  meridien,  afin  d'en 
deduire  un  resultat  plus  exact. 

On  tire  de  la  formule  (lo) 

cp" —  cp':^  (i  -\-j£  —  ^e')  — ^  7\^ ^*)  sin m  cos 2 9 ^e'  sin2/ncos4?- 

Soientao  et  £«  des  valeurs  assez  approchees  de  a  et  £,  a^-h  ^a^,  £o-f-  Seq  '^s 
valeurs  exactes,  (f'^-i-  x'  =  ^\  (p'^ -h a?"  =  (p"  les  angles  formes  avec  Tequateur 
de  rellipsoide  par  les  normales  menees  a  cette  surface  aux  deux  points  oil 
elle  est  percee  par  les  verticales  des  extremites  de  Tare  considere.  Les  quantites 
x'  et  ^"  seront  petites;  nous  pourrons  d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  dit  plus 
haut,  negliger  Terreur  de  s.  La  derniere  equation  nous  donnera,  en  laissant  de 
cote  quelques  termes  d'une  importance  minime, 

?o — 9o -+- ^''- -^^  ==  w'^l^^'^i^^^j^^-^'^i^o-^^^^ 

(12)    /  __Lg£jsin2wcos49— M-H^eoj^5ao 

4-    (  7  "~^^o) h^sin/wcos2  9  —  ^eosin2/wcos49  I  ^Eq; 

?o  ^^  ?o  ^^^^  '®s  donnees  immediates  de  Tobservation,  9  et  /w  sont  calcules  par 
les  relations 

La  relation  (12)  est  de  la  forme 

oil  A',  iJb',  a'  sont  des  quantites  connues.  Pour  avoir  des  nombres  comparables 
et  faciles  a  manier,  on  pourra  faire,  si  a^  et  s  sont  exprimes  en  metres, 


Sail  3. 

= «,         iooo()£o  =  r; 


1000 

ce  qui  permettra  d'ecrire 

(i3)  x'—x'=.X'-{-B'u-hCv. 

Cela  pose,  considerons  la  meridienne  de  France  et  celle  d'Angleterre;  elles 
ont  ete  reunies  par  une  jonction  faite  sur  le  Pas  de  Calais  et  ne  forment  reelle- 
ment  qu'un  seul  arc  (*)  de  22^  10'  s'etendant  de  Formentera,  dans  les  Baleares, 

(1)  Grdce  a  la  jonction  faite  rdcemment  cntre  TAIgdrie  et  TEspagne,  par  des  triangles  de  70  lieues 
dc  c6t^,  dont  un  sommot,  Mulhacdn,  est  situ6  ^  3550*"  d  altitude  sur  la  plus  haute  montagne  de  FEs- 
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a  Saxaford,  dans  les  iles  Shetland.  Nousferonsintervenirnon  seulementles  lati- 
tudes des  exlremites,  mais  encore  celles  d'un  certain  nombre  de  points  interme- 
diaires,  Montjouy,  Barcelone,  Carcassonne,  le  Pantheon,  Dunkerque,  etc.,  qui 
ont  ete  determineesavecsoin,  en  tout  quinze points;  (f'^-hx',  (fl-\-x'\  (p^-h^i?*,  ... 
designeront  les  angles  formes  avec  Tequateur  de  Tellipsoide  par  les  normales 
aux  points  qui  correspondent  a  Formentera,  Monljouy,  Barcelone,  etc.  Les  lon- 
gueurs des  arcs  de  meridien  qui  separent  les  paralleles  de  toutes  les  stations 
de  celui  de  Formentera  peuvent  etre  supposees  connues  par  la  triangulation. 
Nous  aurons  done  quatorze  equations  du  type  (i3),  savoir 

a^"  =r  .r' H- A' -+- B' 1/ -f- C  (S 
(a)  <  ^'''z=^'-hA"-l-B'i/4-C^', 


Nous  avons  en  second  lieu  le  grand  arc  russe  de  25°  20'  (rorr  TOuvrage  inti- 
tule :  Arc  de  meridien  de  25°  20'  enlre  le  Danube  et  la  mer  Glaciale,  mesure  de- 
puis  iSi6jusquen  iS55par  W.  Stru^^e).  Treize  latitudes  ont  ete  mesurees.  Nous 
mettrons  aux  lettres  des  indices  i  et  nous  conviendrons  que  x\  se  rapportera  a 
la  station  la  plus  australe.  Nous  aurons  done  douze  equations  de  la  forme 

a:'\  =^  x\  H-  A  J  4-  B'^  u  -^  C\  r, 
(«,)  {  <  =:=  a-',  -H  a;  -H  B;  li  -f  C;  V, 


Vient  ensuite  Tare  indien,  de  23°  5o',  avec  quatorze  latitudes  mesurees.  La 
correction  x'.^  se  rapporte  a  la  station  la  plus  australe,  Kudankulam,  dont  la  lati- 
tude est  de  8°  12'.  Get  arc  donne  le  troisieme  groupe  d'equations 

i  x\  —  x'^  -+-  a;  -4-  b;  1/  -t-  c;  r, 
(«j)  <=  x\  H-  a;  +  b;  u  -h  c;  v. 


Ce  sont  la  les  trois  grands  arcs  qui  jouent  dans  la  solution  un  role  preponde- 
rant. 11  y  a  ensuite  des  arcs  plus  petits  :  celui  du  cap  de  Bonne-Esperance,  dont 
Tamplitude  est  de  4^37';  celui  du  Perou,  dont  une  des  extremites  est  presque 
exactement  a  Tequateur,  avec  une  amplitude  de  3°  7',  etc.  II  s'agit  maintenant 

d'utiliser  les  systemes  d'equations  (a),  («<),  (^2), Bessel  et  Clarke  apres 

lui  posent 

en  vertu  des  relations  (a),  (a,),  {a^),  . . . ,  U  est  une  fonction  du  second  degre 

pagno,  I'amplitude  do  cet  arc  va  fttre  port6e  A  28°.  Cotte  belle  operation  a  6t6  ex6culee,  pour  la  France, 
par  lo  regrell^  g6n6ral  Perrier  et,  pour  I'Espagne,  par  le  g6n6ral  IbaHez,  aujourd'bui  marquis  do 
Mulhaccn. 
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(les  inconnues  li,  ^,  x\  x\,  x'.^,  ...  qui  figurent  dans  ies  seconds  niembres  do 
ces  relations,  et  Ton  determine  Ies  inconnues  par  la  condition  que  U  soit  un 
minimum,  cc  qui  entraine  Ies  conditions 


=  o, 


o, 


=  o. 


dx' 


o, 


On  obtient  ainsi  des  equations  du  premier  degre  dont  le  nombre  est  egal  a  celui 
des  inconnues;  Ies  voici : 


(i4) 


(i5) 


.  4-  b;  x\  -f-  b;  ^;-4- . . .  h-  ^\x\  4-  b;^ 

•   "T~     V,*  •    •*'  J       1"     V-*  I    X  a    —J~  .    .    .     "T  ~     L^  J  X  a    — {—     v^  4  X 

x'  4-  x"  -\-  Jc'^H- ~  o, 

X  M   ~T~  \    "■  \       '"   •    •    •    Of 

X  m  4"  "^9  4~  X  ^  4~  •  .  •  —  O, 


2 

2 


=  0, 


mo; 


Pour  justifier  ce  procede  et  introduire  en  meme  temps  plus  de  symetrie, 
designons  par  x,  a:,,  x^j  . . .  de  nouvelles  inconnues,  par  exemple  Ies  moyennes 

des  erreurs  x  qui  figurent  dans  chacun  des  systemes  (a),  (a,), Ces  syslemes 

peuvent  alors  s'ecrire  sous  cette  forme  symetrique 


x'  =  j;  4-  A 


(^) 


Bm  4-    Cr, 

a:''  -  ^  4-  A  4-  A'  4-  ( B  4-  B' )  //  4-  ( C  4-  C )  r , 

x'—  or  4-  A  4-  A"  4-  (B  4-  B'')  «  4-  (C  4-  C)  r, 


et  ainsi  de  suite.  En  egalant  a  zero  Ies  derivees  de  U,  prises  par  rapport  a  1/,  i^, 
Xy  a?,,  j?2,  . . . ,  on  retombe  sur  Ies  equations  (i4)  et  (i5);  on  voit  ainsi  que  le 
choix  des  inconnues  a?,  j?,,  ...  est  indifferent  et  qu'on  peut  prendre  x=^x\ 

x^=^x\, Les  equations  (i4)  et  (i5),  combineesavec  Ies  relations  (o),  (a^), 

(a^),  . . . ,  donneront  toutes  les  inconnues  et  toutes  les  erreurs. 

Clarke  (0  ^  ^^^^  ^^  calcul  avec  quatorze  equations  de  Tare  anglo-frangais, 
douze  de  Tare  russe,  treize  de  Tare  indien,  quatre  de  Tare  du  Cap,  une  de  Tare 
du  Perou.  11  y  a  joint  six  equations  provenant  de  la  mesure  d'un  arc  de  parallele 
dans  rinde  (on  peut  utiliser  les  arcs  de  parallele  comme  les  arcs  de  meridien, 
en  faisant  de  bonnes  mcsures  des  differences  de  longitude),  et  il  a  obtcnu  des 
valeurs  de  m  et  i'  d'oii  il  a  deduit  les  valeurs  de  a  et  de  Taplatissement.  Cette 
derniere  valeur,  que  nous  rapporterons  seule,  est 


293,46  db  1,07 


(*)   Fbcr  Clarke,  Geodesy ,  p.  3i6;  1880. 
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Nous  ne  donnerons  pas  le  Tableau  des  valeurs  numeriques  des  quantites  x\ 
x'\  . . . ,  x\^  . . . ;  nous  nous  bornerons  a  dire  qu'elles  sont  comprises  entre 


—  2,6 

el 

+  4,5 

pour  r 

arc 

anglo-fran^ais, 

—  3,0 

el 

-^3,9 

)) 

russe, 

-3,7 

el 

4-4,5 

» 

indien  (arc  de  meridien), 

4,0 

el 

+  4,5 

» 

indien  (arc  de  parallele). 

—  0,6 

el 

4-  I  ,0 

» 

du  Cap, 

—  0,6 

el 

+  0,6 

» 

du  Perou. 

Bessel  ( * ),  avec  des  donnees  moins  nombreuses,  surtout  pour  les  arcs  russe  et 
indien,  avail  trouve  anterieurement,  en  tenant  comptc  aussi  des  petits  arcs  de 

Prusse,  du  Hanovre  et  du  Danemark,  la  valeur ^  pour  Taplatisscment. 

Enfin  M.  Airy  (^)  avait  obtenu  par  les  arcs  connus  alors,  mais  en  ne  faisant  inter- 

venir  que  les  latitudes  de  leurs  extremites, «o- 

1  299,33 

154.  Ezamen  critique  des  rSsultats  pr6c6dents.  —  II  n*est  pas  douteux 
que  les  dimensions  de  Tellipsoide,  deduites  de  I'ensemble  des  mesures  d'arc 
de  meridien,  ne  soient  plus  exacles  que  celles  auxquelles  conduirait  la  compa- 
raison  de  deux  arcs,  aussi  eloignes  Tun  de  Tautre  qu'on  pourrait  les  prendre. 
Toutefois  il  y  a  lieu  de  degager  ce  qui  est  nettement  demontre. 

Est-il  prouve  d'une  maniere  indisculable  qu'il  existe  un  ellipso'ide  de  revolu- 
tion voisin  partout  du  geoide,  et  tel  que  les  normales  a  cet  ellipsoide  fassent 
avec  les  verticales  correspondantes,  observees  dans  les  diverses  stations,  les 
petits  angles  a?',  x" ^  . . . ,  x^^  x\^  ...  dont  nous  avons  fait  connaitre  seulement 
les  limites  numeriques  pour  les  arcs  principaux? 

Nous  ne  le  pensons  pas.  Voici,  croyons-nous,  ce  qui  est  bien  demontre  :  il 
est  possible  de  tracer  trois  arcs  detaches  d'une  meme  ellipse  s'adaptant  chacun 
assez  bien  avec  chacun  des  trois  grands  reseaux  anglo-fran^ais,  russe  et  indien, 
par  la  condition  que,  dans  les  trois  cas  et  d'apres  les  relations  (i5),  la  somme 
algebrique  des  ecarts  entre  les  normales  aux  arcs  d'ellipse  et  les  verticales  cor- 
respondantes soit  nulle.  Mais  il  n'est  pas  prouve  qu'en  supposant  les  trois  arcs 
dans  un  meme  plan  meridien,  ce  que  Ton  pent  concevoir  pour  simplifier,  ces 
trois  arcs  ainsi  places  se  trouvent  encore  actuellement  sur  une  meme  ellipse. 
En  effet,  Torientation  du  grand  axe  de  Tellipse  a  laquelle  appartient  le  premier 
arc  et  la  position  de  son  centre  dependent  de  la  quantite  x\  Si  Ton  pouvait  pro- 
longer  reellement  cet  arc  jusqu'au  second,  la  deviation  x^  en  resulterait;  on 


(1)  Astronom,  Nachr,,  t.  XIV,  1837,  el  Ab/tandlungen,  t.  III. 
(*)  Encyclopedia  metropolitana,  i83o. 

T.  -  11.  43 
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n'avait  done  pas  le  droit  de  supposer  a  priori  x\  independant  de  x'\  des  lors,  on 
ne  peut  plus  partir  de  la  relation 

qui  permettait  de  compenser  les  ecarts  pour  le  secondare  et  d'attenuer leurs 
valours  absolues.  II  semble  que,  pour  arriver  a  une  solution  reellement  satis- 
faisante,  il  soit  necessaire  de  rattacher  les  arcs  les  uns  aux  autres  par  une  trian- 
gulation  continue. 

Un  autre  point  est  a  considerer  :  les  trois  grandes  mensurations  dont  on  a 
parle  n'embrassent  guere  que  la  sixieme  partie  de  la  surface  de  Themisphere 
nord.  Si,  dans  son  ensemble,  le  geoide  peut  etre  assimile  a  un  ellipsoide  de 
revolution,  il  est  vraisemblable  qu'en  raison  des  irregularites  de  la  croute  ter- 
restre  etde  Tinegale  distribution  des  continents  et  des  mers,  cela  ne  puisse  pro- 
venir  que  d'un  effet  de  compensation ;  or  on  n'est  pas  certain  d'obtenir  cet  effet 
avec  des  mesures  faites  sur  le  douzieme  de  la  surface  totale  de  la  Terre.  D*autre 
part,  il  ne  semble  pas  qu'on  soit  exactement  dans  les  conditions  oil  Ton  peut 
appliquer  les  regies  de  la  methode  des  moindres  carres.  Pour  toutes  ces  raisons, 
nous  croyons  que  I'erreur  probable  ±  1,07,  qui,  dans  TOuvrage  de  Clarke,  ac- 
compagne  le  denominateur  293,46  de  Taplatissement,  n'est  nullement  certaine 
et  peut  etre  bien  plus  elevee. 

Pour  determiner  avec  precision  les  elements  de  Tellipsoide,  il  existe  une 
autre  methode  qui  permet  d'utiliser  non  seulement  les  chaines  de  triangles 
alignees  suivant  les  meridiens  ou  les  paralleles,  mais  toutes  les  triangulations 
et  notamment  Tensemble  du  reseau  gigantesque  qui,  grace  aux  efforts  de  V Asso- 
ciation geodesique  internationale,  recouvre  deja  presque  toute  la  surface  de 
TEurope.  Cette  methode  exige  tout  d'abord  la  solution  du  probleme  suivant, 
que  Ton  peut  considerer  a  bon  droit  comme  fondamental  en  Geodesic  : 

On  donne  la  longueur  MM'  =  s  d'un  arc  de  ligne  geodesique  d'un  ellipsoide 
de  revolution,  la  longitude  et  la  latitude  du  point  M  ainsi  que  I'azimut  en  M, 
c'est-a-dire  Tangle  forme  par  MM'  avec  le  meridien  du  point  M.  On  demande  de 
calculer  la  longitude  et  la  latitude  du  point  M',  ainsi  que  Tazimut  de  la  ligne 
geodesique  en  ce  point. 

La  solution  rigoureuse  de  cc  probleme  a  ete  donnee  par  Jacobi  a  I'aide  des 
fonctions  elliptiques  {JacobVs  Gesammelte  Werke,  t,  II,  p.  ^ig;  uoiraussi  Halphen, 
Traite  des  fonctions  elliptiques ,  t.  II,  p.  286).  La  question  avait  ete  traitee  ante- 
rieurement  par  Legendre  d'une  maniere  approchee  (Mdmoires  de  I'lnstitut 
pour  1806),  en  ayant  egard  a  ce  que  I'excentricite  des  miridiens  terrestres  est 
faible  et  negligeant  ses  puissances  a  partir  d'un  certain  ordre.  Le  Memoire  de 
Legendre  est  encore  aujourd'hui  tres  important,  et,  si  Ton  poussait  un  peu  plus 
loin  les  calculs,  il  pourrait  repondre  actuellement  a  tous  les  besoins  de  la 
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Science.  Nous  allons  demontrer  rapidement  les  resultats  les  plus  importants 
contenus  dans  ce  Memoire. 

155.  Lignes  g6od6siques  de  I'ellipsoide  de  revolution.  —  Considerons 
d'abord  une  surface  de  revolution  quelconque  et  prenons  Taxe  de  revolution 
pour  axe  des  z.  Soient  a?,  y,  z  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  M  (^g.  22) 
d'une  ligne  geodesique,  a  la  longueur  de  cette  ligne  comptee  d'un  point  fixe  M 

« 

Fig.  22. 


jusqu'en  N.  Si  nous  ecrivons  que  la  normale  principale  qui  coincide  avec  la 
normale  a  la  surface  rencontre  0:;,  nous  trouvons 

,  civ  ,  dx 

xd-~ yrf— -  zzro; 

da       -^      dz 

d'oii,  en  integrant  et  designant  par  C  une  constante  arbitraire, 

X  dv  —  y  dx  z=z  C  d(T, 

Soient  u  la  distance  du  point  N  a  Taxe  Oz,  9  Tangle  que  fait  le  meridien  PN 
avec  le  meridien  initial  PM,  P  designant  le  point  oil  la  surface  estpercee  par  Os. 
Nous  aurons 

X  dy  —  y  dx  =:  w*  d(^ 

et,  par  suite, 

(16)  u*d(^=zCd(j. 

Soit  I  Tangle  que  fait  en  N  la  ligne  geodesique  avec  le  meridien  de  ce  point;  si 
Ton  prend  un  point  infiniment  voisin  N'  et  que  Ton  mene  Tare  de  parallele  N'H, 
le  triangle  infinitesimal  NN'H  donne 

a  d(^  =  N'  U  -1  da  sin  i\ 

de  sorte  que  Tequation  (16)  pent  s'ecrire 

(17)  MsiniimC, 

ce  qui  exprime  une  propriete  commune  aux  lignes  geodesiqucs  de  toules  les 
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surfaces  de  revolution.  Soit  ch'  —  NH  Telement  d'are  du  meridic^n;  on  a 
et,  en  eliminanti  entre  les  deux  dernieres  relations,  il  vient 

(l8)  dfJ  =  ±-—^^^^d(T', 

apres  quoi  la  relation  (i6)  donne 

(19)  d^^±  -—=^-  dcr'. 

Les  formules  (17),  (18)  et  (19)  conviennent  a  toutes  Ics  surfaces  de  revolu- 
tion; dans  chaque  cas  particulier,  on  pourra  exprimer  11  et  rfa'  en  fonction 
d'une  seule  variable  et  de  sa  difTerentielle. 

Lorsque  le  meridien  est  une  ellipse  d'axes  2a  et  26,  les  coordonnees  du 
point  N,  rapportees  aux  axes  de  Tellipse,  seront  a  cost  et  isiuT,  t  designant 
Tanomalie  excentrique  au  point  N.  On  aura  done 


U  z=L  «C0ST,  d(j':=z  y/a*sin'T-+-  ^*C0S-Tt/T, 


et  les  formules  (16),  (17)  et  (18)  deviendront 


(21)  d(^—-z   r-, 

{22)  sinicosT=^  -• 

On  est  done  conduit  a  des  integrates  elliptiques.  Soit  ^  la  latitude  du  point  N,  ou 
Tangle  que  fait  avec  Tequateur  la  normale  au  point  N;  on  aura 

^(acosr) 
tang^  =  —  -777 — ; — { J 

°  d{b  sinr) 

r.  a  b 

(23)  lang/ == -tangT,        tangr=  -  tangf. 

Legendre  appelle  t  la  latitude  reduitedu  point  N. 

156.  Du  triangle  formS  par  la  ligne  giodSsique  qui  joint  deux  points 
trhs  rapprochSs  et  par  leurs  miridiens.  —  Legendre  considere  plus  genera- 
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lement  Ics  triangles  formes  par  deux  meridiens  et  un^j  ligne  geodesique  de  lon- 
gueur quelconque;  mais,  dans  la  pratique  de  la  Geodesic,  la  longueur  de  cette 
ligne  est  toujours  une  petite  fraction  de  a  ou  de  b  :  c'est  le  seul  cas  que  nous 
considererons.  Soient  (/ig.  22)  PMM'  le  triangle  en  question,  MM'  =  ^,  /et/' 
les  latitudes  de  M  et  M',  X  et  X'  les  latitudes  reduites  correspondantes,  (^  et  i^' 
les  valeurs  de  i  ou  les  azimuts  en  M  et  M',  ^  =  MPM'  la  difference  des  longitudes 
des  points  M  et  M'.  Voici  le  probleme  a  resoudre  : 

^1 ^2 

On  donne  a,  6,  e  =  — j-^ — >  les  quantites  I  et  v  qui  se  rapportent  an  point  M 

et  la  longueur  s;  il  faut  calculer  /',  ^'  et  ^  qui  concernent  le  point  M'. 

Jacob!  est  parti  des  formules  rigoureuses  (20),  (21)  et  (22),  et  il  a  exprime 
les  inconnues  au  moyen  des  fonctions  0  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques. 
Nous  nous  bornerons  a  une  approximation  qu'il  sera  facile  de  pousser  plus  loin, 
de  maniere  a  satisfaire  completement  aux  besoins  de  la  Geodesic.  Soient  X  ct  X' 
les  latitudes  reduites  des  points  M  et  M';  on  aura  d'abord,  d'apres  (23), 

(1)  tangX  =  -  tang/,        tang/'==  y  langV. 

Cela  pose,  nous  allons  developper  les  differences  X'  —  X,  i^'  —  i^  et  ^  en  series 
suivant  les  puissances  de  t  et  de  e;  cette  derniere  quantite  est  petite  et  voisine 

de  -K-;  nous  negligerons  £',  comme  Ta  fait  Legendre.  ^  serait  egal  a  -^  envi- 
ron si  la  longueur  de  s  etait  de  40*"°  environ  :  la  distance  de  deux  stations  geo- 
desiques  est  souvent  de  cet  ordre  de  grandeur.  Nous  avons  vu  cependant,  no- 
tamment  en  parlant  de  la  jonction  de  I'Espagne  et  de  I'Algerie,  qu'on  rencontre 

des  cotes  beaucoup  plus  grands.  Nous  negligerons  seulement  (| )  ,  (jj  £, 
(jj  £*.  Nous  partirons  de  la  formule  (20),  d'oii  nous  tirerons 


-  X*  —  —■ 
^X  I  V  '  «^ 


en  posant 


smr. 


D'apres  la  relation  (22),  on  aura 

(25)  -  =  sint^  cosX. 

a 

Nous  allons  calculer  -^-^  et  -tt  c"  partant  de  la  formule  (24);  nous  trou- 
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verons  sans  peine 


d^X  l4-£.  .     ^,  .  ^ 


(-so 


^"^  (i4-eX»)*  ^  V  « 

Au  point  M  nous  obtiendrons,  avec  la  precision  mentionnee, 

f  d\\  cosXcosc'  cosXcosf  /        I      ...       3  .  .  ^^\ 

I  -7-  I   — ,  7  = -. I  I e  sin*A  -h  5  e'  sin*X  ) , 

\^<y/o  6v^i-h6sin*X  0         \        2  8  y 

f -^-^  j  = Ai~['  -!-  e(i  —  2  sin*X  —  sin' r  cos' X)], 

/flPX\  _  cosXcosi^ 

Lia  formule  de  Taylor  nous  donnera  ensuite 

\£/cr/o       2\rf(7*/o       6\da*Jo' 

d'oii,  en  remplagant  Xo  par  sinX  et  les  derivees  de  X  par  leurs  valeurs  prece- 
dentes, 

sinT  =  sinX—  jCosXcosi'  ( i esin'X-h  -g'sin^X  j 

(26)     {  ,  , 

(t)  sinX[i  +  6(cos*Xcos'i'— sin'X)]4- if  ^  j  cosXcost^. 

On  en  tirera  cos^t,  que  Ton  reportera  dans  la  formule  (21),  et,  en  develop- 
pant,  on  trouvera  sans  peine 

cosX-^m I  —  2  J  langX  coscf  i £sin*Xj 

-f-  f  T  )  (4  lang*X  cos'i'  -+-  cosV  —  tang'X)    . 

On  pent  integrer  sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  a  =  o,  9  =  0;  nous 
appliquerons  immediatement  au  point  M'  la  formule  ainsi  obtenue,  ce  qui  nous 

donnera,  en  rempla^ant  a  par  b^i  -+-  £  : 

vj^cosX—  -sinc(i ^"'"q^/  ""*  {7)  sin  t' cost' langX  f  1  —  e  -h  -£  cos'X  j 

-^  It)  sinf'  cos'i^f  ^  -+-  lang*X  j  —  4  ( 7  )  sin't'  lang'X. 
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La  formule  (26),  appliquee  au  point  M',  donne 

sin>'=:sinA—  tCOsX  cosf'  (  i £  sin'A-h  ^e'sin*A  j 

— -(|j  sinX[i -i-£(cos'X cos' r  —  sin'X)]  4- g^lj  cosX 


cost'. 


On  posera  X'  =  X  -f-  y],  et  Ton  trouvera,  en  negligeant  ri\ 

sinX  ( >  — -^')  +  coslin  —  ^nA  =  le  second  membre  precedent. 

On  tirera  de  la  y],  au  degre  de  precision  voulu,  par  des  approximations  sncces- 
sives.  Le  resultat  du  calcul  est  le  suivant : 


X'=:iX—  tCOS 

o 


v(j 6sin'X-h^e'sin*Xj  ""  "(7)  sin'i' tangX(i  —  £sin*X) 

(III)    {  ,  3      ^ 

(t  )  fiCOs'i'sinXcosXH-  -  (t  )  sin'i'cosf'  ( -s  -h  tang*XJ. 

La  formule  (25)  donne  ensuite>  quand  on  I'applique  aux  points  M  et  M\ 

sin  sf  cosX  =  sin  v'  cos  V, 
d'oii 

sini''       cosX  cosX  cosX 


sint^       cosV       cos(X-+-y)) 

'       cos 


On  fera  <;'  =  f'  -+-  J^,  d'oii 


I 


.-i^^eot.(;-ig.)^-  '  , 

^  ^        I Y]»  — tangAfr}  —  gY]M 


on  remplacera  y)  par  sa  valeur  precedente,  on  developpera,  et  Ton  obtiendra  ^ 
par  des  approximations  successives.  On  trouve  ainsi 

v'=  V  —  TSini'tangX  ( i esin'XH-gfi'sin*X  J 

-h  (  t)  sint'coscf --Mang*X  — £tang*Xj 
(IV)  (  \   /    ^  \2  / 

"^sd)  sin'i'tangXf--f-tang*Xj 
—  (t  )  sint'cos'i'langXf  ^-Mang'XV 

Les  formules  (1),  (II),  (III),  (IV)  resolvent  la  question;  elles  sont  dues  a 
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Legendre.  Nous  les  avons  demontrees  autrcment,  afin  d'eviter  des  developpc- 
ments  inutilcs  pour  Ic  but  que  nous  nous  proposions,  Icquel  est  de  donner 
une  idee  des  formules  les  plus  importantes  de  la  Geodesie. 

On  voit  que,  si,  par  des  operations  geodesiques,  on  forme  une  chaine  de 
triangles  qui  joigne  deux  points  eloignes  A  et  B,  la  connaissancc  de  la  longitude 
et  de  la  latitude  du  point  A,  de  la  longueur  et  de  Taziniut  du  premier  cote,  puis 
celle  de  la  longueur  et  de  Tazimut  des  autres  cotes  successifs  suffiront  pour  deter- 
miner, a  Taide  des  formules  precedentes,  la  longitude,  la  latitude  du  point  B  et 
la  direction  azimutale  du  dernier  cote.  Les  quantites  ainsi  calculees  sont  les 
coordonnees  geodesiques ;  on  pourra  les  com^diVQT  ^\x\  coordonnees  astronomiques 
du  meme  point  B,  determinees  directement  par  I'observation,  et  Ton  formera 
les  differences  astronomie  moins  geodesie,  qui  seront  generalement  tres  petites 
et  auxquelles  on  donne  le  nom  A' attractions  locales.  Ces  attractions  locales  de- 
pendent des  irregularites  de  forme  et  de  densite  de  la  croute  terrestre  dans  le 
voisinage  du  point  considere,  lesquelles  entrainent  une  inflexion  de  la  normale 
dugeo'ide;  mais  elles  varient  aussi  quand  on  modifie  les  dimensions  de  Tellip- 
soide  qui  a  servi  de  point  de  depart,  de  sorte  qu'on  pourra  aussi  chercher  a 
verifier  ces  dimensions  et  a  les  corriger  au  besoin  quand  on  disposera  de  don- 
nees  suffisamment  nombreuses.  On  est  amene  ainsi  a  voir  quels  changements 
de  petites  modifications  des  elements  6  et  e  entrainent  dans  les  formules  (II), 
(III)  et  (IV);  on  attribuera  en  meme  temps  de  petites  variations  aux  quantites 
Vy  X  et^.  En  somme,  il  suflfit  de  differentier  totalement  les  formules  en  faisant 
varier  b,  e,  s,  ^  et  X.  On  trouve  ainsi  des  formules  tres  utiles,  obtenues  par 
Legendre,  mais  que  nous  ne  reproduirons  pas  parce  que  cela  nous  entrainerait 
trop  loin. 

La  comparaison  systematique  faite  dans  une  region  entre  les  coordonnees 
astronomiques  et  geodesiques  presente  un  grand  interet.  Elle  a  mis  en  evidence 
dans  certaines  localiles  des  irregularites  de  densite  dans  la  croute  terrestre  que 
rien  ne  faisait  supposer.  C'est  ainsi  que,  dans  le  voisinage  de  Moscou,  sur  un 
parcours  de  80''™  dans  un  pays  de  plaine,  la  difference  entre  la  latitude  astro- 
nomique  et  geodesique  varie  progressivement  de  —  8"  a  -f-  8".  Tout  recemment, 
on  a  constate  une  anomalie  du  meme  genre,  moins  forte  cependant,  dans  les 
environs  de  Berlin.  On  a  suppose  que  cette  derniere  pouvait  etre  causee  par 
la  presence  du  sel  gemme,  qui  existe  dans  ces  parages  en  couches  profondes,  et 
dont  la  densite  est  notablement  inferieure  a  celle  des  autres  roches.  M.  Helmert 
espere  publier  tres  prochainement  le  tableau  systematique  des  deviations  de  la 
verticale  dans  presque  toute  TEurope.  C'est  a  ce  moment  qu'on  pourra  chercher 
a  attenuer  ces  deviations  dans  leur  ensemble  par  une  nouvelle  determination 
des  dimensions  du  globe  terrestre. 

157.  On  a  utilise  les  deviations  de  la  verticale  produite  par  les  montagnes 
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pour  determiner  la  dcnsite  moycnne  de  la  Terre  :  la  difrerencc  dcs  latitudes  de 
deux  stations  situees  sur  un  mcme  mcridien,  au  nord  et  au  sud  d'une  montagne 
elevee  et  isolee,  sera  alteree  par  Taltraction  de  la  montagne.  La  perturbation 

contient  en  facteur  le  rapport  ^  de  la  densite  de  la  montagne  supposee  homo- 
gene  a  la  densite  moyenne  du  globe.  On  aura  done  a  proceder  a  cette  serie  d'ope- 
rations  : 

1**  Mesure  dans  les  deux  stations  des  distances  zenithalcs  meridiennes  d'un 
certain  nombre  d'etoiles,  les  memes  dans  les  deux  cas;  on  en  deduira  la  diffe- 
rence des  latitudes  astronomiques ; 

2®  Operations  de  Topographic  et  de  Geodesic  toutautourde  la  montagne,  pour 
trouver  la  difference  des  latitudes  geodesiques  et  en  meme  temps  obtenir  le 
profil  et  la  forme  de  la  montagne;  on  connaitra  ainsi  la  perturbation; 

3^  Calcul  de  I'attraction  ou  plutotdu  coefficient  de  ^  dans  la  perturbation; 

d'apres  la  connaissance  de  son  relief,  on  decompose  la  montagne  en  volumes 
elementaires,  prismes,  pyramides,  etc.,  dont  I'attraction  est  connue; 

4°  Determination  de  p;  c'est  une  question  de  Geologic  et  de  Mineralogie.  On 
pent  bien  obtenir  les  densites  des  roches  superficielles,  mais  on  est  reduit,  pour 
celles  des  parties  internes,  a  des  suppositions  plus  ou  moins  plausibles. 

Cette  methode,  indiquee  d'abord  par  Newton,  a  etc  appliquee  pour  la  pre- 
miere fois  par  Bouguer,  au  Perou,  en  1737;  il  a  observe  de  part  et  d'autre  du 
Chimborago,  montagne  qu'il  avait  choisie  en  raison  de  son  isolement  du  reste 
de  la  chaine  des  Andes.  Le  resultat  a  ete  peu  satisfaisant,  par  suite  d'une  inad- 
vertance  commise  par  Bouguer.  Saigey  I'a  corrige  {Petite  Physique  du  globe, 
t.  II,  p.  1 5 1 ),  et  il  a  trouve  A  =  4»6. 

Maskelyne  a  repete  en  1772  les  experiences  de  Bouguer  sur  le  Shehallien, 

montagne  d'Ecosse  qui  n'a  guere  plus  de  600™  de  hauteur,  mais  qui  presente 

Tavantage  d'etre  completement  isolee.  La  perturbation  a  ete  trouvee  egale  a 

1 1",6,  et  Ton  est  arrive  a 

A_9 


p-5 


La  determination  de  p  a  presente  des  difficultes.  Playfair  s'est  arrete  a  p  =  2,7^ 

et  il  en  a  conclu  A  =  4»95. 

Sir  H.  James  a  fait  des  observations  analogues  sur  une  montagne  voisine 
d'Edimbourg,  I'Arthur  Seat,  et  il  a  trouve  A  =  5,3 ;  mais  il  convient  de  remar- 
quer  que  la  perturbation  n'etait  que  de  f\\\. 

Une  des  causes  qui  rendent  ce  procede  peu  precis  est  I'ignorance  dans  la- 
quelle  on  est  au  sujet  de  la  veritable  densite  des  diverses  parties  de  la  mon- 
tagne. C'est  sans  doute  ce  qui  avait  engage  W.  Struve  a  proposer  d'observer 
des  deux  cotes  d'une  baie  ou  d'un  canal  comme  cclui  do  Bristol  les  deviations 
T.  -  II.  44 
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de  la  verticale  causees  par  la  maree  montante  :  la  masse  attirante  aurait  ici  une 
(lensite  bien  connue,  celle  de  I'eau  de  mer.  Mais  reffet  produit  est  petit;  ainsi 
M.  Asaph  Hall  a  fait  le  calcul  pour  la  baie  de  Fundy  et  n'a  trouve  qu'une  faible 
deviation  de  o",35.  Le  meilleur  procede  pour  determiner  A  parait  etre  encore 
celui  de  Cavendish,  surtout  avec  les  perfectionnemcnts  apportes  a  son  appareil 
par  MM.  Cornu  et  Bailie;  nous  avons  deja  dit  que  ces  deux  savants  ont  obtenu 
A  =  5,56.  Un  autre  procede,  fonde  sur  Temploi  de  la  balance  ordinaire,  a  ete 
recemment  employe  par  M.  Jolly  et  par  M.  Poynling  {Bulletin  astronomique, 
t.  II,  p.  260). 

N'ayant  pu  donner  qu*un  apergu  sommaire  des  problemes  de  la  Geodesic,  nous 
renverrons  le  lecteur  curieux  d'approfondir  le  sujet  aux  Ouvrages  suivants  : 

Airy.  —  The  figure  of  the  Earth,  i83o. 

Gauss.  —  Untersuchungen  iiber  Gegenstdnde  der  hoheren  Geoddsie^  1844-1847. 

Bbssel.  —  Ueber  den  Einfiuss  der  Unregelmdssigkeiten  der  Figur  der  Erde  auf  geo- 
ddtische  Arbeiten,  iind  ihre  Vergleichung  mit  den  astro nomischen  Bestimmungen 
(Mcmoires  publics  par  Engelmainn,  t.  HI,  p.  i9-40' 

Hansen.  —  Geoddtische  Untersuchungen,  1865-1869.  • 

H.  Bruns.  —  Die  Figur  der  Erde,  Berlin,  1878. 

YvoN  ViLLARCEAU.  —  De  Veffet  des  attractions  locales  sur  les  longitudes  et  azimuts.  Ap- 
plication d^un  nouveau  theoreme  a  la  determination  de  la  vraie  figure  de  la  Terre 
{Journal  de  Liouville,  2®  serie,  t.  Xlf,  p.  65-86;  1867).  —  Nom^eaux  theoremes  sur 
les  attractions  locales  et  applications  a  la  determination  de  la  vraie  figure  de  la  Terre 
(Annexe  IV  aux  Comptes  rendus  de  r  Association  geodesique  Internationale  pour  1875). 

W.  Jordan.  —  Handbuch  der  Vermessungskunde,  I.  I  et  II;  1877-1878. 

IIelhert.  —  Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien  der  hoheren  Geoddsie, 
t.  I,  1880,  ett.  II,  i88/|. 

Get  Ouvrage,  ires  complei,  tr^s  riche  en  indications  bibliographiques,  est  indispen- 
sable h.  celui  qui  veut  p6n6trer  completement  tous  les  details  de  la  Science  actuelle. 

Pocci.  —  Fundamenti  di  Geodesia,  t.  I  et  II. 

Nous  appellerons  enfin  I'attention  sur  les  recherches  de  Laplace  (Mecanique 
celeste,  t.  II,  Chap.  V),  qui  ne  supposent  pas  que  la  surface  mathematique  de 
ia  Terre  soit  de  revolution ^  raais  admetlent  seulement  qu'elle  difTere  peu  d'une 
sphere.  M.  0.  Bonnet  a  simplifie  Tanalyse  de  Laplace  en  s'aidant  des  decouvertes 
faites  depuis  dans  la  theorie  des  surfaces  [Memoire  sur  la  figure  de  la  Terre 
consideree  commepeu  differente  d' une  sphere  (Annali  di  Matematica,  t.  II,  1  SSg)]. 
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158.  Les  mcsures  geodesiques  sont  tres  peu  nombreuses  dans  riiemisphere 
austral;  d'autre  part,  on  ne  pent  pas  en  faire  en  pleine  mcr.  II  y  a,  au  contraire, 
un  asscz  grand  nombrc  d'observations  du  pendule  faites  au  sud  de  Tequateur, 
et,  si  Ton  n'a  pas  encore  trouve  le  moyen  de  determiner  avec  une  precision  suf- 
fisante  I'intensite  de  la  pesanteur  en  pleine  mer,  on  a  pu  Fobserver  dans  plu- 
sieurs  iies  isolees  au  milieu  de  TOcean.  Le  pendule  apporte  done  des  docu- 
ments importants  qui  permetlent  de  completer,  dans  une  large  mesure,  les 
donnees  de  la  Geodesic.  Aussi  ne  pouvons-nous  pas  nous  dispenser  d'en  parler. 
Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  corrections  delicates  et  nombreuses  qu'il 
faut  apporter  aux  observations  pour  en  deduire,  dans  chaque  station,  la  lon- 
gueur du  pendule  simple  qui  bat  dans  le  vide  la  seconde  sexagesimal  de 
temps  moyen,  et,  par  suite,  Tintensite  correspondante  de  la  pesanteur.  Rien  ne 
serait  plus  facile  que  de  deduire  Taplatissement  et  la  longueur  du  pendule, 
sous  la  latitude  de  45"»  d'une  serie  d'observations  ainsi  corrigees,  si  la  surface 
physique  de  la  Terre  coincidait  avec  celle  d'un  ellipsoide  de  revolution;  car 
alors  on  pourrait  appliquer  la  formule  de  Clairaut,  et  Ton  n'aurait  plus  qu'a 
resoudre  par  la  methode  des  moindres  carres  un  certain  nombre  d'equations  du 
premier  degre  a  deux  inconnucs.  Malheureusement,  il  n'en  est  pas  ainsi;  les 
observations  sont  faites  sur  les  continents  a  des  altitudes  variables,  parfois 
considerables,  comme  dans  le  voisinage  de  THimalaya.  II  faut  commencer  par 
les  reduire  a  la  surface  des  mers  prolongee.  On  atteint  ce  but  par  la  formule  de 
Bouguer. 

159.  Reduction  au  niveau  de  la  mer.  Formule  de  Bouguer.  —  On  sup- 
pose que  les  continents  et  les  montagnes  sont  comme  des  bosses  qui  sont 
venues  se  placer  sur  la  surface  des  mers  prolongee,  et  Ton  tient  compte  de 
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rattraclion  de  toutcs  les  masses  qui  depassenl  Ic  niveau  des  mers,  en  leur  sup- 
posant  partout  une  densite  constante  egale  a  cello  de  leur  surface. 

Considerons  un  continent;  soientM'  un  point  de  sa  surface,  M  Ic  point  ou  la 
verticale  de  M' rencontre  la  surface  des  mers  prolongee,  MM'-- A  raltitude, 
G  et  ^  Tattraction  et  la  pesanteur  en  M,  I  la  composante  verticale  de  I'attraction 
exercee  par  le  continent  ct  G'-f-  1  I'attraction  totale  sur  M',  g'  la  pesanteur  au 
meme  point.  On  aura,  en  negligeant  la  difference  des  forces  centrifuges  en  M 

et  M', 

^'- A' =  (G'-h  I)  -  G  -  G'- G -+- 1. 

Pour  calculer  G' — G,  on  pent  supposcr  la  Terre  composee  de  couches  splie- 
riques  concentriques  homogenos  de  rayon  U  (U  designant  le  rayon  lerrestre 
nioyen).  On  aura 

(;'     /    u_  Y     _  '>.u 


U       G  H^'"~U 


el,  par  suite, 


A  It 


11  s'agit  done  de  calculer  I.  Si  la  surface  du  continent  est  plane,  on  pourra 
assimiler  ce  continent  a  un  cylindre  homogene  de  hauteur  A,  de  rayon  a,  de  den- 
site p,  ayant  pour  axe  MM'.  D'apres  le  n''41,  on  aura,  pour  Tattraction  exercee 
par  ce  cylindre  sur  le  centre  de  sa  hase  superieure. 


I  -    x  TT  fp  (  a  -H  //  —  v^a-  -+    /<- )  ; 


d'oii,  en  supposant  -  petit. 


a 


1  zir  '^  TT  f  p  /m   1 h  .  .  .    I 


OU  bien,  puisque  g  ~-  ^TifAR,  oil  A  d^signe  la  densite  moyenne  de  la  Terre, 


Si  i'on  a  /<  =  G37'",  a  ^G""",  on  pourra  sc  borner  a 


(i)  1 


3     p   ^ 

-    ■  tr    *  • 


tr 


2^  A  U' 
on  trouve  en  efl'et  que  le  terme  complementaire,  quand  on  y  suppose  a  =  -'  est 


A       2 
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Ci'al  a  -~ —  environ.  Si  Ic  continent  avail  la  forme  d'un  cone  de  revolution  de 

^  200 ooo 

hauteur  h  ot  de  rayon  a,  ayant  son  sommet  en  M',  on  aurait  (n^  42) 

I  =  2  TT  f  p  A  (  I  — 


\ja}  +  li 

avec  un  segment  de  sphere  de  hauteur  h  et  de  rayon  a,  on  aurait  (n*^  42) 


I  =  a,rfpA(,-|^ 


En  supposant  -  petit,  on  arriverait  encore  a  la  formule  (2).  Revenons  au  cas 


a 


oil  le  terrain  est  plan.  Puisqu'on  pent  negliger  I'attraction  des  parties  situees 
en  dehors  d'un  rayon  de  6*"™,  en  supposant  h  =  637*°,  on  voit  qu'il  suflfira  en 
realite  d'admettre  que  la  surface  est  a  peu  pres  plane  dans  le  voisinage  presque 
immediat  de  M\  et  Ton  se  rend  compte  ainsi  que  la  formule  (2)  conviendra  tou- 
jours,  pourvu  que  le  terrain  ne  soil  pas  trop  irregulier. 

On  pent  proceder  d'une  maniere  plus  satisfaisante  dans  le  calcul  de  1,  en  de- 
crivant  de  M  comme  centre  des  cercles  de  rayons  a^,,  a,,  .. .,  a,,  a^^^,  ...,  et 
tragant  par  le  centre  n  rayons  vecteurs  equidistants.  La  region  de  la  surface  des 
mers  qui  entoure  le  point  M  se  trouvera  ainsi  divisee  en  quadrilateres  qui  servi- 
ront  de  hase  a  des  prismes  verticaux  s'elevant  jusqu'a  la  surface  du  continent.  On 
pourra,  d'apres  les  cartes  de  nivellement  du  pays,  calculer  la  hauteur  moyenne 
de  chacun  des  prismes.  Soient  h!  la  hauteur  de  Tun  de  ceux  qui  sont  compris 
entre  les  cercles  de  rayons  a^  et  a/^.,,  et  p  la  densite  correspondante.  L'une 
des  formules  du  n°  38  (p.  Oy)  donne,  pour  la  composante  verticale  de  I'attrac- 
tion exercee  sur  le  point  M'  par  un  prisme  vertical  de  base  a, 


'>'  (-:  -  ^) 


si  nous  designons  par  a,  p  les  distances  de  M'  aux  deux  bases  du  prisme.  En 
faisant 

on  a  ici 

n(T=:r.(af^^—  aj)  =.  iTtab, 

et,  en  remplagant  2T:f  par  -TrV>   on  trouve,  pour  I'attraction  verticale  i  du 
prisme  clcmentaire, 
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On  a  d'ailleurs 

1       I       k^—(^k  —  k'Y 


OL  —  sJa^-^  (h  —  /i')\         (3  =iz  v/a*  -+-  /i\ 


a       |3  (x^{<x-h{i) 


Si  -  est  petit,  on  pent  faire  ol^(ol  +  p)  =r  2a\  et  il  vient 


4/1  A  a*  U 

On  aura  ensuite  I  =  Si,  et  Ton  pourra  ainsi  avoir  egard  soil  aux  variations  de  la 
densite,  soit  aux  variations  de  hauteur  du  continent  dans  les  environs  du  point 
considere. 

Les  relations  (i)  et  {2)  donnent 


2/1       3  p    h 

(5) 


Xr    IT    I     J _|- 


si  latt  (iesigncnt  les  longueurs  du  pendulo  a  seconde  en  iM  ut  M',  on  aura 

Si  Ton  suppose  en  outre  la  densite  du  continent  egale  a  2,8,  la  inoitie  de  la  den- 
site moyenne  de  la  Terre,  il  vient 

(6)  ^=^'(-^n> 

Les  forinules  (5)  et  (6),  souvenl  altribuees  a  Young,  ont  ete  Irouvees  en 
realite  par  Bouguer.  On  pent  oci'irc  encore 


,/  5   2h\ 


5 
on  remplace  souvent  ^  par  sa  valeur  approchee  0,6,  et  Ton  se  borne  a 

(7)  ^-  =  (?'(i-4-o,6^'j; 

2/1 

c'est-a-dire  que  Ton  fait  la  correction  -^  pour  Taltitude  et  qu'on  la  multiplie 
par  0,6. 

Dans  la  pratique,  si  le  continent  est  tres  accidente,  avec  des  collines,  des 
pres,  etc.,  on  imaginera,  d'apres  les  nivellements  et  la  topographic,  une  sur- 
face ideale  laissant  en  dehors  les  asperites  visibles;  on  calculera  directement  la 
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composante  verticale  I,  de  Tattraction  de  ces  dernieres  sur  le  point  M',  et  Ton  aura 


(8) 


C'est  ainsi  que  les  Anglais  ont  precede  dans  Tlnde. 

160.  Discussion  des  observations.  —  M.  Airy,  dans  son  Memoire  sur  La 
figure  de  la  Terre  mentionne  au  Chapitre  precedent,  a  reuni  49  observations  du 
pendule  faites,  les  unes  sur  les  continents,  les  autres  sur  des  iles;  sur  ces 
49  observations,  to  seulement  se  rapportent  a  rhemisphere  austral.  Les  me- 
sures  continentales  ont  ete  ramenees  au  niveau  de  la  mer  a  Taide  de  la  for- 
mule  (5);  on  n'a  fait  subir  aucune  correction  ni  reduction  aux  observations  des 
iles.  M.  Airy  a  relie  toutes  les  valours  de^  ainsi  obtenues  par  la  formule  de 
Clairaut;  il  a  determine  par  la  methodc  des  moindres  carres  les  deux  inconnues 
du  probleme  ct  calcule  les  residus.  L'examen  de  ces  residus  montre  que,  sur  les 
continents,  sauf  deux  exceptions,  Tintensite  observee  est  plus  petite  que  celle 
calculee;  sur  les  iles,  c'est  Tinverse  qui  arrive.  II  y  aurait  done  d'une  maniere 
generale  un  defaut  de  pesanteur  sur  les  continents  et  un  exces  sur  les  iles.  II  est 
commode  do  se  representer  les  residus  par  la  difference  des  nombres  d'oscilla- 
tions  faites  en  un  jour  par  le  pendule  a  secondes,  suppose  soumis  successive- 
ment  a  la  gravite  observee  ou  a  la  gravite  calculee.  On  trouve  ainsi  que  le 
pendule  fait,  dans  les  iles,  jusqu'a  5  ou  G  oscillations  par  jour  en  plus  ct,  sur 
les  continents,  5  ou  6  oscillations  en  moins. 

II  convient,  pour  se  faire  une  idee  nette  de  Timportance  de  ces  nombres,  de 
remarquer  que  le  meme  pendule  simple,  transports  de  I'equateur  au  pole,  y  ferait 
en  un  jour  environ  229  oscillations  de  plus  qu'a  Tequateur.  Les  resultats  prece- 
dents avaient  neanmoins  grand  besoin  d'etre  confirmes,  car  les  observations 
etaient  anciennes  et  la  precision  de  quelques-unes  fort  douteuse,  si  bien  que 
M.  Airy  s'etait  cru  en  droit  d'en  elimincr  3o  sur  79.  On  doit  a  Clarke  (Geodesy, 
p.  34i-35i)  une  discussion  plus  etendue :  io4  observations,  parmi  lesquelles  il 
y  en  a  de  recentes,  surtout  dans  Tlnde.  La  reduction  pour  les  stations  conti- 
nentales a  ete  faite  par  la  formule  (5);  aucune  reduction  n'a  ete  appliquee  aux 
stations  insulaires.  Les  longueurs  du  pendule  ont  ete  reliees  par  la  formule  de 
Clairaut;  on  en  a  exclu  preateblement  cinq  comme  anormales.  De  la  valeur 

trouvee  pour  le  coefficient  de  sin^X,  on  a  deduit  I'aplatissement  egal  a 

Les  residus  ont,  pour  les  cinq  stations  eliminees,  les  valeurs  suivantes : 


■ 


Ualan —  9,9 

Bonin —  11,8 

Dehra(683'"d'altilude) -h  9,3 

Mussoorie  (2109"*  d'altitude) h-  6,1 

Mor6  (4696'"  d'altitude) -h  aa,  1 
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L'inspection  des  aulres  residus  confirmc  en  grandc  partie  les  resultats  dc 
M.  Airy, quoiqu'ellemontre  que  les  di verses  series  d'observationsdu  pendulesont 
loin  d'etre  bien  comparables  entre  ellcs. 

Dans  toutes  les  stations  indiennes,  la  pesanteur  observee  est  plus  faible  que 
la  pesanteur  calculee;  la  difference  va  en  s'exagerant  au  fur  et  a  mcsure  qu'on 
approche  du  massif  de  rHimalaya;  elle  s'eleve  jusqu'a  22*  pour  More.  Clarke  a 

^    n     /i 

observe  que  ces  22*  correspondent  preciscment  au  terme  i;  t  o  Jc  la  formule  de 

Bouguer,  de  sorte  que,  si  Ton  supprimait  ce  terme,  on  supprimerait  en  meme 
temps  le  desaccord.  Mais  le  terme  en  question  represente  la  composante  verti- 
cale  de  Tattraction  exercee  sur  More  par  la  masse  enorme  comprise  entre  cette 
station  et  la  surface  des  mers  prolongee,  de  sorte  que  cette  composante  serai t 
nulle  ou  du  moins  serait  contre-balancee  par  un  defaut  d'attraction  dans  les 
parties  de  la  croute  terrestre  situees  sur  la  verticale  de  More,  mais  plus  en 
dessous.  En  fait,  dans  la  plupart  des  stations  elevees,  la  divergence  est  diminuee 
quand  on  omet  de  tenir  compte  de  Tattraction  de  la  portion  de  continent  situee 
entre  la  station  et  le  niveau  des  mers.  Nous  remarquerons  cependant  que,  en 
operant  comme  on  vient  de  le  dire,  le  residu  de  Delira  devient 

et  celui  de  Mussoorie 

-1-6%  I  —  IO%8  --::.   -4%  7. 

Les  nouveaux  residus  sont  loin  d'etre  negligeables  et,  si  la  regie  appliquee  etait 
bien  demontree,  il  nous  semble  qu'on  pourrait  conclure  a  I'existence  d'erreurs 
assez  sensibles  dans  les  observations. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  aliens  citer  la  conclusion  de  Clarke  :  «  II  semble  done 
que  ces  observations  du  pendule  ont  etabli  ce  fait,  precedemmcnt  indique  (*) 
par  les  observations  astronomiques  de  latitude  dans  I'lnde,  qu'il  existe  une 
cause  inconnue  ou  une  distribution  de  matiere  qui  contrarie  I'attraction  des 
masses  de  montagnes  visibles.  Si  Ton  considere  comme  une  speculation  trop 
risquee  d'admettre  qu'il  existe  de  vastes  cavites  sous  les  grandes  chaines  de 
montagnes,  alors  I'explication  la  plus  probable  serait  peut-etre  celle  qui  resulte 
de  rhypothese  de  I'archidiacre  Pratt.  » 

Vrsiit  2idmel  (Figure  0/ the  Earlh,  i^^^'edit.,  18G0;  /i*'  edit.,  1871)  que,  a  tra- 
vers  toutes  les  transformations  geologiques,  la  quantite  de  matiere  contenue 
dans  une  colonne  verticale  allant  de  la  surface  exterieure  de  la  Terre  jusqu'a 
une  surface  de  niveau  interieure  est  restee  la  meme.  Les  montagnes  auraient 


(*)  Dans  le  Chapitro  prcc6dent  (n°  l')3;,  les  r<f»si(lus  des  latitudes  des  stations  indiennes  sont  en  effol 
plus  faiblcs  qu'on  ne  pouvait  sV  attondro,  en  raison  de  I'importance  des  montagnes. 
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ainsi  tire  leur  substance  de  la  matierc  situec  au-dessous  jusqu'a  une  certaine 
profondeur. 

M.  Faye(*)  a  generalise  la  remarque  relative  a  More;  il  propose  de  supprimer 

entierement  et  dans  torn  les  cas  le  terine ^  |^  et  de  reduire  la  formulc  (8)  a 

(9)  ^'  ^^' V"^Tr)""'*' 

Ii  designant  la  composante,  suivant  la  verticale  du  point  considere,  de  Tattrac- 
tion  des  saillies  qui  s'elevent  au-dessus  du  relief  general  des  continents. 

II  y  aurait  done  ainsi  un  veritable  theoreme  d'apres  lequel  la  masse  d'un 
continent  serait  entierement  compensee  par  un  defaut  de  matiere  au-dessous  de 
ce  continent.  M.  Faye  en  donne  comme  preuve  I'accord  que  cela  introduit  pour 
More  et  pour  les  autres  points  de  I'lnde  anglaise.  11  a  trouve  le  meme  accord 
pour  les  stations  de  Geneve,  du  mont  Ararat  et  de  Quito,  situees  par  des  alti- 
tudes de  407"",  i88v3'°  et  2837™.  ^"  ^^^^  remarquer  neanmoins  que,  pour  Dehra 
et  Mussoorie,  I'accord  est  loin  d'etre  aussi  satisfaisant,  comme  nous  Tavons  dit 
plus  haut.  En  outre,  dans  le  Caucase  (^),  au  nord  du  massif,  les  deviations  de  la 
verticale,  qui  sont  considerables  puisque  Tune  d'elles  depasse  35",  sont  repre- 
sentees d'une  maniere  salisfaisanle  en  tenant  compte  do  I'attraction  des  masses 
visibles  sans  diminution  de  densite  :  la  formule  (9)  ne  represente  pas  mieux 
les  observations  du  pendule  que  la  formule  (8);  le  defaut  d'attraction  de  la 
partie  soulevee  n'existerait  done  pas  comme  dans  I'Himalaya.  Hatons-nous  de 
dire  toutefois  que  les  dernicres  recherches,  faites  par  M.  Helmert  au  nom  de 
TAssociation  geodesique  internationale,  montrent  que  I'emploi  de  la  for- 
mule (9)  donne  prcsque  toujours,  surtout  dans  les  localites  dont  les  altitudes 
sont  assez  fortes,  des  intensites  de  la  pesanteur  qui  sont  mieux  representees 
dans  leur  ensemble  par  la  relation  de  Clairaut  que  celles  que  Ton  deduirait  de 
la  formule  (8).  II  nous  semble  done  qu'on  n'est  pas  fonde  a  parler  d'une  com- 
pensation exacte,  mais  d'une  compensation  approchee  indiquant  une  tendance 
marquee  vers  le  principe  indique  par  M.  Pratt.  En  resume,  on  pent  envisager  les 
choses  de  deux  manieres  :  dans  I'une,  les  montagnes  seraient  venues  s'ajouter 
avec  toute  leur  masse  sur  une  surface  de  niveau  remplie  d'une  faQon  rcguliere, 
comme  le  suppose  Clairaut;  dans  I'autre,  au-dessous  de  chaque  montagneim- 
portante,  il  y  aurail  un  defaut  de  densite  compensant  exactement  I'exces.  La 
premiere  idee  n'est  pas  exacte;  la  seconde  non  plus,  tout  en  etant  plus  voisine 
de  la  realite.  Au  fond,  c'est  une  question  de  Geologic;  il  faudrait  savoir  com- 


(*)  Comptes  rendus  des  seances  de  l*Acad6mie  des  Sciences,  t.  XC,  XCVI  et  XCVU. 

(*)   Voir  une  Lcttro  du  g6n6ral  Stobnitski  {Comptes  rendus  des  stances  tie  V Academic  des  Sciences^ 
t.  XCVU,  p.  5o8). 

T.  —  11.  45 
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ment  les  variations  de  densite  se  sont  produites  dans  la  croute  terrestre  lors 
du  soulevement  des  chaines  principales. 

On  remarquera  que,  dans  les  calculs  precedents,  on  a  fait  figurer  directement, 
sans  reduction,  les  intensites  de  la  pesanteur  mesurees  dans  les  iles.  II  semble 
cependant  qu'on  devrait  avoir  egard  a  la  masse  d'eau  de  mer  qui  remplit  une 
portion  notable  de  I'espace  interieur  a  la  surface  de  niveau  avec  une  densite  voi- 
sine  de  i  au  lieu  de  2,8.  II  serait  logique  de  combler  ce  vide,  de  meme  qu'on  a 
suppose  rase  Texcedent  des  continents,  sauf  a  voir  ensuite  comment  la  correc- 
tion resultante  rapprocherait  les  observations  de  Clairaut.  II  est  vrai  qu'on 
aperQoit  tout  de  suite  qu'on  trouvera  dans  les  iles  une  pesanteur  encore  plus 
grande  qu'auparavant  et  qu'ainsi  le  desaccord  sera  augmente.  On  pent  cepen- 
dant arriver  a  le  diminuer  notablement  en  suivant  la  methode  de  la  condensa- 
tion, due  a  M.  Helraert  et  exposee  par  lui  dans  le  tome  II  de  sa  Geodesic  superieure. 
Quelques  astronomes  ou  geodesiens  m'ont  prie  de  donner  une  idee  de  cettc 
methode,  mais  il  m'est  impossible  de  suivre  le  savant  auteur  dans  tons  ses  rai- 
sonnements,  et  je  devrai  me  borner  a  une  analyse  assez  detaillee  de  cette  partie 
de  son  Ouvrage,  renvoyant  le  lecteur  a  TOuvrage  lui-meme  pour  les  demonstra- 
tions que  leur  longueur  m'aura  empeche  de  reproduire. 

161.  M6thode  de  la  condensation.  —  M.  Helmert  remarque  d'abord  que  le 

developpement  du  potentiel  terrestre  suivant  les  puissances  de  -  ne  pent  pas 

etre  employe  jusqu'a  la  surface  meme;  c'est  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  145. 
Cela  pose,  il  congoit  une  surface  S'  parallele  a  la  surface  des  mers  S,  a  I'inte- 
rieur  eta  une  distance  de  21"",  valeur  approchee  de  la  difference  entre  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  rayon  de  S,  et  condense  sur  S'  par  une  projection  normale 
toutes  les  parties  qui  lui  seront  exterieures.  On  aura  ainsi  un  corps  fictif  forme 
de  la  matiere  renfermee  primitivement  a  I'interieur  de  S'  et  des  parties  qui 
viennent  d'etre  condensees  sur  S'.  Le  potentiel  de  ce  corps  fictif  pourra  etre 

developpe  en  serie  suivant  les  puissances  de  ->  et  le  developpement  sera  con- 
vergent pour  tons  les  points  de  S,  car  le  rayon  minimum  de  S  est  cgal  ou  supe- 
rieur  au  rayon  maximum  de  S'.  La  condensation  changera  le  potentiel  et  la  pe- 
santeur qui  so  rapportent  a  un  point  quelconque  ;  soient  W  et  flours  valeurs 
primitives,  elles  seront  maintenant  U  et  y.  Representons  par/wyw  (/ig>  23)  la 

Fig.  23, 


surface  S  qui  correspond  a  requationW  =  C,  etsoient//2/?w  la  surface  de  niveau  S' 
qui  correspond  au  potentiel  U  et  a  la  meme  constante  C,  pq  la  normale  a  cette 
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surface  en  p.  On  aura,  en  affectant  d'indices  p  et  q  les  valeurs  des  fonctions  U  et 
W  aux  points/)  et  7, 

_       U„-U„       Up-W^-f-(W-U),, 

■/  V 

(I'oii,  a  cause  de  Up  =  C,  W,  —  C, 

(10)  /></=- • 

On  pourra  done  trouver  ainsi  le  soulevement  ou  Tabaissenient  produit  dans  le 
sens  de  la  normale  en  cliaque  point  de  la  surface  de  niveau  par  la  condensa- 
tion. Le  theoreme  exprime  par  la  relation  (10)  est  du  a  M.  H.  Bruns.  On  voit 
qu'on  aura  a  calculer  le  changement  W  —  U  produit  dans  le  potential. 

Par  une  serie  de  calculs  et  d'estimations  plausibles,  Tauteur  trouve  ensuite 
que  la  condensation  ne  pent  guere  elcver  le  niveau  des  niers  que  de  8***  ou  Ta- 
baisscr  de  10™,  soit  une  variation  totale  de  18"'  dans  le  rayon  de  cette  surface. 
C'est  moins  de  la  millienie  partie  de  la  difference  21*""  des  rayons  extremes,  et 
Ton  pent  dire  que  la  condensation  n'aura  pas  d'effet  appreciable  sur  la  figure 
du  geoide.  La  variation  qui  en  resulterait  pour  la  pesanteur,  par  suite  du  chan- 
gement de  distance  au  centre  de  la  Terre,  est  de  Tordre  des  erreurs  que  corn- 
portent  les  meilleures  mesures  du  pendule  ( — ^ — ■  environ]  et  pent  etre  negli- 
gee. La  variation  precedente  de  ^est  en  quelque  sorte  Teffet  indirect  de  la  con- 
densation ;  il  reste  a  calculer  I'effet  direct  provenant  de  la  difference  des  attrac- 
tions cxercees  suivant  la  verticale  de  la  station  par  les  masses  condensees, 
quand  on  les  considere  avant  ou  apres  la  condensation.  M.  Helmert  se  livre  a 
un  examen  general  qui  lui  montre  que  I'effet  direct  en  question  peut  s'elever 
a  0,00045";  il  explique  ensuite  que  la  position  du  centre  de  gravite  de  la  Terre 
et  les  moments  d'inertic  principaux  ne  peuvent  etre  affectes  que  de  modifications 
de  Tordre  du  carre  de  I'aplatissement  et,  par  suite,  insensibles. 

Arrive  a  ce  point,  il  simplifie  le  problcme  en  montrant  que  Ton  peut,  sans 
grande  erreur,  exclure  de  la  condensation  une  couche  de  densite  uniforme  2,8, 
comprise  entre  la  surface  des  mers  et  la  surface  de  condensation.  Ondevradonc, 
s'il  s'agit  d'une  montagne,  appliquer  d'abord  la  reduction  ordinaire  au  niveau 
de  la  mer,  puis  condenser  I'exces  de  masse  avec  le  signe  positif.  Pour  une  ile, 
on  commencera  par  completer  la  reduction  au  niveau  de  la  mer  en  ajoutant  une 
matiere  Active  de  densite  2,8  —  1,0=  1,8,  venant  se  superposer  a  toutes  les 
parties  de  la  mer;  ensuite  on  condensera  cette  masse  Active  avec  le  signe  negatif. 
On  ne  tiendra  done  compte,  en  somme,  que  de  la  condensation  de  la  matiere  qui 
se  trouve  en  exces  ou  en  deficit,  au  dessus  ou  au-dessous  du  niveau  des  mers. 
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Nous  aliens  cxpliqucr  les  calculs  de  reduction  pour  la  condensation  dans  le 
cas  des  iles  et  dans  celiii  des  cotes,  en  supposant  remplies  des  conditions  geo- 
nnetriques  qui  donnent  lieu  a  des  simplifications. 

162.  Reduction  de  condensation  pour  les  iles.  —  L'ile  DME  est  sup- 
posee  former  un  cone  de  revolution  dont  le  sommet  est  place  a  la  surface  de 
la  mer  (y?^.  2^1);  c'est  la  qu'on  a  observe  la  pesanteur.  Nous  representerons 

Fig.  3^ 
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M                         1 
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C         0 

N             E          1 

M, 
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par  h  la  hauteur  MN  du  cone,  par  90''  —  v  Tangle  au  sommet,  par  a  la  distance 
du  point  M  a  la  surface  de  condensation  M,  H  et  par  a  la  distance  NF,  supposee 
egale  a  NC,  du  point  N  a  Textremite  de  la  mer,  dont  on  suppose  ainsi  le  fond 
horizontal  et  symelrique  par  rapport  au  point  N.  II  faut  d'abord  trouver  ce 
qu'aurait  ete  la  pesanteur  en  M  si  la  mer  avait  ete  remplie  d'une  matiere  homo- 
gene,  de  densite  p  =  -  •  Pour  cela,  il  faut,  comme  on  le  voit  aisement,  soustraire 

de  la  pesanteur  observee  Tattraction  du  cone  et  ajouter  I'attraction  du  cy- 
lindre  ACFB,  les  deux  corps  etant  supposes  avoir  la  densite  p  —  i.  Or  ces  attrac- 
tions ont  pour  valeurs  (p.  72  et  74) 


On  peut  prendre 


ot  Ton  trouve 

(I) 


27rf(p—  i)/i(i  —  sinv), 

2rf(p  —  0  (a  -h  a  —  \/li'-\-a^), 

27rf(p  — i)//(^sinv--^j. 


VoHa  une  premiere  correction  a  apporter  a  Tobservation ;  c'est  proprement  la 
reduction  au  niveau  de  la  mer,  dans  le  sens  ordinaire. 

II  faut  maintenant  condenser  le  cylindre  et  le  cone  sur  M,!!  et  prendre  les 
attractions  exercees  sur  M  apres  la  condensation  avec  un  signe  contraire  a  celui 
qu'on  avait  pris  plus  haul.  Decomposons  le  cone  en  disques  paralleles  a  la  base, 
de  rayon  y  et  d'epaisseur  rfvlangv;  I'attraction  de  chaque  disque,  transports 
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en  M,,  sur  le  point  M  sera  [formulc  Oo)  du  n""  10] 

27:f(p  —  i)  I  r j  Ungv  dy. 

II  faut  intcgrer  de  v  =  o  a  y  ~  h  cotv;  on  aura  ainsi 


27:f(p  — i)  langv  /  (i -\ciy 

=  27ri(p—  i)  I  /i  —  (7  tangvlog ^ ^- 

\  NT        /  \^  DO  a  langv 

L'attraction  du  cylindre  condense,  prise  avec  le  signe  — ,  sera 


(111) 


—  27rf(p  — i)A  I  r =z]  -----  27rf(p  —  i)h(i ) 


II  n'y  a  plus  qu'a  reunir  les  corrections  (1),  (II)  et  (III).  Si  Ton  remplace  en 
meme  temps  27rf  par  —,7t^  il  vient 


3  p  —  I  h 
~  5  "A~  li 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  sont  presque  toujours  negligeables 
devant  le  premier,  et  Ton  pent  prendre  pour  la  reduction 

/    V  3   p  —  I  /i     ,     /         /— ^ — -\  /icotv 

(II)  __il_^   _^l0g(,|-Hv//i*-hl),  /!=— _. 

On  remarquera  que  cette  reduction  est  essentiellement  negative.  Supposons, 
pour  donner  un  exemple  numerique,  p~~y  ^  =  35oo'",  cotv=r3o;  nous  trou- 

verons  la  correction  =  —  ^^^~-  environ. 

8ooo 

163.  Reduction  de  condensation  pour  les  cdtes.  —  Soit  M  (^g.  25)  un 
point  de  la  cote,  situe  a  la  surface  MB  de  la  mer,  oil  la  pesanteur  a  ete  observee. 
Nous  supposerons  que  la  surface  de  separation  du  continent  et  de  la  mer  est 
plane  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure;  elle  sera  representee  par  la 
droitc  ME.  Le  fond  de  la  mer  ET  est  suppose  horizontal  et  son  etendue  tres 
grande  par  rapport  a  MN  =  A,  projection  de  ME  sur  la  vcrticale;  Tangle  EMB 
sera  represente  par  v.  II  faut  ajouter  a  la  pesanteur  observee  en  M  la  composante 
vcrticale  d'une  masse  MEFB,  de  dcnsite  p  —  i ,  venant  se  superposer  a  la  mer,  et 
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en  retrancher  ['attraction  verticale  de  la  meme  masse  condensec.  On  aura  done 
a  faire  la  difference  dcs  attractions  du  solide  MNFB  —  MNE  avant  la  condensa- 

Kig.  25. 


tion  et  apres.  Or  la  condensation  ne  change  pas  Tattraction  de  MNFB,  parce 
que  (n*'40)  Tattraction  d'un  disque  illimite  infi'niment  mince  sur  un  point  do 
son  axe  est  independante  de  la  position  du  point  attire  et  qu'il  en  est  de  meme 
de  la.  composante  verticale  de  Tattraction  de  la  moitie  de  ce  disque.  Done  il 
suffira  de  prendre  Tattraction  de  MNE  apres  la  condensation  et  d'en  retrancher 
Tattraction  primitive  du  meme  corps.  Calculous  d'abord  cette  derniere  quantite. 
Soient  P  un  point  de  MNE,  r=  MP,  9  =  NMP  ses  cordonnees  polaires;  consi- 
derons  un  prisme  illimite  dans  les  deux  sens  dont  les  aretes  soient  perpendicu- 
laires  au  plan  dc  projection  et  dont  la  base  soit  I'element  de  surface  rdrd^  qui 
correspond  au  point  P.  L'attraction  de  ce  prisme  sur  le  point  M  sera  (n^  38) 

2f(p-i)  '-    - 

et  sa  composante  verticale 

2f(p  —  i)  cos  9^/^/9. 

Pour  une  valeur  donnee  de  p,  r  varic  de  zero  a  MQ  = On  trouvera  done, 

*  ^       cos  o 

I 

pour  la  composante  verticale  de  I'attraction  du  solide  MNE  sur  le  point  M, 

(IV)  2f(p  — 1)1  C0S(fd(p  I         dr  —  2{/i(p  —  i)( V 


Soit,  en  second  lieu,  j  la  distance  RT  d'un  point  quelconque  R  de  ME  a  la 
droite  MM, ;  I'element  de  surface  de  MNE  pent  etre  pris  egal  a 

NT^/.TR  —  {h  —y  tangv)  dy. 

On  considere  le  prisme  ayant  cet  element  pour  base,  et,  en  le  supposant  con- 
dense sur  M<  H,  on  aur^  pour  son  attraction  sur  M, 

2f(p  -.  I)  ^ — -;==-^ — 
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et,  pour  la  composante  verticale  de  cette  attraction, 

«.          .  cr(A— ytangv) 
2f(p-i) -,-^, dy. 

L'attraction  verticale  apres  la  condensation  sera  done 

A—  vtanf,'v 

(V)      {  .         ^+y  

=  2f(p-,)(Aarclang^,^  -  crlangvlogy/.  +  ^,-^^-i^J. 

La  correction  cherchee  s'obtiendra  en  faisant  la  difference  (V)  —  (IV);  elle 
sera 

—  2f(p  — i)/i  (  -  —  V  -arclang— -^^ h  ylangvlogi/i-h -— -^^ — ;-  ) 

^  \2  °(7taiigv       h       °       °V  cr*lang*v/ 

ou  bien 

—  ?.f(p  —  \)hi  arc  lang — h  -  log  y/n*  4- 1  —  vj. 

Le  terme  en  v  est  negligeable,  ct  il  reste  la  correction  demandee 

3   p  —  \  h     (  I        I  ,       .-- \  /icotv 

Dans  la  pratique,  n  a  toujours  ete  >  2,5  et  le  plus  souvent  >  5.  En  presence 
de  ce  fait  ct  surtout  de  I'incertitude  des  donnees  relatives  a  la  surface  du  fond 
de  la  mer,  on  pent  prendre 

log(n  -h  v//**^-  0  —  log2w,        logv/^*-h  I  =r:log/i,        /I  arc  tang  -  =  i. 

On  pent  done  simplifier  les  formules  (ii)  et  (12);  nous  donnerons  en  meme 

temps  les  corrections  des  longueurs  /du  pendule  simple  et  non  des  intensites 

de  la  pesanteur.  II  suffira,  pour  cela,  de  remplacer  g  par /ou  approximative- 

ment  par  i,  en  prenant  le  metre  pour  unite  de  longueur.  L'expression  (11) 

devient  ainsi 

3  p  —  I  h  log2/t 3  p  —  I  (Ttangv 


2      A      U       /i  2      A  U 


10g2/i. 


En  remplagant  p  et  A  par  2,8  et  5,6,  ^  par  ^-„—  et  exprimant  la  correction  en 
milliemes  de  millimetre  ou  microns,  on  trouve 

(i3)  reduction  pour  les  lies  =—  1600  tangvlog2/i. 


I 


-.e  rapport  approche  des  expressions  (11)  et  (i  2)  est  — .— ^^;  cette  fraction 
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regoit  les  valeurs  o,38,  o,37»  o,36  quand  on  attribuc  a /i  les  valeurs  !i,5,  3,5 
et  4»5.  M.  Helmert  Ta  supposee  simplement  egale  a  3;  il  prend  done 

(i4)  reduction  pour  les  c6les  ^^^  ^  reduction  pour  les  iles, 

en  supposant  une  ile  pour  laquelle  la  pente  v  soit  la  meine  que  pour  la  cote. 
L'element  de  reduction  v  a  etc  extrait  presque  exclusivement  des  Cartes  de 
profondeurs  des  mers  donnees  par  TAtlas  de  Richard  Andree.  Pour  les  cotes, 
rincertitude  de  la  reduction  est  en  moycnne  de  5  microns,  done  de  Tordredes 
crreurs  des  meilleures  observations.  Les  reductions  pour  les  iles  sont  beaueoup 
plus  inexactcs,  car  les  Cartes  mentionnees  ne  laissent  pas  reconnaitre  avee  pre- 
cision la  pente  generale  de  la  surface  des  iles. 

Si  la  station  est  continentale,  niais  pas  tres  eloignee  de  la  nier,  il  y  aura  une 
correction  sensible  provenant  encore  du  deficit  de  densite  de  la  mer.  On  en 
fera  le  calcul  en  divisant  toujours  la  surface  des  mers  ou  cette  surface  prolon- 
gee  en  quadrilateres  par  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  emanes  de 
leur  centre  commun,  qui  sera  sur  la  verticale  de  la  station.  Cette  correction  est 
sensible  encore  a  des  distances  assez  grandes  de  la  mer. 

La  correction  de  condensation,  pour  les  stations  nettement  continentales, 

est  donnee,  en  valeur  absolue,  par  le  terme  -  £  7^  de  la  formule  de  Bouguer, 

lorsque  le  terrain  est  regulier,  car  on  pent  le  partager  en  tranches  horizon- 
tales  dont  Tattraetion  est  sensiblement  la  meme  quelle  que  soit  la  position  do 
chacune  par  rapport  au  point  attire;  on  pourrait  done  la  transporter^  par  la 
pensee  sur  la  surface  de  condensation  que  cela  ne  changerait  rien  a  son  attrac- 
tion. La-correction  de  condensation,  ajoutee  a  la  reduction  ordinaire,  fait  dis- 
paraitre  le  terme  en  question,  puisqu'elle  est  egale  et  de  signe  contraire. 

Pour  les  stations  situees  dans  les  pays  de  montagne,  la  condensation  devrait 
etre  prise  en  consideration.  On  ne  Ta  pas  fait  neanmoins,  parce  que  cela  n'au- 
rait  pas  change  le  earactere  general  du  resultat  obtenu  au  n^  160,  sur  le  defaut 
de  densite  qui  existe  sous  les  grandes  chaines  de  montagnes. 

164.  R6sultats  de  la  m6thode  de  condensation.  —  Soient  /  la  longueur 
du  pendule  a  seconde  en  une  station  de  latitude  X,  sans  tenir  compte  de  la 
condensation,  /'  la  meme  longueur  en  ayant  egard  a  la  condensation.  Pour 
voir  comment  s'accordent  les  valeurs  de  /,  on  pent  les  comparer  a  celles  que 
fournirait  la  formule  de  Clairaut,  qui  ne  jouera  pour  le  moment  qu'un  simple 
role  d'interpolation;  ou  bien,  en  adoptant  une  valeur  numerique  pour  le  coef- 
ficient de  COS2X,  on  pourra  deduire  de  chacune  des  valeurs  de  /la  longueur  A 
du  pendule  a  la  latitude  de  45""  par  la  formule 

1  =  k{i  H-  0,002686  COS2X), 
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On  pourra  calculer  de  meme  la  longueur  k'  du  pendule  a  la  latitude  de  45°, 
en  partant  des  valeurs  determinees  pour  /' :  on  so  servira  de  la  formule 

/' z=  A' ( I  4- o , 002 636  cos  2 > ). 

On  aura  ainsi  pour  chaque  station  une  valeur  de  k  et  une  de  k' .  Pour  se  faire 
une  idee  de  Tensemble,  M.  Helmert  a  fait  des  moyennes  pour  les  stations  com- 
prises entre  o"  et  10*^  de  latitude,  10**  et  20^,  etc.  Dans  chaque  groupe,  il  a  con- 
sidere  trois  subdivisions,  suivant  que  la  station  est  continentale  (c),  cotiere  (y) 
ou  insulaire  (i).  II  a  reconnu  immediatement  que  les  valeurs  de  k'  s'accordent 
mieux  que  celles  de  A  a  toutes  les  latitudes;  ccla  montre  deja  Tutilite  de  la 

metliode.  On  trouve  a  pcu  pres 

tj  —  fj . 

A  , Ay, 

mais  il  y  a  entre  les  valeurs  de  k  pour  les  iles  et  pour  les  continents  une  diffe- 
rence systematique  sensible.  On  conclut  de  Tensenible  des  groupes 

k\  =  Xv-f  io5  microns. 

II  reste  done  encore  un  exces  de  pesanteur  sur  les  iles,  mais  beaucoup  moins 
qu'il  n'y  en  avaitavant  la  condensation,  comme  le  montre  le  Tableau  suivant: 


LATITUDE. 


o       u 

0-10 

10-20 

20-30 

30-40 

Moyennos 


ki  —  A"^. 

k^      kc> 

-+-  2l3 

-\-    82 

-h  3o6 

.-  78 

-+-  338 

-4-  i5o 

-h  3ii 

-T-  irS 

1 

-\-  soy 

On  voit  que  I'exces  primitif  a  ete  diminue  presque  des  deux  tiers.  Une  partie 
de  cet  exces  pout  tenir  a  un  vice  de  reduction  provenant  d'une  connaissance 
imparfaite  du  relief  des  iles  au-dcssus  du  fond  des  mers.  On  n'a  pas  d'ailleurs 
d'observations  suffisantes  pour  fixer  les  valeurs  de  k]  —  k^  a  des  latitudes  supe- 
rieures  a  ^o^.  On  ne  pent  done  pas  dire  ce  que  serai t  cette  difference  en  pleine 
mer  et  sous  toutes  les  latitudes.  II  est  bien  a  desirer  que  les  essais  de  M.  Sie- 
mens, pour  operer  cette  determination  aTaide  du  bathometre,  recoiventdesper- 
fectionnements  qui  permettent  d'obtenir  des  resultats  precis,  comparables  a 
ceux  du  pendule.  Neanmoins,  on  est  porte  a  ftiire  Thypothese  que  la  difference 
k[.  —  k\  est  constante  sur  toute  I'etendue  des  mers.  II  y  aurait  done  au-dessous 
T.  —  IL  46 
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des  oceans  de  legers  excedents  de  matiore  qui  ne  doivent  pas  plus  nous  sur- 
prendre  que  les  deficits  signales  sous  les  continents,  surtoutsi  Ton  admetfait 
le  principe  de  Pratt  (n*'  160).  M.  Faye  (*)  a  signale  une  cause  capable  d'expli- 
quer  ces  excedents;  nous  allons  Tindiquer  d*une  maniere  succincte  : 

On  sait  aujourd'hui,  depuis  les  sondages  de  M.  de  Tessan,  que,  a  une  profon- 
deur  de  4ooo™,  la  temperature  de  la  mer  est  egale  a  pen  pres  a  zero.  Si  la  mer 
etait  remplacee  par  une  couche  de  roches,  comme  Tecorce  superficielle,  en 
adniettant  Taugmentation  de  temperature  constatee  partout  de  i®  pour  35™ 
ou  37™,  le  fond  de  la  mer  serait  a  une  temperature  d'environ  1 10".  On  voit  done 
qu'a  la  profondeur  de  4000™,  sur  les  trois  quarts  du  globe,  on  a  une  tempe- 
rature voisine  de  zero,  tandis  que,  sur  le  dernier  quart,  a  la  meme  profondeur, 
on  a  une  temperature  d'au  moins  1 10^.  M.  Faye  en  conclut  qu'il  doit  en  resulter 
un  refroidisscment  plus  rapide  sous  les  mers  que  sous  les  continents  et,  par 
suite,  une  croiite  plus  epaisse  sous  les  mers.  Kn  admettant  que  la  matiere  qui 
vient  ainsi  accroitre  constamment  cette  croute  augmentc  de  densite  en  se  soli- 
difiant,  on  voit  que,  sous  les  mers,  on  aura  un  excedent  de  matiere  et  un  deficit 
sous  les  continents;  ce  qu'il  fallait  precisement  expliquer. 

II  resterait  a  voir  si  Texcedent  de  matiere  provenant  de  la  cause  indiquee 
repond  a  la  difference  k'i  —  k\.  indiquee  par  le  pendule.  M.  de  Lapparent  a  fait 
quelques  objections  a  la  theorie  de  M.  Faye,  en  invoquant  surtout  la  mauvaise 
conductibilite  des  roches  qui,  d'apres  ce  geologue,  ne  permettrait  pas  aux  va- 
riations de  temperature  d'une  couche,  si  notables  qu'elles  soient,  de  s'etendre 
a  une  grande  profondeur. 

a 

165.  Quelle  que  soit  la  cause  de  la  difference  k\  —  k[.,  on  voit  que  Tinterieur 
du  geoide  est  maintenant  rempli  d'une  matiere  disposee  par  couches  homogenes 
(sauf  les  excedents  sous  les  mers  et  les  deficits  sous  les  continents  eleves),  avec 
des  irregularites  de  densite  reportees  sur  la  surface  de  condensation,  et,  par 
suite,  deja  tres  attenuees.  Le  developpement  du  potentiel  suivant  les  puissances 

de  -  peut  etre  suppose  convergent  sur  toute  la  surface  du  geoide. 

La  formule  (1 1)  de  la  page  61  du  tome  I  donne,  pour  le  potentiel, 

M       A4-H-4-C  — 3(Acos*a-+-Bcos'(3-4-Ccos*-/) 

V  —  -  •  — f-  -  - 


/•  2  /"^ 


oil  a,  p,  Y  designent  les  angles  que  fait  le  rayon  r  avec  les  axesprincipaux  d'i 
nertie  du  centre  de  gravite.  On  peut  poser 

cosa  —  sin^,        cos(3  --  costj^cosX,        cosy  =  cos^'  sinX, 


(•)  Comptes  rendu s  des  siancex  de  l* Academic  des  Sciences,  1886,  t.  CTI  et  GUI. 
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et  Ton  en  conclut 

V^  i_    I  ^ ^(i__3sin*^L)  -+-  S  ,^.  ,  cos^4'COS2A    4- . . . , 

Oil  Ton  a  fait 


A 


K 


M 

Ce  sont,  comme  on  voit,  les  deux  premiers  ternies  du  developpement 

On  a  dit  que  la  condensation  nioditie  tres  pen  la  position  du  centre  de  gravite 
et  la  grandeur  des  moments  d'inertie  A,  B,  C.  La  difference  C  —  B  etait  petite; 
elle  Ic  resle  encore.  On  pent  done  prendre  comme  expression  approchee  de  la 
function  des  forces,  en  introduisant  aussi  la  force  centrifuge, 

(lo)  U  —  —    I  H i(i  —  3sni*J;)  H jr^cos'iL    . 

Si  d'ailleurs  on  neglige  le  carre  de  Taplatissement,  on  pent  prendre 


^  "^      dr' 


d'oii 


(16)  ^  :.:  __  ^,  4-  _  (,  _  3  Sm«^)  -  -jTjg-  COS^^J  . 

Sur  la  surface  de  niveau,  on  doit  avoir 

U  =  const.  -  Uq. 

L'equation  (i5)  donne,  toujours  avec  la  meme  precision,  en  mettant  a  au 
iieu  de  -pr-j 

('7)  /—a    iH -{\  —  3sin'6)  -h  ^^^cos*d/ 

L        2  a-  ^  aiM  ^ 

apres  quoi  on  tire  de  la  formule  (16) 

--^['-^0-3sm^^)--j^cos'^J[i  +  — (.-3sm^^)--^cos'^|, 


rr  — 


fM  r         K        2w»a»        /2co«a3        3K\    .   ,,1 


364  CUAPITRE   XXI. 

ou  encore 
avec 

2w*a'       3K 


n 


fM         2  a 


2 


Or,  en  faisant  successivement  '|  —  o  et  ^  =  90°  dans  la  formule  (17),  on  trouvc, 
pour  Tellipticite  e^  a  la  surface, 


_  3K        w^* 


ce  qui  permet  d'ecrire  ainsi  Texpression  de  n  : 

5  &)-a*  5 

2    f  M  2  ^ 

On  retrouve  ainsi  le  theoreme  de  Clairaut.  En  suivantla  meme  methode,  mais 
avec  plus  de  rigueur,  on  pourrait  partir  de  la  formule 

U  =  —  (i-l--^-4--^-h...  M-- "'/•' cos* J/, 

qui,  avec  la  condition  U  =  const.  =  Uo,  fournirait  le  developpement  de  r  en  une 
serie  de  fonctions  spheriques.  On  en  conclurait  ensuite,  pour  la  pesanteur  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  de  niveau  consideree,  Texpression  de  la  forme 


rr 


=  G(i-+-Z,4-Z3-t-...), 


oil  Za,  Z3,  ...  designent  des  fonctions  spheriques  des  angles  ^  et  X,  latitude 


et  longitude. 


Si  rintensite  de  la  pesanteur  etait  connue  pour  un  Ires  grand  nombre  de 
points  regulierement  distribues  sur  la  surface  de  niveau,  on  pourrait  Irouver  les 
valeurs  de  G,  GZa,  . . . ,  par  des  quadratures,  au  moyen  des  formules 


It 


(18) 


G=-L  r  d>i  r  gi  cos <]>'  dy, 

GZ,  =  A  r    rf)//"      Vtg'cosydy, 


oil  Pa,  P,,  ...  designent  les  fonctions  de  Legendre  et  ^  la  pesanteur  au  point 
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flont  les  coordonnees  sont  V  et '!»'.  Connaissant  le  developpement  de  g,  on  pour- 
rait  remonter  a  cclui  de  r.  Malheurcusement,  on  est  loin  d'avoir  pour  le  pendule 
des  stations  assez  nombreuses  et  assez  bien  distribuees  sur  le  globe  pour  pou- 
voir  operer  comme  on  vient  de  le  dire. 

Avant  de  quitter  ces  considerations  generales,  nous  ferons  remarquer  la  liaison 
necessaire  entre  la  figure  du  geoide  et  Tintensite  do  la  pesanteur  a  sa  surface. 
II  est  impossible  qu'il  y  ait  sur  les  oceans  un  exces  de  pesanteur,  sans  que  leur 
surface  presente  des  anomalies  correspondantes.  On  a 

P,=  §  /  siii*^};--^  J  (  sin'^};'—  o  )  -^  3cos4'COs4''sin^};sin4''cos(X  —  V) 

3 

-h  J  cos*4^cos*4''cos2(X  —  V). 

On  en  conclut  que  g  est  de  la  forme 

(19)  ^' zz.  G  Ti  -H  /i  Tsin'^  --  i j  _|.. .    I 

et  que  Ton  a 


TT 


(20)  "^  -  lli  r    '^'  f     *''  (s'n'i'-  g)  cos-yrf^;'. 

On  a  ecrit  dans  Texpression  (19)  de  g^  seulement  les  fonctions  spberiques  du 
second  ordre,  en.  y  suppriraant  meme  tout  ce  qui  depend  de  la  longitude.  Le 
coefficient  n  de  sin^^*  ^  ^^  signification  precise  indiquee  plus  haut;  on  admet 
que  la  condensation  ne  Ta  pas  altere  d'une  maniere  sensible. 
On  prend  done  finalement 

g  —  x-^-y^xn^^y         x  —  Gii  —  ^nY         jzz:/iG, 

comme  unc  formule  d'interpolation,  et  Ton  calcule  x  ti  y  par  la  methode  des 
moindres  carres,  en  partant  des  equations  que  Ton  deduit  de  la  formule  en  y 
rcmplaQant^successivement  par  les  intensites  g\  g^\  ...  mesurees  aux  latitudes 

'!»', '!»", Mais,  sur  les  iles,  Tinfluence  des  termes  laisses  de  cote  est  sensible; 

il  en  resulte  qu'on  obtiendra  des  resultats  differents  suivant  que  Ton  prendra 
un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  stations  insulaires.  M.  Helmcrt  s'est  decide 
a  n'employer  que  les  stations  continentales  et  celles  des  cotes;  il  a  trouve  que 
les  Iles  sont  trop  irregulierement  distribuees  et  que  les  reductions  de  condensa- 
tion sont  trop  incertaines.  11  a  montr6,  du  reste,  en  partant  de  la  relation  (20), 
que  cette  maniere  de  proceder  est  justifiee  par  ce  fait  que,  pour  chaque  degre 
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(le  latitude,  la  somme  dcs  rapports  de  la  surface  dcs  continents  a  celle  des  iners, 
dans  les  deux  hemispheres,  est  a  peu  pres  la  nieme. 
Voici  le  resultat  des  calculs  numeriques  : 


y-^  o,oo5i93, 

/  ir_  o"*, 990 918(1  -+-  o,oo53iosin^^}\ 
g\  -  9'",  7800     (1  4-  o,oo5  3iosin*t];). 


On  a  done  ai  =  o,oo53io  (ou  plutot  o,oo53oi,  en  calculant  rigoureusement); 
la  relation 


2    ' 


donne  ensuite  e,  = ;t-  Par  un  calcul  plus  coniplet  et  en  tenant  compte  d'un 

'297,8  ^  '  ^ 

terme  du  second  ordre  en  sin^'|  dans  Texpression  de  g,  Tauteur  arrive  a  trouver 
pour  Taplatissement  la  fraction  ; ■-— — ;>  a  laquelle  il  s'arrete. 

On  pent  voir  par  ce  qui  precede  combien  la  determination  de  la  figure  de  la 
Terre  devient  delicate  et  difficile,  soit  qu'on  parte  des  operations  gcodesiques 
ou  des  mesures  du  pendule,  quand  on  veut  tenir  compte  des  irregularites  de  la 
surface  et  de  la  croute  terrestre.  Le  lecteur  curieux  d'approfondir  ce  sujet  con- 
sultera  avec  fruit  un  important  Memoi  re  de  M.  G.  Stokes,  On  the  variation  of  gravity 
at  the  surface  of  the  Earth  (^Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society  y 
t.  VIII).  Si  la  theorie  du  pendule  au  point  de  vue  de  Tattraction  laisse  encore 
a  desirer,  il  ne  faut  pas  oublier  non  plus  que  les  observations  elles-memes 
sont  delicates  et  sujettes  a  des  causes  d'erreur  qu'il  n'est  pas  loujours  facile 
d'evaluer  exactement.  Dans  ces  dernieres  annees,  des  progres  ont  etc  realises 
dans  les  appareils,  notammentparM.  le  commandant  Defforges.  II  est  a  souhaiter 
qu'on  mette  a  profit  ces  ameliorations  pour  faire  de  nouvelles  mesures  de  Tin- 
tensite  de  la  pesanteur  en  un  grand  nombre  de  stations  convenablement  choisies. 

166.  Determination  de  I'aplatissement  de  la  Terre  k  I'aide  des  observa- 
tions de  la  Lune.  —  La  Terre,  par  suite  de  i'aplatissement  de  ses  couches  de 
niveau,  n'attire  pas  la  Lune  comme  si  toute  sa  masse  etait  reunie  a  son  centre 
de  gravite.  II  doit  done  en  resulter  dans  le  mouvement  de  la  Lune  des  perturba- 
tions que  nous  apprendronsacalculer  dans  le  tome  III.  Leur  determination  ana- 
lytique  a  ete  faite  a  plusieurs  reprises,  notamment  par  Laplace  et  Hansen; 
M.  Hill  a  traite  ce  sujet  avec  les  plus  grands  details  dans  son  Memoire  intitule  : 
Lunar  inequalities  due  to  the  ellipticity  of  the  Earth  (Washington,   188/4).  Le 
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nombre  des  inegalites  qu'il  a  niises  on  evidence  est  considerable;  toutefois 
elles  sont  tres  petites,  sauf  deux,  dans  la  longitude  L  et  dans  la  latitude  A.  Si, 
dans  les  coefficients  de  ces  deux  inegalites,  -on  remplace  les  elements  par  leurs 
valeurs  nunieriques,  on  trouve 

5L:^.-h654o"^^j=-!^sinI), 

Mo* 

dA=:- 7439^^ sin IV. 

A  et  C  designent  les  moments  d'inertie  de  la  Terre  par  rapport  a  son  axe  de  rota- 
tion et  a  un  axe  situe  dans  le  plan  do  Tequateur;  b  represente  le  rayon  equato- 
rial et  M  la  masse  de  la. Terre;  D  est  la  longitude  moyennc  du  nneud  ascendant 
de  Torbite  lunaire,  comptee  a  partir  de  Tequinoxe  mobile,  et  D'  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune  comptee  du  meme  equinoxe.  On  voit  que  SL  aura  une  pe- 
riode  tres  longue,  18  f  ans;  la  periode  de  o\  est  beaucoup  plus  courte  :  c'est 
un  mois  lunaire. 

On  a  vu  (n"  102)  que,  sans  connaitre  la  loi  de  variation  de  la  densite  a  I'in- 
terieur  de  la  Terre,  en  supposant  seulement  que  les  surfaces  de  niveau  soient 
des  ellipso'ides  de  revolution  et  que  la  densite  aille  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  on  pent  ecrire  la  relation 


oil  £  et  o  ont  la  signification  anlerieure. 

Hansen  a  montre  que  Taction  des  planetes  sur  la  Terre  et  la  Lune  produit 
deux  inegalites  ayant  les  memos  arguments  D  et  D'  et  dont  les  coefficients  sont 
ogaux  respectivement  a  —  o",o()i  et  —  o",2'|0.  On  aura  done  finalement 

I  oL  :--::      [4360"  /^g  -  I  9^  _  o^oGil  sini), 
(l)  < 

/  $\  !-=  -  l\c)^i)"  (s  -  -  ^  ?)  -^  ^'»  240]  sinl)'. 

Si  done  on  pout  determiner  par  les  observations  de  la  Lune  les  coefficients 
de  sinD  ot  de  sinD'  dans  SL  et  oA,  on  en  conclura  £.  Ces  coefficients  sont 
presque  ogaux;  il  semble  que  oA  soit  plus  facile  a  determiner  que  SL,  au  moins 
parce  que  les  circonstances  favorables  se  presentent  plus  frequemment  a  cause  de 
la  periode  qui  est  plus  courte;  Hansen  a  trouve  le  coefficient  de  sinD'=  8", 382. 
On  en  conclut 


8,38:?  _  0,940  H-49'>9  U  — -9)  5 
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d'oii,  a  cause  de  9  =  o,oo3468, 

b  —  a  I  b  —  a  i 


£ 


a  296,2  b  297,2 


M.  Helmert,  dans  le  tome  II  de  son  Traite,  page  473,  s'arrete  a  la  valeur 
^r-r de  Taplatissement,  comme  resultant  des  observations  de  la  Lune. 

297,8±2,2  * 

M.  Faye  donne  {Cours  d' Aslronomie,  t.  II,  p.  3i6)  8", 39  comme  valeur  du 
coefficient  de  sinD'  conclue  des  observations  de  Greenwicb.  Cela  conduirait  a 

I  b  —  a  I 

£  = t;? 


292,6  b  293,6 

La  difference  de  o",  2  entre  les  deux  valeurs  attributes  ci-dessus  au  coefficient 
de  sinD'  prouve  que  la  determination  de  cette  inconnue,  en  partant  des  obser- 
vations de  la  Lune,  est  une  cbose  delicate.  On  pent  cependant  fesperer  d'obtenir 
avec  le  temps  une  approximation  satisfaisante.  La  metbode  presente  cet  avan- 
tage  qu'elle  donnera  Taplatissement  moyen,  tandis  que  nos  operations  geodc- 
siquesn'embrassent  jusqu'ici  que  des  regions  limitees,  situees  toules,  sauf  une, 
dans  rbemispbere  boreal. 

167.  Reflexions  gSnSrales  et  conclusions.  —  L'examen  des  valeurs  obte- 
nues  pour  Taplatissement  de  la  Terre  par  diverses  metbodes  et  avec  des  don- 
nees  numeriques  de  sources  differentes  montre  qu'on  n'en  est  pas  encore  arrive 

au  point  de  pouvoir  affirmer  que  I'aplatissement  — ^--p  de  M.  Clarke  doit  etre 

290,0 

prefere  a  Tune  des  valeurs 2^>  5  auxquelles  est  parvenu  M.  Helmert.  On 

r  299,26    297,8        ^  ^ 

remarquera  d'ailleurs  que  les  erreurs  probables  des  denominateurs  de  ces  der- 

nieres  sont  de  i  ou  de  2  unites.  La  tbeorie  de  Clairaut  neglige  du  reste  les 

quantites  du  second  ordre  et  ne  perniet  pas  de  distinguer  entre  Tellipticite  et 

I'aplatissement,  de  sorte  qu'on  ne  pent  pas  pretendre  a  determiner  le  denomi- 

nateur  en  question  a  moins  d'une  unite  pres  (*). 

II  s'agirait  done  de  savoir  si  Taplatissement  — ^  ou  —  doit,  des  a  present, 

etre  remplace  par  — ^  ou  — 7-  Nous  ne  pensons  pas  que  la  cbose  puisse  etre 

29^        294 

regardee  comme  demontree.  Cela  entrainerait,  comme  on  Ta  vu,  des  conse- 


(»)  M.  0.  Callandreau  a  6tendu  la  tli^oric  de  Clairaut,  en  tenant  compte  des  tcrmes  du  carr6  de 
Taplatissement,  dans  un  important  M^moire  :  Sur  la  thc'orle  de  la  Jignre  des  plancics  {yinnales  de 
I'Observatoire  de  Paris,  t.  XIX). 
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quences  assez  graves,  car  il  y  aurait  contradiction  entre  Taplatissement  — 5  et  la 
valour  numeriquc  de  la  constante  — jr —  fournie  par  la  theorie  de  la  precession. 

II  n'en  est  plus  ainsi  quand  on  adopte  —  ou  un  aplatissement  plus  petit. 

M.  Roche,  regardant  la  contradiction  comme  bien  etablie,  en  avaitconclu  que 
rinterieur  de  la  Terre  doit  etre  solidc  (Memoire  stir  Vciat  intcrieur  du  globe 
terrestre,  Paris,  1881).  Cette  conclusion,  qui  serait  d'une  importance  capitale 
pour  la  Geologic,  ne  pent  done  pas  encore  etre  consideree  comme  certaine.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet. 


T.  -  II. 
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CHAPITRE  XXII. 


EQUATIONS  DIFFfiRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

DE  LA  TERRE. 


168.  Considerations  g6n6rales  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre.  —  Nous  supposons  que  la  Terre  pcut  etre  assirnilee  a  un  corps  solide; 
nous  ferons  done  abstraetion,  pour  le  moment  du  moins,  des  deplacements  rela- 
tifs  possibles  de  la  masse  fluide  interieure  par  rapport  a  recoree  terrestre  et 
aussi  des  deplacements  relatifs  des  mers.  Le  mouvement  de  la  Terre  sera  consi- 
dere  comme  resultant  de  deux  autres  :  le  mouvement  du  centre  de  gravite  et  le 
mouvement  relatif  autour  de  ce  centre.  Ces  mouvements  sont  la  consequence 
des  impulsions  initiales  et  des  forces  d'attr.iction  qui,  d'apres  la  loi  de  Newton, 
sollicitent  chacune  des  molecules  de  la  Terre  vers  chacune  des  molecules  du 
Soleil,  de  la  Lune  et  des  planetes.  Dans  I'etude  du  second  mouvement,  les 
seules  influences  sensibles  sont,  comme  nous  le  montrerons,  celles  du  Soleil  et 
de  la  Lune. 

Si  la  Terre  etaitcomposee  de  couches  spheriquesconcentriques  et  homogenes, 
les  resuUantes  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  seraient  des  forces  passant 
par  le  centre  de  gravite,  et  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  ce  point  consis- 
terait  en  une  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  de  direction  invariable,  fixe  a 
I'interieur.  Mais  la  Terre  est  aplatie,  et  le  probleme  est  assez  complexe.  On  sait 
d'abord  que  les  equations  differentielles  du  mouvement  autour  du  centre  de  gra- 
vite 0  sont  les  memes  que  si  ce  point  etait  fixe.  11  s'agit  de  former  ces  equations. 
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Nous  menons  troisaxesdc  directions  invariablcsOX,OY,OZ;  leplan  XOYsera 
parallele  au  plan  de  recliptique  d'une  certaine  epoque  et  OX  dirige  vers  reqiii- 
noxe  de  cette  epoque.  Considerons  d'abord  la  Terre  comme  formee  de  points  ma- 
teriels  separes  les  uns  des  autres.  Les  conditions  de  liaison  provenant  de  la  soli- 
dite  sont  que  les  distances  niutuelles  des  divers  points  sont  invariables.  On 
tient  compte  de  ces  conditions  comme  il  suit :  on  considere  un  second  systeme 
d'axesrectangulairesOo:,,  Oj,,  Oz^  lies  invariablementa  la  Terre.  Soient^,  y,  z, 
^«»  Ji»  ^1  les  coordonnees  de  Tun  des  points  materiels  M  dans  les  deux  sys- 
temes.  On  pourra  passer  des  unes  aux  autres  par  les  formules  connues 

IX  =1  a  JTt  -f-  ^  Vi  4-  c  ^, , 
,  z  =r.  a'',r,  -4-  b\r^  -\-  c" z^ ; 

^M  Ji»  ^\  vestent  invariables  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  quand  on 
considere  un  meme  point  M.  Les  neuf  cosinus  a,  6,  ...  sont  des  fonctions  du 
temps  qu'il  s'agit  de  trouver.  Quand  on  les  aura  obtenues,  les  formules  (i) 
feront  connaitre  les  coordonnees  des  divers  points  du  corps  rapportees  aux  axes 
OX,  OY,  OZ.  On  sait  que  ces  cosinus  sont  lies  par  six  relations  distinctes.  11 
est  commode  de  les  exprimer  a  I'aide  de  trois  variables  :  nous  adopterons  les 
trois  angles  d'Euler. 

169.  Angles  d'Euler.  —  TraQons  une  sphere  de  rayon  i  ayant  son  centre 
en  0;  sa  surface  est  percee  par  les  parties  positives  des  axes  aux  points  X,  Y,  Z, 
^i>^4»  ^f  {fig-  2iC).  Considerons  un  mobile  en  mouvement  sur  Tare  de  grand 

Fig.  26. 


Z 


.0 


cercle  oo^y^  dans  le  sens  .^,,v,;  ce  mobile  travcrsera  le  grand  cercle  XY  au 
point  N  quand  il  passera  de  rhemisphere  XYZ  dans  rhemisphcre  oppose  XYZ, 
(Z^  designant  le  point  diametralement  oppose  a  Z).  Le  point  N  est  le  nceud 
descendant  du  grand  cercle  x^y^  par  rapport  a  XY. 
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On  pose 

et  cet  angle,  qui  est  compte  a  parlir  de  X  en  sens  inverse  de  XY,  jusqu'au 
point  N,  pent  etre  compris  entre  o  et  27:.  Lorsque  le  mobile  passe  en  N,  la  direc- 
tion de  son  mouvement  fait,  avec  la  (angente  en  N  a  Tare  NX,  un  angle  0  qui 
est  evidemment  compris  entre  o  et  t:.  Sur  la  figure,  on  a 

On  pose  enfin 

Nxj  =  9; 

cet  angle  se  compte  a  partir  du  point  N,  dans  le  sens  du  mouvement  du  mobile 
considere  plus  haut,  jusqu'au  point  ^^ ;  9  est  compris  entre  o  et  211.  Les  trois 
angles  d'Euler  sont  9,  0,  ^.  Nous  allons  exprimer  les  neuf  cosinus  en  fonction 
de  9,  0,  ']f.  II  suffira  d'appliquer  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonometric 
spherique  a  chacun  des  huit  triangles 

XN^i,    XN/i,    XNs,;        YNo^i,    YNvi,     Y^z,;        ZN^„     ZN/j. 

On  trouvc  ainsi  (') 

a  —  cos^};cos9  f- sin ^J^  sin 9  cos 0, 
a'  —  —  sin  ^  cos  9  -f-  cos  4*  si n  9  cos  0^ 
a"  ^=^  -  sin  9  sin0; 

b  ^=.  —  cos^*  sin9 -h  sinv|^cos9cos0, 
(2)  /  6'—      sin  4*  sin 9  H- cos 4*  cos 9  cos 0, 

^''=— COS9  sin0; 

c  rr  sin^J^sin^, 
d  •=.  cos  4"  sin  0, 
\  c^'^cos^. 

II  faudrait  trouver  9,  ^y  6  en  fonction  de  /. 

J  70.  Variables  auxiliaires.  —  On  a  vu  en  Cinematique  que  le  mouvement 
d'un  corps  assujetti  a  tourner  autour  d'un  point  fixe  0  consiste  a  chaquc  instant 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  instantane  01  passant  par  ce  point.  Soit  w  la 
vitesse  de  cette  rotation  a  Tepoque  i\  on  porte  sur  01,  dans  un  sens  determine 
une  fois  pour  loutes,  suivant  le  sens  de  la  rotation,  une  longueur  01  =  (o;  les 
projections  du  point  I  sur  les  axes  Oa;^,  Or,,  O5,  sont  les  trois  variables  auxi- 


(*)  Pour  passor  de  cc  systeme  a  un  autre,  qui  est  employ6  dans  quelques  Trait6s  de  M^canique,  i 
faut  remplacer  ^  et  0  par  —  4^  ®^  "~  ^5  I'oubli  de  cette  pr6caution  a  entraine  plus  d'une  erreur. 
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liaires  qu'il  y  a  lieu  d'introduire;  on  les  represente  par/?,  q,  r.  Si  Ton  decom- 
pose la  rotation  w  en  trois  autres  s'effcctuant  suivant  les  axes  Oxf,  Oj,,  OZf, 
les  vitesses  de  ces  rotations  composantes  seront  precisement  egales  a/?,  y,  r. 
Les  quantites/?,  y,  r  sont  liees  aux  variables  9,  G,  v|;  et  a  leurs  derivees  par  les 
relations  suivantes  (t)oir  le  Traite  de  Mecanique  de  Poisson  ou  celui  de  M.  Des- 
peyrous) : 

p  —  ^^'sm^?  sin9  —  9'cos9,        4*'—  -7^ 

(3)  '  7r=rd''sin^cos9 -+-0' sin^,        9'= -I, 

f  ^9 

Les  quantites  /?,  y,  r  jouent  un  role  important;  clles  permettent  d'abord 
d'exprimer  la  vitesse  angulaire  ot  les  cosinus  directeurs  de  I'axe  instantane  : 

cos(a^iOI)  — 

cos(7iOI) 
(4) 

cos  (5,  01) 

0)  =1  \fp^  -\-  7'  4-  r*. 

On  pent  ensuite  s'en  servir  pour  exprimer  la  force  vive  du  corps 


p 

s/p'- 

n 

H-r' 

>/? 

r 

-r-'-' 

s/'p^ 

+1' 

4-r» 

-■^E"' [(§)■- (ST- (S)'] 


Si  les  axes  0^,,  Oj,,  Oz^  sont  les  axes  principaux  d'inertie  du  point  0  et 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux,  c'est-a-dire  si  I'on  a 

on  demontre  que  Ton  a  simplement 

(5)  •  2T  =  A/>'-f-B7*4-C/^ 

Si,  par  le  point  0,  on  mene  une  droite  egale  et  parallele  a  la  quantite  de 
mouvementdu  point  M,  mais  de  sens  contraire,  on  obfient  un  couple.  II  y  en 
aura  autant  que  de  points  M;  tons  ces  couples  se  composent  en  un  seul,  le 
couple  resultant  des  quantites  de  mouvement,  Soit  OG  Taxe  de  ce  couple  en 
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grandeur  et  en  direction;  on  a 


cos(a7iOG) 


,  cos  ( xiOG)  ~  — . 

cos(j,  OG)—  —z^ -J= — —  > 

II  est  facile  de  calculer  Tangle  do  I'axc  instantane  et  de  I'axe  du  couple  resul- 
tant. On  tire,  en  effet,  des  formules  (4)  et  (6) 

I    cos(GOl)—  --,--. 


'  '  .innrnn    .  (C- B)V/'/-'+(A-C)^/-V4- (B  -  A)Vy^ 

171.  ilquations  de  Lagrange.  —  Les  formules  (3)  et  (5)  donnent  T  cx- 
prime  en  fonction  des  trois  variables  -p,  0,  v|;  et  de  Icurs  derivees  (p',  0',  ^\  On 
remarquera  que  9,  0,  ^  remplacent  ici  les  variables  independantes  y,,  q\,  ... 
du  n^  3  (t.  I,  Introduction).  Les  liaisons  sont  exprimees  par  les  equations  (1); 
elles  sont  independantes  du  temps.  Soit  U  la  fonction  des  forces;  les  formules 
de  Lagrange  deviennent  ici 


(8) 


dt  \d^' )       d^       do  ' 
cU\dO'  J  '"  dO  ~''    do' 

Les  relations  (3)  et  (5)  donnent 

-y-,  -  —  A/?cos9  -4-  B7sm9, 

-T77  ^^  sin(y(Ayj  sin  9  -4-  B 7  cos 9)  —  C/'Cos^, 

dT  d'h  dO 

—  ^  (A/>cos9  -—  B7sin9)  sin6'  -jj  n-  ( A/>  sin  9  4-  B7COS9)  -^> 

— .  —  [cos&(A/>sin9  -f-  B7COS9)  -4-  C/sin^]--^) 
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II  n'y  a  plus  qu'a  porter  ces  expressions  dans  les  formules  (8).  La  premiere 
devient 

C_+B7(^sin9sm0^-cos9-^J--A/.(^coscps,n^^^+sin9^J.=  ^ 
ou  bien,  en  ayant  egard  aux  relations  (3), 

(9)  C^j+(Ti-\)pq^-^-. 

La  seconde  des  formules  (8*)  donne  cnsuite 

—  A  C0S9  -Jj  -4-  B  sin  9  -^  4-  -~  (A/?  sin  o  -\-Bq  COS9) 

-  -  -^  [(A/?sin9  -{-  B<7COS9)cos6  -1-  Crsin^]  --  -r^> 

ou  bien,  en  remplagant  37  ^t  ^  par  leurs  valeurs  tirees  des  formules  (3), 

(10)        —  Acos9^  -f-  Bsm9^  -f-  (A  --C)/V9sin9  4-  (B  -  C)  /•^cos9  --  -t^« 
La  troisieme  des  formules  (8)  donne  de  memo 

A     •    fl    •       ^P       n    '    n  dn  dr 

A  sin  9  sin  9  -f-  -i-  B  sin  y  cos o  —-  —  Ccos0-r- 

^  dt  '  dt  dt 

do 
-^    -7~{^^P  sin  0  cos 9  —  liq  sin 0  sin 9) 

etc 

h  ^(A/?cos9sin9  h-  B7Cos(?cos9  -h  Crs'mO)  ==>£m- 
ou  bien,  en  remplacant  7?'  ^  ^^  77  P^^  leurs  valeurs  tirees  des  formules  (3) 

ct  (()). 


f       A         •  ^P  I> 

I  A  sill 9  -J-    \-  U  cos 


^0 

o  -^ 
dt 

(II)      (■ 


M-  (A  —  C)/7?cos9  —  (B  —  C)/-7sin9  — -  -r^^  ( -tt    r-  cos(? 


II  n'y  a  plus  qu'a  resoudre  les  equations  (lo)  et  (1 1)  par  rapport  ^  7?  ct  -t^; 
on  trouve  ainsi  les  equations  suivantes,  que  nous  avons  fait  suivre  de  la  for- 


dV 

39 
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mule  (9), 

,dp      _      „,  siiKffdV  ^dV\  dV 

A^  +  (C-B)7/-=^J-(3^  +  cos9j^j-cos<p^, 

Ce  sont  les  trois  equations  d'Euler,  dans  lesquelles  les  sommes  des  moments  des 
forces  exterieures  par  rapport  aux  axes  principaux  ont  ete  exprimees  a  Taide 

de  9,  0,  ^  et  des  derivees  partielles  ^.  ^-j  -rr- 

U  est  une  fonction  de  9,  0,  ^  et  do  t,  que  nous  apprendrons  bientot  a  former. 
Les  formules  (3)  et  (12)  constituent  un  systeme  de  six  equations  differentielles 
simultanees  du  premier  ordre  aux  inconnues  9,  0,  'I,  p,  q,  r.  On  ne  pent  evi- 
demment  pas  songer  a  une  integration  rigoureuse.  On  va  determiner  une  va- 
leur  tres  approchee  de  U  en  ayant  egard  a  cctte  double  circonstance  favorable  : 
d'une  part,  le  rayon  moyen  de  la  Terre  est  petit  par  rapport  aux  distances  qui 
la  separent  de  la  Lune  et  du  Soleil;  d'autre  part,  les  surfaces  de  niveau  de  la 
Terre  sont  peu  eloignees  de  la  forme  spherique. 

172.  De  la  fonction  des  forces  U.  —  Soit  d\j.  la  masse  d'une  molecule  M, 
du  Soleil  ou  de  la  Lune,  A  sa  distance  au  point  M;  la  fonction  des  forces  a  pour 

expression  V  — V-- *  oil  le  signe  ^  doit  s'etendre  a  tous  les  points  M  et  a  tous 

les  elements  d\}.  du  Soleil  ou  de  la  Lune.  Si  les  points  M  forment  la  masse 
continue  de  la  Terre,  le  ^  se  change  en  une  integrale  sextuple;  il  vient,  en 
mettant  dm  au  lieu  de  m. 

En  laissant  le  point  M,  fixe  et  faisant  occuper  a  M  toutes  les  positions  a  Tinte- 
rieur  de  la  Terre,  on  a  (t.  I,  p.  61) 

'dm       M       A-+-B-+-C  — 31 


rdm  _  M 
J     A   -  A, 


2a; 


oil  M  designe  la  masse  de  la  Terre,  A,  la  distance  OM,,  A,  B,  C  les  moments 
d'inertie  principaux  de  la  Terre  au  point  0,  et  1  le  moment  d'inertie  de  la  Terre 
par  rapport  a  la  droite  OM,.  Les  termos  non  ecrits  sont  tres  petits  pour  deux 
raisons  :  d'abord  parce  que  les  dimensions  dc  la  Terre  sont  petites  par  rapport 
aux  distances  qui  separent  son  centre  dc  gravite  des  divers  elements  du  Soleil 
T.  —  IL  48 
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et  de  la  Lune,  ensuite  parce  que  les  surfaces  de  niveau  de  la  Terre  sont  peu 
aplaties.  On  peut  meme,  dans  le  terme ^ >  remplacer  I  par  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  Terre  par  rapport  a  la  droite  00^  et  A,  par  p,  en  designant 
par  0,  le  centre  de  gravite  du  Soleil  ou  de  la  Lune,  et  faisant  00,  =  p.  On 
aura  done 

rdm       M        A-4-B-+-C  — 31 

J  -1  ---  5;  -^  -- 


2p' 


et,  par  suite, 


Soit  M,  la  masse  du  Soleil;  on  aura  Tr/jx  =  M,.  L'integrale  /  -£  est  inde- 

pcndante  de  9,  0,  'j*  et  disparaitra  des  seconds  membres  des  equations  (12) 

qui  ne  contiennent  que  les  derivees  partielles  t~'  "^  ®t  -rr-  On  peut  done  se 
borner  a 

A-4-B-+-C  — 31 


(l3)  U=z:fM 


ap' 


Soient  $1,  y],,  ?I,  les  coordonnees  du  point  0,  par  rapport  aux  axes  Ox^, 
Oj<,  0:?,,  qui  sont  des  axes  principaux  d'inertie  pour  le  point  O.  Un  theoreme 
connu  donne 

On  a  d'ailleurs 

et  la  formule  (i3)  devient,  en  laissant  encore  de  cote  des  termes  independants 

de  9,  0,  vj;, 

1      ^  p* 

fl  faut  ajouter  un  terme  semblable  pour  tenir  compte  de  Faction  de  la  Lune. 
Nous  representerons  par  M',  la  masse  de  la  Lune,  par  p'  la  distance  de  son  centre 
de  gravite  0'^  a  celui  de  la  Terre  et  par  ^',  et  r]\  les  coordonnees  de  0',  rapportees 
aux  axes  0^,,  O/,.  Nous  aurons  ainsi 

^  2  p*  2  '  p'* 

II  convient  de  voir  comment  cette  expression  approchee  de  U  depend  de  <p,  0 
et  ^.  Soient  ?,  y),  I  les  coordonnees  de  0,  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  OZ; 
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les  formules  de  transformation  (i)  donneront 

$,  Y],  !^  sont  des  fonctions  de  /;  9,  6  et  v|;  ne  seront  introduits  que  par  les  neuf 
cosinusa,  b,  ....  Les  formules  (2)  donnent  d'ailleurs 


jr 


il  en  resulte 


db__  ^___  .         ^-  _     . 


^^»  =^,$^6'r,4-6'C=^t),, 


(?9 
(?9 


r:^—  (a?  +  a'm  4-  a'^C)  =—  ^, ; 


la  formule  (i4)  donnera  done 

^=:.3fM,(B--A)^-i-3fM;(B-A)^, 

et  la  derniere  des  equations  (12)  pourra  s'ecrire 

Cette  equation  en  donne  deux  autres  analogues  par  raison  de  symetrie,  et  Ton 
voit  que,  avec  la  valeur  approchee  de  U,  les  formules  (12)  peuvent  etre  rempla- 
cees  par  les  suivantes  : 

(i5)  i  Bg-h(A-C)r/^-3f(A-C)(M,^+M;^), 

cg4-(B~A)/>^  =  3f(B-A)(M,i^+M;^^^ 

173.  Variables  canoniques.  —  Comme  dans  le  n°  4  de  I'lntroduction  du 
tome  1,  nous  allons  introduire  les  variables  /;,,  p^,  p^  que  nous  designerons  par 
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?i>  0|»  '^1 ;  cUes  remplaceront  (p',  0'  et  ']f\  Nous  aurons  done,  par  definition, 


ou  bien,  en  nous  reportant  aux  dernieres  forniules  de  la  page  375, 

(17)  I  ^1  ~  — A/?cos9  4- Bf/sincp, 

^J^j  z=L  (A/?  sin  9  -+-  B^  cos  9)  sinS  —  C/cos^. 


On  en  tire  inversement 


4  •]>i-h9iCOS0     .  . 

A />  =^  -5^ r-4 Sin  9  —  ^1  cos  9, 

'^  sin5  ^  ^ 

i>         J'i-f-9iC0S^  ^     . 

BflTzzz-L xi^ COS9  +  Bi  sin9, 

Cr  1=  9„ 


et  I'expression  (5)  de  la  force  vive  devient 


/    ox  rr  1    /J^,+  9,  COS^    .  r,  y         ^    /^J^, -+- 9,  COS  9  /i      •        \'        '       » 

('^)    "^""a(       sine       sm9-g.cosyj+g(^'*''    ^.^^'^        cosy  +  g.sinyj +^9?. 

On  sait  (t.  I,  Introduction,  n*^  4)  que  Ton  aura  ce  systeme  d'equations  diffe- 
rentielles  canoniques 


(«9) 


/   do        da 
1   dt        d(^i 

^9i 
dt 

da 

\  d9       Oa 

1  dt     de,' 

dB, 
dt 

da 
de' 

dr]^       da 
dt        d^, ' 

^+1 
dt 

da 
d^' 

a  = 

T      U. 

U  est  une  fonction  connue  de  9,  0,  4*  et  de  /;  T  est  une  fonction  de  <p,  0,  ^,  ^^, 
0,  et  4*1  definie  par  la  formule  (18).  On  a  ainsi  un  systeme  canonique  a  six  va- 
riables. 

Cherchons  a  nous  faire  une  idee  de  la  grandeur  du  rapport  Tp*  L'observation 

monlre  que  les  latitudes  terrestres  sont  invariabies  ou  du  moins  que  leurs  varia- 
tions sont  extremement  petites;  or  le  complement  de  la  latitude  d'un  lieu  est 
Tangle  que  fait  la  verticaledecelieu  avec  Taxe  instantane  01.  II  enfautconclure 
que  les  deux  points  oil  cet  axe  perce  la  surface  de  la  Terre  sont  toujours  les 
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memes  ou  du  moins  a  tres  peu  pres.  Or  on  sait  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  que  I'axe  instantane  s'ecarte  toujours  fort  peu  de  Tun  des  axes  princi- 
paux  d'inertie  du  point  0.  Nous  appellerons  Os^  cot  axe  principal.  Les  donnees 
acquises  sur  la  figure  et  ia  constitution  de  la  Terre  montrent  que  Ton  a  C  >  A, 

et  que  le  rapport ..  __  ,  est  petit.  On  pent  done,  pour  ie  but  actuel,  faire  B  =  A 

dans  la  formule  (i4)»  ^U  en  reiuplaQant  ^^    ,^*  par  son  maximum  egal  a  i,  il 

P  ^ 

viendra 

Or,  si  les  orbites  decrites  par  le  Soleil  et  la  Lune  autour  du  point  0  etaient  circu- 
laires,  ce  qui  est  peu  eloigne  de  la  realite,  on  aurait,  en  designant  par  m  et  m' 
les  moyens  mouvements, 

fM,  =  m«p»,         fM^/n'«p'>; 

rinegalite  precedente  devient  ainsi 


U<^(C-A)(/n«+^m'«) 


On  tire  maintenant  des  relations  (/j) 


a  9 


Ci)' 


puisque  Tangle  z^Ol  est  tres  petit,  c'est  que  -  et  -  sonteux-memes  tres  petits; 

r  est  voisin  de  co,  et  Texpression  (5)  de  2T  devient  a  fort  peu  pres  egale  a  C  co*. 
On  aura  done 


On  a 


m _j_  M',  _    I  m' 5  C  —  A I 

w""366'  "M—gl'         "^"'^^  ""C~~3^' 


il  en  resulte 


T       4  000  000 


Le  rapport^  est  done  tres  petit,  et,  comme  onaQ  =  T(i  —  7«j,  on  pent 

chercher  a  integrer  les  equations  (19)  dans  unc  premiere  approximation  en  y 
supposant 
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Si  Ton  veut  suivre  la  methode  de  Hamilton-Jacobi,  il  faut  considerer  I'equation 

•         Tt-^^  =  ''' 
y  remplacer  T  par  son  expression  (i8),  puis  (p^,  6,  et  ^^  respectivement  par 


(ao)  ?i^X-'  ^i—M'  ^1  ~ 


ce  qui  donne 

J  o  = 

(21) 


de 


I    rsino/e^S  .dS\  dSy 

I    fcoscp/dS  .e^S\  (JS1«        I    /dSy 


G'est  une  equation  aux  derivees  partielies  du  premier  ordre  contenant  quatre 
variables  independantes  /,  <p,  6,  ^  et  dont  il  faudrait  trouver  une  solution  S  ren- 
fermant  trois  constantes  arbitraires.  La  recherche  directe  de  cctte  solution  pre- 
sente  des  difficultes  serieuses,  et  nous  y  arriverons  bientot  en  suivant  une  voie 
detournee. 
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INTEGRATION  DES  EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  NON  TROUBLfi.  ~  MfiTHODE 
ELEMENTAIRE.  -  METHODE  DE  IIAMILTON-JACOBI.  -  VARIATION  DES 
CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


Nous  allons  proceder  d'abord,  par  la  methode  elementaire,  a  Tintegration 
des  equations  du  mouvement  quand  on  y  suppose  U  =  o.  Cela  revient  a  la  de- 
termination du  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  a  tourner  autour  d'un 
point  fixe  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  exterieures. 

174.  Calcul  de  /?,  q,  r.  —  Les  equations  d'Euler  deviennent  ici 

A^+(C->B)r//— o, 

(1)  ;  B^-l-(A-C)r/.^o, 

elles  forment  un  systeme  separe,  distinct  de  celui  donl  dependent  9,  6  et  4'*  Si 
on  les  multiplie  separement,  d'abord  par/?,  7,  r,  puis  par  A/?,  By,  Cr  et  qu'on  les 
ajoute,  on  obtient  des  combinaisons  integrables  qui  donnent,  en  representant 
par  H  et  G  deux  constantes  arbitraires, 

(2)  Ap^H-B  ^'-f-C  r»  — 2H, 

(3)  AV-+-B*7«-i-C*r«=  GV 

On  aurait  pu  ecrire  immediatement  ces  intcgrales.  En  effet,  puisqu'il  n'y 
a  pas  de  forces  exterieures  et  que  le  systeme  est  solide,  sa  force  vive  2T  est 
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invariable;  en  la  prenant  egale  a  2H,  on  a  la  relation  (2).  En  second  lieu,  Taxe 
du  couple  resultant  est  constant  en  grandeur  et  en  direction;  ses  projections 
A/?,  By,  Crsur  les  axes  mobiles  sont  variables,  mais  la  somme  de  leurs  carres 
doit  etre  constante,  ce  qui  donne  la  formule  (3);  G  designe  done  le  moment 
du  couple  resultant.  Si  Ton  elimine  r  oup  des  equations  (2)  et  (3),  il  vient 

(4)  A  (C  -  A)/>«-4-  B  (C  -  B)  7»  =  2Cn  —  GS 

(5)  B(B-A)7»-hC(C  — A)r»i=G*--2AH. 

Nous  avons  vu  que  le  moment  C  est  le  plus  grand;  on  pent  prendre  ensuite 
pour  axe  Oy^  celui  auquel  correspond  le  moment  moyen.  On  aura  done 

A<B<C, 

etles  premiers  membres  des  equations  (4)  et  (5)  seront  positifs.  II  devra  en  etre 
de  meme  des  seconds,  ce  qui  entraine  les  inegalites 


2CH-G»>o,        G«-2AH>o,        A<^<C. 

2 11 


Nous  poserons 


(«) 


/^-B  .        ,/C"-A  .  /B"^^^ 

,_     /G«-2AH  _     /     C      2CH^rG« 

^  -y  C(C-A)'         ^- VC^^G«-2AH' 

d'oii 

A      _      B      _        C  ,_    6»-a« 

I  — 6»  —  1  — a«~"  1  — a«6«'  ^  ^  1  — a»6*' 


G*  =  &)'«(C'+  A*a»(7'),        2H  =  &)'* (C  -H  Aa'(7«). 

On  verra  sans  peine  que  les  equations  (4)  et  (5)  deviendront 


c» 


~  g^  -f-  r«  =  o)'», 

de  sorte  qu'on  peut  faire,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  y , 

p  =z  (Mi' a d  cosxy        9  =  o)'6o-sinx»        /•  =r  w'  y^i  —  c^a*  sin*x* 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  de p,  q,  r  dans  Tune  quelconque  des  equations  ( 1 ), 
on  trouve 

■^  zn  ab(^'  \J\  —  c^fj'*^  sin*x» 
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d'oii,  cn  designant  par  h  une  constante  arbitraire, 


385 


Voici  done  Tensemble  des  formules  qui  donneront/?,  q^  ret  la  vitesse  de  rota- 
tion CO  en  fonction  de  /  et  des  trois  constantes  arbitraires  a>',  a,  h  : 


(A) 


X 


X 


<hi 


=  ab(Ai'(e'\-  h), 


0     \/i  —  c'o"' sin'x 
p  =z(^'a(jcosx,        ^=:  ci)'6o"sinx> 


/•  =1  w'  y/i  —  c*(7'  sin*x> 


On  voitque  les  calculs  conduisent  a  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module 
est  CO". 

175.  Expressions  de  f ,  6,  ^.  —  Les  formules  (3)  du  n°  170  donnent 


(6) 


de 

dt 

sm0-5^ 
dt 


=:^sm9  —  ^  COS9, 


/>sm9  -h^coscp. 


^9 
57 


•^  =  /•-i-col0(/>sincp  -h<7C0Scp). 


Nous  ne  procederons  pas  a  Tintegration  directe  de  ces  equations.  Represen- 
tons  par  <po»  ®o»  ^0  ce  que  deviennent  9,  0,  ^  quand  on  rapporte  les  axes  mo- 
biles»  non  plus  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  mais  au  plan  invariable  et  a  une 
droite  determinee  de  ce  plan  {fig.  27).  Le  plan  invariable  ou  plan  du  couple 


Fig.  37. 


z« 


•«• 


resultant  coupe  la  sphere  de  rayon  i  suivant  un  grand  cercle  fixe  HK.  Soient  Zo 
son  pole  boreal,  X©  un  point  determine  du  grand  cercle;  nous  aurons,  par  defi- 
nition, 

T.  -  IL  49 
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CommenQons  par  calculer  les  inconnues  auxiliaires  Oq,  0^,  ^o-  L'axe  du 
couple  resultant  est  dirige  suivant  la  droite  OZj,;  ses  projections  sur  Oo?,,  Oj<, 
0^^  sont  egales  a  Ap,  By,  Cr.  On  aura  done 

A/>~  Gcos(Zo,  ^i),        B<7-=Gcos(Zo,  /i),        Cr  :=  Gcos(Zo,  z^); 

ces  trois  cosinus  sont  analogues  aux  cosinus  a'\  h\  c"  du  n^  169  et  seront  don- 
nes  par  les  formules  (2)  de  ce  numero.  On  trouvera  ainsi 


(7) 


A/?=:—  Gsin0oSin9o»         Br/  =^  —  G  sin0oCOS9o>        Gr  =  Gcos^o; 


d'oii,  en  ayant  egard  aux  formules  (A)  et  {a). 


(B) 


.    ^     .                  Co' A  a  (7  cosy 
sin0oSin9o  = ^ -^ 

.    ^                        a)'B6(7siny 
sin&oCOS9o  = p ~y 

lang9o— ^colx. 


sin 00  ^  (7  y/      c»+A^a»(7«     ^^ 
w'Cv/i  —  c*(7*sin'x. 


cos  00  == 


G 


Remarquons  que,  pour  ^  =  —  A,  on  a  y  =  o,  sinOoCOS(po=  o,  sin6oSln(po<Co; 

sinOo  etant  positif,  on  doit  prendre  9©  = H  "^^s  reste  a  calculer  ^^;  nous 

partirons  pour  cela  des  formules  (6)  qui  ont  lieu  encore  quand  on  y  remplace 
9,  0,  ^  par  (po,  Oo,  ^0-  Nous  aurons,  en  particulier, 

sin9o-^y  =/?sm9o-hycos9o; 

d'oii,  en  ayant  egard  aux  relations  (7), 


(8) 


dt  ~  AV*-+-B«^*' 


En  remplagant  /?  et  y  par  leurs  valeurs  (A),  on  en  conclut 


(C) 


.  G      f^  A«*cos*x -^-B6'sin*)^  d^ 

^^■""aWj^     A'a'cos*x-*-B»6*sin«x  v'l  —  c»(7«  sin«x 


On  n'a  pas  ajoute  de  constante  arbitraire,  ce  qui  revient  a  prendre  pour  X©  la 
position  du  point  H  a  Tepoque  t  =  —  h.  Les  formules  (6)  donnent  encore,  en 
tenant  compte  des  relations  (7), 


-~j  -—  cos9o~y  =  sin0o(psin9o-h  ^cosoq)  —  r  cos^o 


~~  G 


2H 
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d'oii  cette  autre  expression  de  '^o 

2H  ^'' 


(C) 


2H  c 

^0  = -FT^t-r-h)-^   \        COS9o^(po. 


II  nous  faut  maintenant  faire  connaitre  la  position  du  plan  invariable  par  rap- 
port aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  on  y  arrivera  en  se  reportant  a  lay?^.  27  et 

posant  (*) 

XN'  rz:  ^\      XN'K  rzr  (J'        et  aussi        N' Xo  =  g. 

On  aura,  dans  le  triangle  NN'H, 

N'NH-iSo^-e,         N'HN  =  (?o,  NN'H  =  (5', 

On  en  conclut,  par  les  formules  connues  de  la  Trigonometrie  spherique, 

sin0  sin(^j^  —  4*')  =  sin^oSin(^j^o  — ^), 
sin  9 cos ( 4*  — ^j^')  =  cos9o  sin0'-hsin(?o  cos0'cos(4'o  — ^)» 
(D)  \  cos0  =  cos^oCosS'—  sin^o  sin0'cos(4»o  — ^)> 

sin9  sin(9o—  9)  =  sin^'  sin(^j^o  — ^)> 
sin0cos(9o—  ?)  =  sin ^0  cos 0'  -f- cos0osin0'cos(^j^o— ^)> 

On  determinera  ainsi  sans  ambiguite  6,  4*  —  ^'  et  (po  —  9.  L'enchatnement  des 
formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  permettradoncdecalculer  les  expressions  analy- 
tiques  de/>,  q^  r,  (p,  0,  ^  en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  arbitraires 
(I)',  a,  A,  g,  6',  ^'. 

On  sail  que  Jacobi  a  reussi  le  premier  a  obtenir,  a  Taide  des  fonctions  0  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  entrc 
eux  les  deux  systemes  d'axes  OX,  OY,  OZ,  Oa?^,  Oj^,  Os,  {OEuvres  completes, 
t.  II,  p.  291).  M.  Hermite  {De  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques^ 
p.  23;  Paris,  i885)  a  donne  une  nouvelle  demonstration  des  formules  de  Jacobi 
en  les  rattachant  a  Tequation  de  Lame,  equation  celebre  qui  joue  un  role  im- 
portant dans  les  recherches  de  M.  Gylden  sur  les  orbites  intermediaires.  On 
pent  consulter  aussi  les  deux  premiers  Chapitres  du  tome  II  du  Traite  des  fonc- 
tions elliptiques  de  M.  Halphen  (1888). 

Je  dois  mentionner  enfin  la  belle  representation  geometrique  du  mouvement, 
due  k  Poinsot,  qui  est  enseignee  aujourd'hui  dans  tous  les  cours  de  Mecanique 
rationnelle. 


(»)  Les  lettres  6',  tp'  et  ^'  ont  ici  une  signification  diflf6rente  de  celle  qu'elles  avaient  dans  le  Cha- 
pitre  pr6c^dent. 
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176.  Integration  par  la  mithode  de  Hamilton-Jacobi.  —  Nous  avons  a  con  - 
siderer  I'equation  (21)  du  n"  173,  dans  laquelle  les  derivees  partielles  ont  les 
valeurs  suivantes : 

(8)  {  -rg- r=0i  =— A/?cos9 -hB^sin9, 

—  zz:vp,  zn  (A/?sin9  -f-B^cos9)  sin0  —  CrcosQ. 

L'equation  dont  il  s'agit  ne  contenant  directement  ni  /  ni  '|,  on  pent  faire,  en 
designant  par  H  et  F  deux  constantes  arbitraires, 

(p,  et  0|  ne  contiennent  plus  ni  /  ni  ^,  mais  seulement  9  et  6.  L'equation 

donnera  T  =  H,  de  sorte  que  H  est  la  constante  qui  figure  dans  I'integrale  (2) 
des  forces  vives.  La  derniere  des  formules  (8)  deviendra 

(A/?sin9  -h  B^cos9)sinO  — Crcos0  =  F, 

ce  qui  peut  s'ecrire,  en  se  reportant  aux  equations  (2)  du  n®  169, 

A/?cos(Z,  ^1)  -\-  B^cos(Z,  7i)-+-  Crcos(Z,  2|)  =—  F. 

C'est  la  traduction  algebrique  de  ce  fait  que  la  projection  de  Taxe  du  couple 
resultant  sur  Taxe  Oz  est  constante;  en  somme,  c'est  Tune  des  int^grales  des 
aires.  On  a  les  deux  autres  par  raison  de  symetrie,  et,  en  les  elevant  au  carre  et 
les  ajoutant,  on  retrouve  I'egalite  (3).  Nous  obtiendrons  done  cet  ensemble  de 
formules 

(9)  S  rr=-  H^  -+-  Fvp  4-  r(9,  ^9  -+-  d,  dd), 

A/?«.hB  g^-hC  r«=:2H, 
AV-+-B«7»4-C*r«==GS 

(10)  {  (A/>sin9 -h  B^cos9)sin0  — Grcos0=iF, 

01  =—  A/?cos9  -h  B^sin9. 
Les  relations  (10)  donneront  /?,  q,  r,  9,  et  6,  en  fonction  de  9,  6,  F,  G  et  H; 
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Texpression  (p,  rf(p -f- 0,  rfO  devra  etre  une  differentielle  exacte.  On  aura  done 
ainsi  la  solution  cherchee  S,  laquelle  sera  unc  fonction  de  t,  9,  0,  4*  ct  des  trois 
constantes  arbitraires  F,  G,  H.  Le  calcul  direct  est  assez  ardu;  il  a  ete  effectue 
par  M.  Serret  (Me'moires  de  I'Academie  des  Sciences,  t.  XXXV).  Le  savant  geo- 
metre  n'a  pas  form6  la  fonction  S  elle-meme,  mais  sa  variation 

dans  laquelle  8F,  8G  et  SH  designent  des  variations  infiniment  petites  des  trois 
constantes.  Je  vais  exposer  la  solution  plus  simple  donnee  par  M.  Radau  (An- 
nales  de  Vicole  Normale  superieurCy  i'®  serie,  t.  VI,  1869). 

Nous  introduisons  d'abord  dans  les  formules  (9)  et  (10)  les  variables  auxi- 
liaires  (p^  et  0©  au  moyen  des  relations  (7),  ce  qui  nous  donne 

(f^zzi  Gcos^o,        0|  =  Gsin0oSin(cpo— 9), 

F 

(12)  cos0cos5o+  sin0sin0ocos(9o—  9)  =  ^  ttj 

/ox  .   •/!  /sin*9o       cos'9o        i\        2H        i 

(i3)  s,n«0o(^-H-^-gj..^-^, 

S  =  —  H/  -H  F^^  -+-  G  Aeos^o do  h-  sin 60  sin (90—  9)  dB] 


ou  encore 


(i4)    S=  — H^-HFvp4-G  rcos0o^9o  — G  r[cos0o^(9o— 9)  — sin©oSin((po— 9)^0]. 

La  formule  (i3)  fait  connaitre  60  en  fonction  de  <po;  ^^  relation  (12)  donne 
ensuite  9^  ^^  fonction  de  <p  et  0.  On  pourra  done  calculer  Tintegrale  /cosOorf<po; 

quant  a  Tautre  integrale  qui  figure  dans  Texpression  precedente  de  S,  elle  peut 
etre  fournie  immediatement,  comme  Ta  montre  M.  Radau  (* ),  par  la  consideration 
du  triangle  spherique  HNN'  de  lay?^.  27.  Ce  triangle  donne  d'abord  la  relation 

cos0'=cos0cos9o-»-  sin0sin9oCos(9o  — 9) 

qui,  rapprochee  de  la  formule  (12),  nous  conduit  a  I'equation 

(i5)  F  =  — Gcos9'. 


(1)  Nous  devons  mentionner  aussi  la  solution  obtenue  ant^rieurement  par  Richeloi  (M^moires  de 
VAc€uUmie  des  Sciences  de  Berlin,  i85o). 
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Posons  ensuite 

et  recourons  a  cette  analogic  differentielle  de  la  Trigonometrie  spherique 

da  =  sin^sinCe/A  -hCOsCdb  -f-cosBrfc; 

nous  trouverons,  en  remarquant  que  6'  est  constant, 

(16)  cos0o^(?o— 9)  — sin9osin(9o— cp)^^  =  -<3fVo— cos^'cTV^— e/(Vo-»-^cos0'). 
La  formule  (i4)  devient  par  suite,  en  ayant  egard  a  la  relation  (i5) 

(17)  S  =  -H^-f-(q;-^)FH-G^^o-+-  rcos^o^cpo). 

Nous  prendrons,  comme  au  n°  175, pour  la  limite  inferieure  de  I'inte- 

grale  /  cosOorfyo*  '^  limite  superieure  etant  9o-Nousavons  ainsi  I'expression 

de  S  dans  laquelle  il  serait  facile  de  mettre  en  evidence  9,  6,  4'»  soit  au  moyen 
des  formules  precedentes,  soit  a  I'aide  de  celles  que  fournit  le  triangle  NHN'. 
Mais  il  nous  suffit  de  calculer  la  variation  (11),  SS.  Nous  faisons  varier  F,  G,  H 
sans  toucher  a  ^,  9,  6,  ^;  cosO,,  est  une  fonction  de  90  ^^  d®  G  et  H,  d'apres  la 
formule  (i3),  et  nous  aurons 

3  /  cos0o^9o  — cos0o'5?o-+-  /  <5(cos9o)^?o« 

Dans  le  calcul  de  S(cosOo),  nous  devrons  ne  pas  faire  varier  90,  puisque  le 
terme  COS60S90  tient  compte  de  la  variation  qui  en  resulterait.  La  formule  (17) 
nous  donnera  ainsi 

(JG  /  cos0o^?o-t-  G  /  d(cos0o)^9o; 

la  consideration  du  triangle  NHN',  des  formules  (D),  p.  887,  et  de  la  rela- 
tion (1 5)  donne  les  formules 


cos  1^0  = 


008  0-— cos 00 cos 0'  _  Fcos0o+  Gcos0 
sin  00  sin 9'         ""    y/G»  —  F*  sirT^T 


cosW  i=z 


cos  00  —  cos  0  cos  0' Fcos0-hGcos0o 

sin  0  sin  0'         ""     y/G*  — F*sin0 
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II  serait  facile  d'en  conclure  S^o  ^^  SV;  mais  il  est  plus  simple  de  partir  de  la 
relation  (i6)  en  y  cliangeant  les  d  en  o  ei  supposant  S9  =  0,  56  =  o,  ce  qui 
donne 

cos  9o  aPo  =  -  6^\  -  cos  Q'dW^-  dWo  -4-  i  a*-, 

et  permet  d'ecrire  ainsi  Texpression  de  SS 

« 

(18)         5S  =  -  /dH  -+-  (^J^  -  W)  dF  -h  (^0  -^  TcosOo ^9o)  ^G  4-  G  Accos^o)  ^?o- 
On  tire  maintenant  de  la  formule  (i3) 

d'oii 

aH 
^aG-(JH 

^a(cos^o)-— — gr- 
et,  des  formules  (B),  p.  386, 

(>9)  sin'^o  ^90  = Qi ^X, 

on  a  aussi,  d'apres  les  formules  (a),  p.  384» 

2CH-G«iz:ABw'«a»6»(7»; 

il  en  resulte 

2H 

aH-^dG 

Gd(cosdo)^9o=    ,    .   /         ,  r=^=T=^^> 
et  la  formule  (18)  donne 

I  V  ^^^-/o    v/i-c*c7»sin«x/ 


f^o-^  rcos9o^9o~  r^r  f   ^=JL=^)  3G. 
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Soient/^,  g^,  A,  trois  constantes  arbitrairea;  on  pourra  ecrire,  comme  on 


salt, 


ou  bien,  en  remplacant  les  derivees  partielles  de  S  par  leurs  valeurs  tirees 
de  la  formule  (20), 

(2,)  ^  ^0    V'l-c^a'sm^x 

^1  =  ^^0 -*- I  cos  00  ^?0  —  ^(^-^^«i)- 

On  aura  ainsi  les  valeurs  de  9,  0,  ^  en  fonction  de  t  et  des  six  constantes  arbi- 
traires F,  G,  H,/^  yg^yh^.  Si  Ton  se  reporte  a  la  premiere  des  formules (A),  p. 385, 
on  voit  immediatement  que  h^  =  h.  On  a  du  reste  "^  =  ^  —  vj;'  et,  par  suite, 

A  =  +'. 

Yoila  done  trouvee  la  signification  de  deux  de  nos  arbitraires  canoniques.  En 
ayant  egard  a  la  relation  (C),  p.  387,  la  derniere  des  formules  (21)  devient 

Or  on  a,   sur  la  y?^.   27,  vj;o  =  XoN'H-N'H  =  g--4-ir  —  "^oJ   il   en   resulte 

g^  =  g-h^Tz.  On  pent  ajouter  des  constantes  aux  arbitraires  canoniques  sans 

modifier  les  equations  difTerentielles  qui  les  determinent;  il  est  done  permis  de 

prendre  g^  =  g.  Le  resultat  des  calculs  precedents  pent  etre  enonce  ainsi  :  les 

constantes  arbitraires 

F,    G,    H, 

forment  un  systeme  canonique. 

177.  Mouvement  trouble.  Variation  des  constantes  arbitraires.  —  Nous 
avions  a  integrer  les  equations  difTerentielles  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  avec  la  fonction  des  forces  U.  Nous  avons  suppose  d'abord  U  =  o,  et  nous 
avons  integre  les  equations  du  mouvement  dans  cette  hypothese  par  les  for- 
mules (A),  (B),  (C),  (D)  qui  donnent  les  inconnues  en  fonction  du  temps  et 
des  six  constantes  arbitraires  F,  G,  H,  ^',  g,  h  (0'  doit  etre  suppose  remplace 
par  sa  valeur  tiree  de  la  relation  F  =  —  G  cos6').  Nous  conservons  les  memes  for- 
mules pour  le  moui^ement  reel  ou  mouvement  troubld^  en  y  considerant  les  arbi- 
traires precedentes  comme  de  nouvelles  variables;  alors,  par  le  fait  demontre  au 


INTEGRATION    DES  EQUATIONS    DU    MOUVEMENT   NON    TROUBLE.  3c)'^ 

numero  precedent,  que  F,  G,  H,  ^\  g  ^t  h  sont  des  arbitraires  canoniques, 
nous  Savons  que  les  nouvelles  variables  devront  satisfaire  aux  equations  difie- 
rentielles  canoniques 


(E) 


rfF       dV 

rfG       dV 

rfH      dU 

dt       d<\>' ' 

dt       dg' 

dt       dh ' 

rf^;'             dV 

dt           dF ' 

dg          <JU 
dt           ()G' 

dh           dV 
dt           dU 

II  est  entendu  que,  dans  ces  equations,  U,  qui  dependait  priniltivcment  de  ^  9, 
6  et  4'>  doit  etrc  rcmplace  par  son  expression  en  fonction  de  t  et  des  six  nou- 
velles variables. 

Dans  une  premiere  approximation,  on  regardera,  dans  les  seconds  membres 
des  equations  (E),  les  quantites  F,  G,  H,  ^\  g,  h  comme  des  constantes.  De 
simples  quadratures  fourniront  les  valours  des  memos  quantites  dans  la  seconde 
approximation.  Nous  aurons  ainsi  traite  par  la  meme  methode  les  deux  pro- 
blemes  principaux  de  la  Mecanique  celeste  :  la  determination  des  mouvements 
de  translation  et  celle  des  mouvements  de  rotation  des  corps  celestes.  On  doit  a 
Poisson  d'avoir  etendu  a  la  seconde  question  la  methode  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires. 


T.  -  II. 
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CHAPITRE  XXIV. 

PETITESSE  DU  MODULE.  -  EXPRESSIONS  APPROCIlfiES  DE  p,  q,  r,  9,  0,  ^,  DANS 
LE  MOUVEMENT  NON  TROUBLE.  ~  TRANSFORMATION  DES  EQUATIONS 
DIFFfiRENTIELLES. 


178.  Dans  le  cas  de  la  Terre,  le  module  des  fonctions  elliptiques  est 
eztremement  petit.  —  Les  quantitcs  siny  etcosy,  definies  par  les  formules(A) 
du  n®  174,  sont  des  fonctions  doublemcnt  periodiques  de  /;  soil  2t  leur  periode 
reelle.  Vu  la  pctitesse  de  la  fonction  des  forces,  on  pent  admettre  que  pendant 
un  certain  temps  le  mouvement  reel  de  la  Terre  differe  tres  peu  du  mouvcment 
simple  que  nous  avons  considere  a  sa  place.  Or,  pour  /  —  —  A,  on  a  /?  =  co'aa, 
y  =  o;  pour  ^  =  —  A  -4-  T,  y^  ayant  augmente  de  180°,  on  a  /?  =  —  w'ao-,  y  =  o. 
Les  deux  points  oil  Taxe  instantane  de  rotation  pcrce  la  surface  de  la  Terre 
a  ces  deux  instants  seraient  vus  du  centre  sous  un  angle  voisin  de  2aa;  cet 
angle  serait  sensible  si  la  quantite  acj  n'etait  pas  tres  petite.  Les  latitudes  des 
points  de  la  surface  terrestre  situes  dans  le  plan  x^  0^^  eprouveraient  des  va- 
riations egales  a  lai  dans  le  temps  t.  Or  les  variations  des  latitudes,  etant  de 
Tordre  des  erreurs  des  observations,  sont  certainement  inferieures  a  1".  On  a 
done 

laa  <  sin  1". 

On  a  vu,  dans  le  Chapitre  XIII,  que  la  theorie  de  la  figure  de  la  Terre  donne 

pour  — T7—  un  nombre  voisin  de  j^\  \\  en  resulte  a^< — 5-  La  quantite  a^  est 

done  bien  faible,  et  c'est  une  premiere  raison  de  petitesse  du  module  ca.  II  y 

en  a  une  autre  :  on  a,  en  effet,  c-  ~  — r^ — >  et  Ton  pent  admettre  comme  de- 

montre  par  Its  observations  du  pendule  que  cette  quantite  est  petite  et  nota- 
blement  inferieure  a  j^.  Done  les  deux  facteurs  c^  et  a^  etant  tres  petits,  il  en 
est  de  meme  du  carre  du  module. 

Nous  pourrons  des  lors  substituer  aux  formules  rigoureuses  du  Chapitre 
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precedent  des  expressions  approchees  ne  renfermant  que  les  termesprincipaux; 
il  arrivera  meme  que  les  portions  conservees  ainsi  dans  p  ei  q  ne  pourront  pas 
etre  controlees  par  Tobservation,  qui  donne  a  peine  quelques  presomptions  de 
lour  existence. 

179.  Expressions  approchees  de  p,  q,  r,  (po»  Oo,  ^o-  —   CommenQons  par 
les  formules  (A)  du  n^  174;  prenons  d'abord 

(^'ab(t-{-h)z=  f ^ '-. 

Nous  aurons,  en  negligeant  la  quatrieme  puissance  du  module, 

^  '  •  «      ^  •  » 

=  I  -4-  yC^dJ—  7C-<7'C0S2X, 


Faisons 


f  I  -h-  c'(7*  j  y^—  ^c'<7'sin2x  —  ci)'a6(^4-  A). 


(i)  ; {t-hh)  =  u, 


I  -h-7  C'«7* 


et  nous  pourrons  ecrire 


'     t    4     • 


X  =  w-f-gc'«7'sin2x 


J 


(2)  5^=  «  -4-     c'<7^sin2w. 

On  pent  ensuite,  dans  les  expressions  de /?  ct  q,  remplacer  y  par  //,  ce  qui 
revient  a  negliger  ac^d';  on  a  ainsi 

(3)  p -- oy' a d  cos II ,         r/  --  m' b a  sin  11 . 

Quant  a  Texpression  de  r,  elle  nous  donnera 

(4)  r  —  (Mi'  (l  —jC^<J'-h  y  c^o-' C0S2//J  ; 

les  termes  negliges  contienncnt  au  moins  a^  en  factcur.  Nous  passons  mainte- 
nant  aux  formules  (B)  du  n""  175;  on  pourra  prendre 


A  /       c-  A 

(5)  sin^o  -  TT^o"  4/  I  H — J  sin'//  ou  m6me         sinO^r^z—aa. 

On  voit  done  que  Tangle  Oo  est  extremement  petit;  le  plan  du  couple  resultant 
diflere  fort  peu  du  plan  x^Oy^.  On  a  ensuite 

langcpo  ■=    jj^  cotx  -  ly^  col "  =  |j^  tang  f ---//) . 
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Un  developpement  bien  connu  donne 

TT               Aa  — B/7   .               I  fXa  —  Bby  .    ,       , 
9o  — w  -f-  T ITT  sin  2  M  -h  -  I  -T — „ ,      sm  4  «  ^-  •  •  • ; 

on  a  d'ailleurs 

Aa4-B6""       (Xa-hUby"       4aV^"^^^^"' 

il  en  resulte 

(6)  9o  = fi—  7— i  sin2M. 

La  fcrmule  (C)  du  n®  175  nous  donne  ensuite 


TT     2H  r^* 

^0— ?o=^--  -j^{^-+-/0-J     ( I  -  COS ^0)  ^?o ; 

on  pent  ecrirc,  en  negligeant  (j\ 

+0  =  ?o  -H  -  —  -^  (^  +  /i)  —  -  /      sin*^o  ^?o 

ou  bien,  avec  la  meme  precision,  en  remplaQant  Tintegrale  par  sa  valeur  appro- 
cbee 

^^^^,+  --it  +  k)y— jc^— I' 

d'oii,  en  mettant  pour  H  et  G  leurs  valours  (a)  du  n^  174  et  reduisant, 

(7)  +o  =  ?o+-~w'(^i4--^^j(i4-/0. 

Les  formules  (6)  et  (7)  du  n°  175  donnent  d'ailleurs  directement 


^9o  __  c^^o  _  2H-+-Gr  _     yTU      (2CH-r>»)(2ll  — Cr«)  _      /2U 

e/^        e/^  ~  G-i-Gr    ~  V    C  "^  C(G4-C/)«  ~  V    C  ~^   " ' 

le  reste  etant  de  I'ordre  de  a*b^(j*. 

180.  Expressions  approchdes  de  9,  0,  ^.  —  Nous  nous  adressons  mainte- 
nant  aux  formules  (D)  du  n°  175.  La  troisieme  donne  d'abord,  en  remplaQant  0 
par  0' 4- 0-0', 

cos©'—  (0  —  0')  sin0'—  ^^ ^  cos9'4- . .  .  =  cos9o  cos0'—  sin^o sinO'  cos(v|;o—  g), 

d'oii 

0—Q'=  sine,  cos(ij;o  — ^)  4-  2  sin'- col 9'—  1(0  —  9')'  cot 9'. 
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On  cn  deduit,  par  des  approximations  successives, 

nous  avons  conserve  dans  cette  formule  un  terme  du  second  ordre  qui  nous 
sera  utile  plus  loin. 

La  premiere  des  equations  (D)  donne,  en  negligeant  ejj, 

(9)  'J^-^'^^^l^sinC+o-^). 

Combinons  enfin  les  deux  dernieres  equations  (D)  par  voie  do  soustraction, 
apres  les  avoir  multipliees  par  cos('\fQ  —  g)  ct  sin(^^,  — ^),  et  nous  trouve- 
rons,  en  negligeant  0^, 

sin0sin((p  —  90+  4'o  — ^)  —  sin^oCOS0'sin(vJ;o— ^)  -h. . ., 

d'oii 

(10)  9  — 9o+4'o  — ^=^ocol^'sin(4>o— /^)-4- 

II  n'y  a  plus  qu'a  remplacer  dans  les  formulas  (8),  (9)  et  (10)  o^,  0^,  4*0  P^^ 
leurs  valeurs  du  numero  precedent.  II  convient  de  poser 

9'-  ^  4-  9o  -  +0  =  ^  -  -  4-  w'  (  1  -f-  -^  (jM  {t  -f-  /O, 

d'oii,  en  ayant  egard  a  la  formule  (G), 


TT  ,        c* 


il  vientainsi 


4^0- ^  =  90-9'  =  - --«-?'- 4^ sin2w; 


9  =  9'—  -p-o■col0'cos(^i  4-  9')  -+-•  •  • 


ka 

(a)  {  9  =  (?' pr<TSin(^/4-  9')4-. . ., 

^       •         C    smO'  ^  ^ 

Nous  aurons  encore,  en  reunissant  les  resultats  precedents, 

u  =abn\{t-hh),  9' = /i,  ( ^  4- /i ) -+-  g > 


r* r=  w'  f  I  —  J c'<7- -h  J c'a' cos 2 in. 
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181.  Changement  de  variables.  —  Nous  avons  trouve  (n°  177)  les  equa- 
tions 

dFdlJ^  dG_dV  dH       dil 

dt  "^  d^''  dt  ~  dg'  dt  ~~  d/i ' 

dt  '"      dF'         de  ■"      dG'         dt  "      dR' 

co'  et  a,  par  suite  w,  et  n\,  sont  des  fonctions  de  G  et  de  H. 

On  verra  plus  loin  que  U  pent  etre  developpe  en  une  serie  de  cosinus  d'argu- 
ments  qui  sont  des  fonctions  lineaires  de  m  et  9';  il  en  resulte  qu'en  forifiant 

les  derivees  ^  et  ^5  on  fera  sortir  le  temps  des  signes  sinus  et  cosinus.  Cela 

presenterait  de  graves  inconvenients,  les  memes  qui  ont  ete  signales  (t.  I, 
p.  192);  on  les  evitera  de  la  meme  maniere,  en  remarquant  que  Ton  pent  ecrire 

(^'=z  I  iiidt-h  I  t drix  -h  nih-{-  g ,  uz=zab  I    I  n\dt  -h  I  t  dn\  +  /i',  A  j , 

et  posant 

(11)  £1  =  /  tdrii-h  riih-h  g 5  £1=  /  tdn\-h  n\h, 

d'ou 

(12)  0'^=  I  n^dt-h  Bu        w  =  a^(    I  n\dt-{-  e\]. 

Les  variables  e,  et  t\  vont  remplacer  g  et  h.  Les  formules  (11)  donnent 

dsi       ,         ,  ^  dn*  d/i       de 

dt       ^  ^  dt  ^  dt 

ou  encore,  en  remarquant  que  /i,  el  n^  contiennent  le  temps  par  Tintermediairc 
de  G  et  de  H,  et  ayant  egard  aux  equations  (y), 


(i3) 


On  a  du  reste,  en  designant  par  i-^)  ct  {-rri)  les  derivees  prises  par  rapport 
aux  quantites  G  ct  H,  en  tant  que  ces  quantitcs  figurent  directcmcnt  dans  U  et 
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non  dans  n,  et  n\. 


Si  I'on  rcmarque  que  Ton  a 

og       OY  Oil  ^9'  au 

on  trouvcra  que  les  equations  (i3)  deviennent,  apres  reduction, 


^ 
t/^ 


Nous  demontrerons  dans  un  instant  la  relation 
il  en  rosulte  que  Ics  coefficients  dc  <  +  A  dans  ^  ct  -4^  s'annulent,  et  il  vient 

'  til         at 

simplemcnt 

•  (^^\ 


(iC) 


de\ 
Ht 


On  a  d'ailleurs 


d(jf'       (Jei  da  ~    ab  Os\ 


de  sorte  qu'on  trouve,  en  vertu  des  formules  (i  i)  et  (i/|), 

('7) 

11  rcste  cnfin 

(.8) 

et  les  equations  cliercliees  sont  (iG),  (17)  et  (18). 


(it 

d\\ 
dt 

_/ll 

+«'. 

dV 
lit 

> 

dy 

dt 

» 
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II  nous  reste  done  a  demontrer  la  formule  (i5)  qui  devient,  quand  on  y  sub 
stitue  les  expressions  (P)  de  n,  et  n^^ 


(^-^■) 


dG\  O)'         /  V     ^  2      J       dli 

ou  bien,  en  negligeant  c^a^  devant  I'unite, 

,     .  I     ()(s)'         c'    fjd(T        f\a^        I    A      dd 


Or  0)'  ct  a  dependent  de  G  et  dc  H  par  les  formules 


,    ,  a;*- 2 All  ,  f~c    Tcii-ci* 

^'^^  " ^ Vc(C-A)-      ^----^ V  c^^B  g'=:taii 

qui  donnent 

,  ,      (WG-A^IF 

,    ^^-^  C(C^V-)T)'' 

(21)  < 

^        ,.       G^H  — ^II^/G 

<7  aO"  —  G  TTTTT 


C(C  — A)(C-B)a)'» 

Si  I'on  en  tire  les  derivees  partielles  qui  figurent  dans  la  formule  (20),  cette 
derniere  devient 


2a)'(B  -  C)  -  ^,  2H  -4-  {—j^  -+-  cA  G  r=  o. 


On  pent  mettre  simplement  Cco'^  et  Co)'  au  lieu  de  2H  et  de  G,  et  il  reste  fina- 
lement 

B  —  C4-Aa«r-o, 

ce  qui  est  une  identite. 

Dans  le  Memoire  mcnlionne  au  n®  176,  M .  Serrct  a  montre  que  la  formule  (1 5) 
est  rigourcuse;  elle  a  lieu  quelque  loin  que  Ton  pousse  les  approximations  par 
rapport  aux  puissances  de  <j^.  Nous  nous  somnies  bornes  a  la  demontrer  aux 
quantites  pres  de  I'ordre  de  a^,  ce  qui  suffit  aux  bcsoins  de  I'Astronomie. 

182.  Autre  changement  de  variables.  —  II  sera  commode  de  poser 

(22)  aHzuCn' 

« 

et  d'introduire  les  variables  /i  et  cj  au  lieu  de  G  et  H,  et  aussi  0'  a  la  place  de  F. 
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Nous  aurons  d'abord,  en  ayant  egard  aux  formulcs  (20)  et  (21), 

F  ,„      dF -{- cos  9' dCi 

cos  0'  =1  —  7;  >         do'  = . , 

(1  G  sin  0' 

fiU   _  JU  ^ i^      dV 

dF  ~  dB'  dF  ~  G  sill  0'  dO' ' 

\dG)  ""  dO'  dG  ■*"  \()(7y  (?G  ~  Gs'mO'  Off       C(C  — A)  (G  — B)o)'*  (j\d(T)' 

^ di - G(c-A)(c-B)a)'* L  r > 56 .  -^ '^ » 5^ j  " ^ '^  5i; J ' 

GsinQ'-^-  ~-t:  -f-  COS0'-77- 
a^        a^  dt 


Si  Ton  tient  compte  des  formules  (16),  (17)  et  (18),  on  arrive  sans  peine  aux 
resultats  suivants : 

/    d^'  I       f)U          dO'  I       /dl]  ^,dl]\ 


&sin6'V(?^' 


{^) 


dt   -      Gsin^'dO''         dt  "~  Gsin6'V(?^'   '  "^     dsj 

dd 

dt~'  C(C-A) 

rfe,  cosQ'    (?U  G(ai'C  — /?,G)        I  dV 


^^  ~       GsinO'  (?(}'       (:(C  — A)(G-B)a)'*  a  (?c7 

de\_ <G* £  aU 

dt    "        G(G  — A)(G  — B)(o'*  (T  c^a' 


^dn    _  /«j  <^U        /*',  d\J 
dt        n  Osi        n   d£\ 

Nous  avons  supprime  la  parentliese  de  -j-;  mais  il  doitdemeurcr  entendu  qu'on 

obtient  cette  derivee  sans  faire  varier  a  dans  u  et  9'. 

Les  equations  precedentes  qui  sont  rigoureuses,  en  admettant  la  generalite 
de  la  relation  (i5),  sont  d'accord  avec  celles  que  M.  Serret  a  donnees  dans  son 
Memoire  deja  cite.  Mais  il  n'y  a  pas  d'interet  pratique  a  les  conserver  sous  cette 
forme,  et  nous  allons  les  simplifier  en  negligeant  a^  dans  les  coefficients  diffe- 
rentiels  (il  sera  demontre  plus  loin  que  la  quantite  a  reste  toujours  extreine- 
T.  -  11,  5i 
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ment  petite).  Les  formulcs  (a)  du  n""  174  donneront  avec  (22) 

(23) 


(j  =  C  «  (   I rj^ C7-  -+-  .  .  .  j  , 

/,  C/i»  •    ,/        Aa«    ,  \ 

=  7^ 1— r-*»  w— wM  iH rr<7  —  •  •  •    • 

G-f-Aa*<7*  \         aC  / 


w  = 


Les  expressions  (P)  de  /?,  et  /i',  deviennent  ensuite 

/       2C-A-R  ,         \ 

n^  —  riy         n^—n[i y—, «7'-i-. ..  j; 

la  difference  n^  —  n  est  de  Tordre  de  a*6-a\  On  trouve  sans  peine  que  les  for 
mules  (S)  deviennent 


dt  ~      G/isin0'  (?0'' 


rf0^  _        I        (dU  d\}\ 

Tt^Cn  smO'  \d^'  "^  ^^^^  517/ ' 

rf£,  COS©'       (?U  I  dU 


c^^  ~      C/isin0'  (^0'  ^  2C«     (?<7 

^^^  1      dt  ~        ABa»6«/i   (7  da' 

d(7  C(i-f-X(7«)  I  (^U  I       t^U 

(i^  ABa*^*/i   (7  ()s',        2G/1     c^fii 

X  designe  un  coefficient  qu'il  est  inutile  de  former,  comme  on  le  verra  dans  un 
moment.  La  presence  du  petit  diviseur  a  qui  accompagne  -y-  ct  yr  est  encore 

genante.  II  en  etait  de  meme  pour  le  facteur  -  {e  designant  Texcentricite)  dans 

la  theorie  de  la  variation  des  elements  elliptiques  d'une  planete  (t.  I,  p.  170). 
En  suivant  ce  qui  a  ete  fait  alors,  on  est  conduit  a  poser 

et  a  remplacer  cj  et  t^  par  les  nouvelles  variables  /,  et/,'.  En  differentiant  et 
remplagant  ^  ^t  -^  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  on  trouve 

dfx             I     ^  c?U      C(i-^>(7'-)r       '      .   ,   ,,.d\}  ,  ,  ^xC^Ul 

-4r  = TT-  f\  A 4i>    / — ,--  sin(ac>£')^-^  4-cos(aft£,)  -.—    > 

d/l  __         I      .,01]       C(i-4-X«7«) 


dt   "~       20/1-^* (?£,    '      AB 
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ou  bien 

dt    ~'     2Cn'^^0£x  Wiabn     df'C 

iti  -  ^--  f'^  ^  C(i-I-  Xa»)  c?U 


dt  2C/1      (^£i  ABa^/i     dfi 

On  voit  maintenant  que  le  terme  en  Xa^  pent  etre  laisse  de  cote;  il  donnerait 
une  quantite  du  second  ordre  a  cote  de  celles  des  ordres  o  et  i,  relativement 
a  cj,  que  nous  conservons  seulcs.  On  aura  ensuite 

La  formule  (12)  donne 

1/4-9'  =  ^|^-4-  abs,\         en  posant         «,  -ej-i-  /  nxdt~\  ah  j  n\dl; 

il  en  resulte 

(7  sin  (a -h  9')  —     /i  cosw,4-/j  siuM, , 
<jcos{u  -4-  9')   -— /i  sinM,  4-//cos«f 

Ces  relations  permettront  d'introduire  dans  U  les  variables/,  et/,'  au  lieu  de  a 
et  £j.  Lc  moment  est  vcnu  de  resumer  les  formulcs  definitives  auxquelles  nous 
venons  d'arriver : 

i     ^_  I         01}  dO'  _        I        (d\}  .,^U\ 

dt  ~~^      C/isin6'  db''         dt  ~~  Qn^\iiO'\d^'  "^^^^^  dtyj' 

df, 1         JU  C        c?U 

dt  '~        2  C  /i  '^*  dt^       AB  a6/i  cj/*,' ' 

^^  '      dt  ~       iCn-^'Oe^        XBabn  O/t' 


dsj cos  6^     OU 

'dt       "  CnsinO'  OO'    '    2C 


^n\!'Of,^'0/[ 


dn 
^Tt 


OU         t(.,OU        .0U\ 


<7sin(a^ei)=/,,        <jcos(a&e',)  =//, 

2C-A-B 


/        2C-A 


<7*   I, 


M.=zei-h 


f  (n-{-  abn\)dtj 


0  —  0' j^  (/i  cos  M,  H-/i  sm  e/i ) , 

A  /» 

"I"  "^  "^'"^  Cslir^'  ^-^^  sin  wi-/;  cos  ill)' 


/A  /? 
ndt  -^  — rC0t6'(/,  sinMi— /I'coswi) 
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et 

p  r=z  naa  COS  II  f         7 1=  n^asin  w, 


(c) 


(       aC  — A— B    ,1,,  \         //i,,  \ 

w  i^  /I  f  iH-  7  — p — a*^*<j'  +  ^a*6*c'a'  C0S2  w  j , 

u  —  ab  [£'j+  /  /I'l^^j. 

On  remarquera  que  nous  avons  remplace  dans  r  la  quantite  co'  par  sa  va- 
leur  (23);  dans/7  et  y,  a  cause  du  petit  facteur  (t,  il  suffisait  de  prendre  co'=  n. 

Avant  d*aller  plus  loin,  il  nous  faut  obtenir  le  developpement  de  la  fonction 
perturbatrice  U;  ce  sera  I'objet  du  Chapitre  suivant. 
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183.  Soicnt  ^,  yj,  ^  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  S  du  Soleil  par  rap- 
port aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  p  la  distance  OS,  M,  la  masse  du  Soleil,  S,, 
Y],,  J^,  les  coordonnees  du  point  S  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oo?,,  Oj',,  Oz^ ; 
nous  designerons  par  les  memes  lettres  accentuees  ce  que  deviennent  les  quan- 
tites  precedentes  dans  le  cas  de  la  Lune. 

Nous  pourrons,  comme  nous  I'avons  vu  (p.  378),  reduire  U  a 

2      *  p'*  2      *  p* 

ce  qui  pent  s'ecrire  encore 

_^3^j^  (2C-A-B)(^?4-Y);)  +  (B-^A)(g;-Y);) 

ou  bien,  en  remplagant  $7  "*'  ^7  P^^**  P' "~  ^7»  ^^  remarquant  qu'on  pent  laisser 
de  cote  dans  U  les  termes  en  -^  et  -7^>  qui  ne  dependent  pas  de  9,  0,  ^, 

r  r 

3,...  (2C-A-B)!r,'+(B-A)(Yi','-CT 


i"=-|rM; 


(I)  •'  ^ 


(  -l^"' 


3,„  (2C-A-B)i:j  +  (B-A)(Y);-?;) 


p' 


D^signons  par  po  et  p,  les  demi  grands  axes  des  orbites  du  Soleil  et  de  la 
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Lune,  par  m  Ic  moyen  mouvemcnt  de  la  Terre  dans  son  mouvement  de  transla- 
tion autour  du  Soleil.  On  a 

Faisons  en  outre 

""  -   kn  C  ' 

ZnC'  B  — A 
4  n        (^ 


(2) 


/     v'   — 


et  la  formule  (i)  donnera 


U     zzzU.+  Uj, 


Po    ^i      ,     ^  Po     ^1 


U,rr:-x/lCn^4  4-£ 


>'3    rt'i 


— .T      > 


(3)  ^;  .     vp'  p^      p'^  p 

K?"       9"  P'       P' 

La  quanlite  x'  sera  petite  par  rapport  a  x;  nous  sommes  ramenes  a  developper 
les  expressions 

p'»  p'«         p'»     p'* 

en  une  serie  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  de  la  forme  a/4-  P;  pnr  de  simples 
changements  de  notations,  nous  en  dcduirons  les  developpements  des  expres- 
sions analogues  qui  se  rapportent  au  Soleil. 

184.  D6veloppement  de  ^3  ^^^  —  0^^  ^ 

p    P 

K\  =  I'  cos(:;„  X)  -+-  V  cos(::„  Y)  -h  K'  cos(3„  Z) 

ou  bien,  en  ayant  egard  aux  formules  (2)  de  la  page  373, 

(4)  Ci  =  ^'sin(/sin^j>  4- ri'sin^^cos^];  -\-  K'  cosO. 

SoientXY  (/ig.  28)  le  plan  fixe,  que  nous  supposerons  etre  le  plan  de  Teclip- 
tique  a  Tepoque  t~  o;  Z  son  pole  boreal;  AC  le  plan  de  Tecliptique  de  Te- 
poque  /;  BC  le  plan  de  I'orbite  de  la  Lune  a  Tepoque  t;  N'  le  point  oil  le  rayon 
mene  du  centre  de  la  Terre  au  centre  de  gravite  de  la  Lune  a  Tepoque  t  perce  la 
spbere ;  L'  la  longitude,  A'  la  latitude  du  point  N',  ces  coordonnces  ctant  sup- 
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posces  sc  rapporter  aux  axes  OX,  OY,  OZ.  On  aura 

^'  =r  p'  COS  A'  COS  L',        n'  —  p'  cos  A'  sin  L',        C  zn  p'  sin  A' ; 
en  portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (4)»  il  viendra 


(5) 


-}  =:cosA'sin^sin(L'-h4')  -+-sinA'cos0. 

P 


Soil  Q  le  pole  boreal  de  Tecliptique  de  I'epoquc  t ;  le  grand  cercle  QN'  rencontre 


Fig.  a8. 


AC  en  H' ;  soient  D  et  D'  les  points  ou  les  grands  cercles  XY  et  AC  sont  rencon- 
tres par  le  grand  cercle  QZ. 

Nous  determinerons  la  position  de  Tecliptique  de  Tepoque  /  en  faisant  con- 
naitre 

XA:-Q,        BAC:-.i; 

I  sera  une  quantite  tres  petite  dont  nous  negligerons  le  carre. 
Nous  poserons 

XA-4-AC-+-Cirrz.J^',        II'N'iizV. 

Considerons  une  longueur  egale  a  Tunite,  portec  sur  ON'  a  partir  du  point  0; 
ses  projections  sur  les  trois  axes  rectangulaires  OA,  OD,  OZ  seront  egales  a 

cos  A'  cos  {V—Q),    cos  A'  sin  (L'  —  Q ),     sin  A'. 

Les  projections  de  la  memo  longueur  sur  les  trois  axes  rectangulaires  OA, 
OD',  OQ  seront  egales  a 

cosX'cos(C  -  Q),    cosVsin(<;— ^),    sinX'. 
Les  formules  de  transformation  des  coordonnees,  permettant  de  passer  d'un 


4o8  CHAPITRE   XXV. 

systeme  d'axes  a  I'autre,  nous  donneront 


(6) 


cos  A'  cos(L'  —  Q)  -  cosX'  cos(4l'—  ^), 

cosA'  sin(L'  — Q)  =  cosX'  siii(i^'—  Q)  cost —  sin Vsini, 

sinA'  =  cos>/  sin(4^'—  Q)  sin/-f-  sinX'cosi. 


Posons  encore 


XA  4-  AC  1^  N,        irCN'=  ci ,        XA  -I-  AG  4-  C^'=zv'; 

i/  sera  la  longitude  de  la  Lune,  a  Tepoque  /,  comptee  dans  son  orbite;  c,  sera 
I'inclinaison,  a  I'epoque  /,  de  Torbite  de  la  Lune  sur  le  plan  de  Tecliptique.  On 
aura 

et  le  triangle  spherique  rectangle  CH'N'  donnera 

cosVcos(^'— N)=rCOS(f''—  N), 
cosV  sin(-(^'— N)  =:  sin(p'— N)cosc,, 

sin)/  =:::  sin((''—  N)  sincj. 

On  tire  de  ces  trois  dernieres  equations  les  trois  suivantes  : 

cosX'cos(-(^'—  Q)=^cos(/— Q)cos'  -  -+-cos(r'4-Q  —  2N)sin*  -> 

cosVsin(^^'-Q)~sin(t^'^Q)cos'-*  -  sin(p'  + Q  -  2N)sin'^, 

sinX'=:  sin(t^'— N)  sinC|. 

En  portanl  ces  expressions  dans  les  equations  (6),  il  vient 

c  c 

cosA'cos(L'  — Q)=     cos((^'—  ^)cos*  — -i-cos((^'+  Q  —  2N)sin'  — > 


cosA'  sin(L'— Q)  = 


(7) 


sin  A' 


M'9 

sin(^>'—  Q)cos'  —  cos« 

sin(f''-t-  ^  —  2N)  sin-— cos/—  sin(t''—  N)sincj  sin«, 

sin  ( (^'  —  Q )  cos*  —  sin  i 

sin((^'+  Q  —  2N)  sin'  — sin  £4-  sin(i''— N)  sine,  cosi. 


c^  est  un  petit  angle  d'environ  5*";  nous  developperons  suivant  les  puissances 
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de  c,,  en  negligeant  c%  et  aussi  c,  i  et  t',  comme  on  Ta  dit  plus  haul.  Alors 
les  formule^(7)  deviennent 

cosA'  cos(L'—  Q)  :=  n  —  ^  j  COS((^'—  Q)-hjc\  cos(r'4-  Q  —  2N), 

^^^  ^  cos  A'  sin  (U-  Q)  =  (^  -  f )  sin  (^'-  Q)  -  Jc?  sin  (i''4-  Q  -  2N), 

sinA':=  « sin(r'—  Q)  -h c,  sin(r'—  N). 

La  formule  (5),  qui  peut  s'ecrire 

^  =sin0sin(4;4-Q)cosA'cos(L'— Q) 

r 

4-  sin0cos(^|>-h  Q)  cos  A' sin  (L'—  Q)  -hcos^sinA', 
donnera,  en  ayant  egard  aux  equations  (8), 

-7  =  (  I  —  ^cj  j  sin0sin(/-i-4')  -he,  cos 0 sin (p'—  N) 

-4-  icos0sin((^'—  Q)  —  ^cj  sin 6  sin (t''—^'""  ^N)  -+-...  ; 

on  en  tire,  au  meme  degre  de  precision,  en  rejetant  les  termes  independants 
de  0  et  ^  et  ne  conservant  que  les  termes  d'ordre  zero  parmi  ceux  qui  contien- 
nent  ^'  (on  verra  plus  loin  que  les  termes  qui  ne  contienncnt  que  6  et  ^,  sans  ^', 
sont  de  beaucoup  les  plus  importants),  on  en  tire,  disons-nous, 

1  -)i  =  ( -^c*  jsin'0  —  ( yc\j  sin* 0 cos (2  i^' 4-  2iJ;)  4- c,  sin0cos0cos(N4- ^|>) 

(9)  J 

/  4-  «sin0cos0cos(Q  -+-  ^)  —  -?  cj  sin'^cos(2N  4-  2^)  4- 

II  reste  a  exprimer  le  terme  en  cos(2/-+-  2^)  par  des  sinus  et  cosinus  d'arcs 
de  la  forme  a  4-  ^z. 

Designons  par  m'l  4-  [x'  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  dans  son  orbite, 
comptee  de  X  en  A,  puis  de  A  en  C,  et  enfin  le  long  de  CN';  soit  gj'  la  longitude 
du  perigee  lunaire  comptee  de  la  meme  fagon;  Tanomalic  moyenne  de  la  Lune 
a  Tepoque  t  sera 

Soit  encore  e'  Texcentricite  de  Torbite  de  la  Lune;  nous  aurons,  en  remar- 
T.  —  IL  52 
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quant  que  e'  est  petit  et  negUgeant  e'% 

•J 

v'  —m' t  H-fx'-h  2e'  ^\n{m' t  4- /x' —  gj' )  h-  j e'^  sin (2m'/  -h  2 /jl'—  2cj' )-+-... , 

d'oii  nous  deduirons  aisenient,  au  meme  degre  d'approximation, 

C0S(2i^'H-  1^)  =  C0S(2m'^  -h  -ip-'-i-  1']^) 

-  2e- [cos(m'^-t-p.'-hGj'-h  i^j;)  —  cos(3m'/  -h  3|jl'  — cj'-4-  2v{/)] 


'-      -?  C0S(2Cj'-h  1^)  —  4C0S(2m'^  -h  2fx'-i-  24') 

-I-  -7-cos(4''i'^  4-4/^'—  2nj'-f-  2^)  I 


En  portant  cette  valeur  dans  la  forniule  (9),  il  vient 

^  =2  ^i__cj]  sin'^-hCj  sin0cos0cos(N-l-4)  -^  «sin0cos0cos(Q  H-^') 

—  jcj  sin*6'cos(2N  4-  2d»)  —  oe'*sin'0  cos(2cj'-i-  24*) 

(10)  /  4  o 

—  ( -^cj  —  2e'*  J  sin*0cos(2/n'^-f-  2fjL'-f-  2^) 

4-  e'sin'0cos(/n'/  -h /jl'-h  cy'-+- 24)  4- 

II  faut  ensuite  obtenir  le  developpement  periodique  de  ^i^  en  negligeant  e'* ; 
or  on  tire  aisenient  des  formules  connues  du  mouvement  elliptique 

(11)  £^-  =z  I  4-  -  e'»-f-  3e'cos(m'/  -H/jl'— gj')  -h  -e'*  cos(2m'^  4-  2|jl'— 2cj')  4- 

Multiplions  membre  a  membre  les  formules  (10)  et  (i  i),  et  nous  trouverons 


£°-  ^  =  (^4-7^'*— 7cnsin*04-ci  sin0cos9cos(N 4-4)4- «sin0cos^cos(Q 4-4) 

(12)  {  —  jc\  sin*^cos(2N  4-  24) sin*9cos(2/n'f4-  2|jl'4-  24) 

4  2 

3 
4-  -  e'sin*0cos(/n'^4-  fx'— -cj')  4-. . . . 

Remarque.  —  Panni  les  termes  periodiques  contenant  des  sinus  ou  cosinus 
des  multiples  de  w'/4-(x',  on  a  neglige  tons  ceux  qui  ne  sont  pas  de  Tordre 
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zero  relalivement  aux  quantites  e\  c,,  i,  sauf  un  scul,  le  dernier  de  la  for- 
mule  (12),  qui  se  trouve  avoir  une  influence  appreciable,  bien  que  faible,  dans 
le  resultal  final  (les  calculs  ci-dessus  ont  ete  diriges  de  maniere  a  obtenir  la 
valeur  exacte  de  ce  terme). 

Pour  obtenir  Texpression  de  la  quantite  correspondante  ^  —^  relative  au 

Soleil,  il  est  clair  qu'il  suffira  de  faire,  dans  la  formule  (12),  c,  =  o  et  de 
remplacer  /w',  p.',  xs!  et  e'  par  les  quantites  analogues  m,  (x,  cr,  e  relatives  au 
Soleil. 

Nous  aurons  ainsi 

(  4  ^  =  (; -H7  e*)  sin»^ -f- ^•sin^cos9cos(Q  4- 4/) 
(i3)    \9    9        \'>^      ^    ) 

sin' 0 cos  (2m/  -h  2/x  -f-  2^)  -f-  -esin*5cos(m/-f-  //  —  gj)  -h. . . . 

185.  D6veloppement  de  £^  ^^^-=^*-  -  On  a 

5',  ==5'(  cos^cos9  +  sinv{;sin9  cos0)  -f-Y3'(— sin4'C0S9  h- cos ^j^  sin 9  cos 0)  —  ?'sin9sin0, 
yi',=  5'(— cosvj^  sin9H-sinv{/cos9COS0)  4- y3'(    sin^j^  sin9  -+-  cos ^j^ cos 9 cos 0)  — ?'cos9sin^, 

V  ri'  t' 

-^,  =1  cosA'cosL',         -7  =:cosA'sinL',         -7^=  sin  A'. 

P  P  P 

Les  termes  que  nous  considerons  actuellement  etant  multiplies  par  la  quantite 
tres  petite 

H  — A 

il  suffira  largement  de  conserver  les  termes  en  c^  et  e";  on  negligera  t\  c^  et  e '. 
On  a  d'abord  rigoureusement,  par  les  formules  ci-dessus, 

-li  ■=     COS9  cosA'ros(L'-f-4^)  H-  sin9COS^cosA'sin(L'-f-  ^!^)  —  sin9  sin^sinA/, 

(•4)  {  ^, 

-4=—  sin 9  cosA'cos(L'-+-  '^)  4-  cos 9  cos0rosA'sin(L'-h  ^h)  —  cos9Sin9sin  A'. 

r 

Si  Ton  compare  ces  expressions  de  ~  et  de  ^  a  Texpression  (5)  de  ^»  on 

r  P  P 

constate  cette  diflerence  importante,  que  la  derniere  ne  contient  pas  la  va- 
riable (p,  qui  figure  au  contraire  dans  tons  les  termes  des  deux  premieres.  Cette 
remarque  explique  a  elle  seule,  comme  on  le  verra  plus  loin,  le  peu  d'influence 
des  termes  de  U  qui  contiennent  B  —  A  en  facteur. 
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On  tire  des  formules  (8),  au  degre  de  precision  que  nous  nous  sommes  fixe, 

cosA'cos(L'— Q)  =  cos(p'—  Q), 
cosA'  sin(L'^  JJ)=  sin(i^'-  Q), 

sinA'^Cj  sin(r'—  N), 

d'oii 

cosA'cos(L'-i-  ^j^)  =  cos(i>'-h  4')> 
cosA'  sin(L'+  ^)  =  sin(p'4-  4*)! 

et  les  formules  (i4)  deviennent 

---  =     cos9COs(i^'-f-  4)  4-  COS0  sin9  sin(i^'-h  ^)  —  c,  sin0  sincp  sin(i''— N), 

r 

-7-  — —  sin9  cos(r'-f-  ^)  -h  cos 0  cos 9  sin  ((''-+-  vj;)  —  c,  sin  0  cos 9  sin  (t''  —  N), 
d'oii 


P 

-h  Ci  sindsin29  [sin(2t'' —  N  -f-^)  —  sin(N  H-  •^)]  -h. . . ; 


,j —  —      COS29  cos*(i''-h  4)  -+-  cos* 0 cos 2 9  sin' (/  +  4')  —  cos0sin29  sin(2i^'-t-  2^) 


par  des  transformations  faciles,  on  obtient 

— ^— „-^  = sin* 0 cos 2 9  —  sin*-  cos(2r'-H  20-4-  2d;) 

P   '  2  2  T  T  / 

Q 

—  cos*-  COS  (2 1^'— 29-1-24) 
(•5)     ( 

4-  -c,  sin^[cos(2r'—  29  — N4-  4)  —  cos (2  c' -t- 29  —  N4-4) 

—  cos(29  —  N  —  4)  -^  cos(29  -hN-h4')] 


Dans  cette  formule,  on  devra  prendre 

C0S(2f''-+-  29  -+•  24)  =^  C0S(2m'^  -h  2|JL'-h  29  4-  24) 

—  2e'[cos(m'^  -h  ix' -h  m' -h  2<f  -\-  2^) 

—  cos(3m'^-i-  3/jL^— cj'-h  29  4-  24)], 

cos(2i''—  29  4-  24)  =  cos(2/n'f  4-  2/jl' —  29  4-  24*) 

—  2e'  [cos{mU  4-fx'4-  cj' —  29  4-  24) 

—  cos(3m'^  4-3  |jl' — Gj'--294-  24)]. 
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On  trouvera  ainsi 


4i3 


1  Q 

-sin*0cos2  9—  sin*- cos  ( 2  m'^  -h2/x' 4-294-2^) 

3  « 


cos*-  cos(2/n'^-f-  2fx'—  29  -1-  24*) 

2e'sin*-  [cos(m'/  -h  fjL'-Hcj'-h  29  -h  24') 

—  cos(3/n'/  -+-3|jl'—  Gj'-+-  29  +  2^)] 

Q 

-h  2e'cos*-  [cos(m'^-h  fx'-Hw'—  29  -h  2^) 

—  cos(3m'/-f-  3|jl'— w' —  29-1-  24*)] 

-CiSin0[cos(2/n'f-i-2fjL'—  29  — N-i-v{/)  — cos(2m'^H-2|jL'-t-  29  —  ^4-4) 

—  cos (2 9  —  N  — 4)  "^  cos (2 9  -hN  4-^)]. 


On  pourra  du  reste  se  borner  a 


/* 


CiL  ~  ,  4.  3e' cos(/n'/  -h  fx'—  w'); 


on  obtient  finalement 


(16) 


I  ^ 

-  sin' 0  cos  2  9  —  sin*  -  cos  (2  m'^  4-2|jL'-h  294-  2^) 


—  cos* -COS  (2m'/  4-2  |Jl' —  294-2  4) 
3 

^e'sin*0[cos(/n'^4-  |jl' — -  gj' 4-  2  9 )  4- cos(m'^4-fx'  — ©'—  29)] 

I  9 

-e'sin*-cos(    m't-\-    |jl'4-gj'4- 29  4- 24) 


7  Q 

— -e'sin*-cos(3/n'^  4-3|jl'— Bi'4-294-24) 


I  9 

-e'cos*-cos(   m'/4-    fx'4-nT'— 29  4- 2^) 

w5  ^ 


7  d 

—  -  e'cos*-cos(3m'^  4-3/x'— cj'— 294-24) 


-  Cj  sin0[     cos(2m'^4-  2|jl' —  29  —  N  4-  ^) 

—  C0S(2/n'^4-  2|Jl'4-  29  —  N  4-  4) 

—  cos(29  —  N  —  4)  "+■  cos(29  4-  N  4-  4)]- 
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On  en  deduira,  au  meme  degre  de  precision, 


p' 


(>7) 


I  0 

r= sin*0  COS29  —  sill*-  cos(2mf  4-  2;jn-a(p  +  aij') 

Q 

—  COS*  -  COS  (2m/-+-2|JL  —  2(^  -h  2^) 

3 

—  jc  sin' 0  [cos  (m^  -h/jL  —  ^4-29)4-  cos(m/-f-fx  —  m—  29)] 

I  0 

H — esin*-cos(    /n^-h    |jl-i- tsj -+- 29  h- 2^) 

7  0 

—  -e  sin* -cos  (3  m/  -h3|jl  — Bi-t-2<p-f-2  4') 
H- -ecos*-cos(   /w/-h    fxH-Tsj  — 29 -4- 24') 

7  0 

—  -  e  cos* -COS  (3  m/ 4-  3|JL—  cj— 294-2^|»). 

40  jiS 


Les  formules  (3),  (12),  (i3),  (16)  et  (17)  contiennent  tout  ce  qu'il  faut 
connaitre  pour  obtenir  le  developpement  de  la  fonction  perturbatrice  avec  toute 
la  precision  desirable. 


J 
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FIXITfi  DES  POLES  A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE.  -  INVARIABILITE 

DE  LA  VITESSE  DE  ROTATION. 


186.  Fixit6  des  pdles  k  la  surface  de  la  Terre.   —   L'angle  forme  par 
Faxe  de  rotation  avec  Taxe  principal  Os^  a  pour  tangente  trigonometrique 


^pt  4-  ^*  __ 


=  (T  \/a*  cos'  u-h  b^  sin'  a  -+- 

Si  done  on  demontre  que  la  quantite  cr,  supposes  tres  petite  a  un  moment 
donne,  reste  constamment  tr^s  petite,  on  aura  prouve  par  cela  meme  qu'a  la 
surface  de  la  Terre  les  p6les  seront  toujours  tres  voistns  des  extremites  de 
I'axe  Oz,.  La  relation 

montre  qu'il  suffit  de  prouver  que  les  quantites/,  et/,'  resteront  toujours  tres 
petites.  Nous  partons  des  formules  (a),  (6),  (c)  du  n"  182,  qui  nous  donnent 

dV      dV       Aaf,.    .  .,  .d\i      /,  cos «,-+-/;  sin  a, /dU  fl,<?U\1 

dV  Aaf  dV       sinu, /dV  r^dVV] 

_  =  _  ^  [^cos«.^  -  5jj^  ^^ -f-cose'^jj  , 

dV  Aaf  .       dV       cosM, /dU  c^^XI 

dV      f^_f,^_dV 


(0 


\  df\  I      .,dV   ^      I     r  dV       sin«, /<?U  .,dV\-\ 


Nous  laisserons  de  cdte  les  premieres  parties  des  seconds  membres  des  for- 
mules (i)  parce  qu'elies  sont  beaucoup  plus  petites  que  celles  qui  les  suivent, 
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en  raison  des  facteurs/^  et/^'.  II  convient  de  remarquer  du  reste  que,  si  I'on 
avail  pousse  le  calcul  des  differences  0  —  0',  ^  —  9',  tjy  —  ^\  formules  du  n**  182, 
jusqu'aux  termes  du  second  degre  relativement  a/<  et/j,  on  aurait  eu  ainsi, 
dans  les  seconds  membres  en  question,  de  nouveaux  termes  en/<  et/,'.  Nous 
pourrons  aussi  remplacer  0'  par  G  et  m<  par  e^  h-  n/(i  h-  a6),  et  nous  aurons 

II  n'y  a  plus  qu'a  mettre  pour  U  son  developpement  du  Chapitre  XXV;  on 

voit  immediatement  que  tous  les  termes  de  -^  et  de  -^^eront  periodiques,  et 

queleursperiodes  seront  voisines  d'un  jour  sideral,  parce  que  le  coefficient  de  / 
dans  les  divers  arguments  sera n( I  -f-aA),  n(i  -h  ab)  -\-  2m,  n(i  -h ab)  -{-  2,m\  ..., 
et  que  m,  m'  sont  assez  petits  par  rapport  a  n.  Nous  avons  vu  d'ailleurs  que 
tous  les  termes  de  U  sont  extremement  petits.  Nous  pourrions  done  en  conclure 
aussitot  que  les  variations  de/,  et/j  fournies  par  la  premiere  approximation 
sont  negligeables.  Nous  calculerons  neanmoins  les  parties  principales  de  ces 
variations,  ne  serait-ce  que  pour  montrer  leur  ordre  de  petitesse.  Ne  conservons 
dans  U  que  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  «,  ^,  e'  et  c, ;  nous  aurons 

U  =  — -x/iC(n-e)sin«0 

(3)    { 

-4--x/iCsin*0[cos(2m/  -h  2 |jl -h  2 1{^ )  -h  e  cos (2m'/  4-  2|jL'-h  24')]  -+-  U,, 

en  posant 

Ui:=  -  x'/iC(i  -f-s)  sin'0cos2(p 

Q 

(4)     {  4-x'/iC  Sin*-[C0S(2mf4-  2|JLH-2cpH-2^j^)  -h  £  cos  (  2  m' ^  H-  2|Lt'4-2(p-h2^j^)] 

Q 

x'/iCcos*-[cos(2/n^-f-2|jL  —  29  -h  2^}^)  -i-£C0s(2m'/  -h  2|jl'—  29  -h  2^}^)]. 

Nous  trouvons,  en  faisant  d'abord  abstraction  de  U., 

— ^  -r^  —  —  (1  -f-£)sin0cos0 

4-sin0cos0[cos(2m^  -+-  2|jl  +  2^}^)  H-£C0s(2/n'/ 4-  2|jL'-i-  24*)], 

— 77  -rr  =  — sin*0[sin(2/w/-h2a-f-  2iL)  -i-£sin(2m'^ -h  2a'-+-  2vl/)], 
^9  "~" 
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En  portant  ces  expressions  dans  les  fonnules  (2),  on  (rouve,  apres  quelques 
transformations  trigonometriques  sans  diffieulte, 


ifx          xCsin6  r.         X       /I  .  •  « ^  •   /  .  IV 

y-  = --^^ —    (n-  e)  cost/ sin  Wi-+-  sur-  sin(wi  -h  imi  -h  2/jl-^  24;) 


dt 

0 
—  cos'  -  sin ( ^/|  -  -  '*' nit  -  -  2 /jl  —  2 '!) 


0 
-\-  £  sin'  -  sin(^/,  -\-  xni' t  -f-  2|UL'-f-  2|) 


—  ecos'  -  sin(w,  —  xm' t  —  iix'  —  2'sp) 

Nous  pouvons  integrer  en  regardant  0  et  'j'  coninie  constants,  et  si  nous  desi- 
gnons  par  S'/^  cette  partie  de  la  variation  de/,,  nous  trouverons 

^.^       xCsin^  r{i-i-£)cos0cosa,        .   ,9cos(«,^20)  ,  0  cos(//,— 2O) 

0/1  =  -rm —  I  ^ 1 -+-  sin* -—     >^-  —  cos' ^^^ 

*'  B  ^/i     I  i-^  no  2  ,  m  >.  ,  m 

I  \  -{-  ab  -\-  1—  I  -h  ah  ~  2  — 

L  ''  /i 

(5)    < 

-f-  £  sin' ^—5 ^  —  £  cos' ^—^ ^ 

1  -{-  au  -i-  2  —  1  -{-  ab  —  2  — 

n  n 

Dans  ces  formules  et  les  suivantes,  nous  avons  pose,  pour  abreger, 

Of  (C  ct  Q'  designent  done  les  longitudes  moyennes  du  Soleil,  de  la  Lune  et 
du  noeud  de  Torbite  lunaire,  ces  longitudes  etant  comptees  a  partir  du  point  N 
de  lay?^.  26.  Les  formules  (2)  montrent  que  o'/^  se  deduira  de  S'/,  par  Ic  change- 
ment  de  w,  en  a<  —  90";  nous  nous  dispenserons  d'ecrire  I'expression  de  S'/,';  on 
la  tirera  de  (5),  en  rempla^ant  d'une  maniere  generate  cos(m,  -h  a)  par  sin  (a,  -h  a). 
Nous  arrivons  au  calcul  des  parties  8"/,  et  8"/,'  des  variations  de/<  et  de/[ 
qui  proviennent  de  U^.  La  formule  (4)  nous  donne 

-7 — 7^  —.7-=      (1  4- e)  smycosy  C0S20 

0 
4-  sin^  sin'-[cos(2mf  -+-  2/jl  -h  29  -f-  >.^) 

-+-  £C0S(2m'/  -h  2jUl'-+-  29  -f-  2'})J 
—  Sni0  cos'  -  [C0S(2W/  -h  2;JL  —  29  H-  2'|) 

-^-  £  COS  (  2  m'  ^  -h  2  ]Ul'  ■    -  2  9  ->-  2  i]; )], 


-r-^    .    /  I  -.,-+-  cosl/-,—     ~  —  (i  -h  £)sHiC?cos9sm29 


T.  -  11. 


—  sin{/  sin' -[sin (2///^  -^  ^ix-h  20  -\-  2'^) 

-+-  £  s\n{2m' t  -h  2|ul'-i-  29  -t-  24^)] 
0 

—  sin ^ cos'  -  [sin (2//?/  4-  2 p.  —  294-2'^) 

-h  £sin(2m'/  -f-  2|jl' —  29  -f-  2i|»)]. 

53 
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La  premiere  des  formules  (2)  donne  ensuite 

"//"  ~ — RT —  r~  ^*  4-0  rosy  sin  (2  9  —  u^)  —  sin*- 5111(29  —  WjH-  am^+  2|jl-4-  a^j;) 

H-cos*-  sin(2  9  —  w,  —  'xmt—  i\x.—  2'^) 

—  £  sin'-sin(29  —  u^-\-  im' t-\-  2/jl'4-  2^') 

9  1 

£  cos*-sin(29  —  ;/,—  2//i'^  —  2|jl'—  a^*) 


11  n\  a  plus  qu'a  integrer  en  prenant 


9  =  £i4-  nt^         w,  =  £,-h/i^(i-l-  a6),         29  —  w,  m  £,  4-  /j/(i  —  ab), 

ce  qui  donne 

;{*/•_  Jt'Csin^  r(i-f-£)  cos 6 cos (2 9  — w,)        .     Q  003(29  —  w,-+-  2©) 
0/1  —  — i^— , I  = h  Sin  -  ' 

I  —  ao  -+-  2  — 
/I 

^       ^  COS(29~//,-20) 

(6)  \  •''''%  ;      ^T" 

'  *  I  —  ah  —  2  — 

/I 


.     ,9    COS(29—  M,-+-  2(r)  ,6   eOS(2Cp  —  W,—  2(01 

£  sm' ^^=-^  —  £  cos' ^—^ ■ p==-  I ; 


2  -  ni  2 

I  —  ah  -\-  2  — 


(29-f/,-2(C)"l. 

I  —  r//>  —  2  —        I 
'^       J 


0/,'  se  deduira  de  6"/,  par  le  changement  de  w,  en  //,  —  90**.  On  aura  ensuite 

of,  -  o"/i  -^  ^"7. ,    ^/; = ^"/,  -^  ^"f[ . 

Nous  rcmarquons  imniediatementque,  si  I'on  neglige  dans  les  denominateurs 
I  -f-  ab,  I  —  ah,  ...  la  petite  quantite  ah  voisine  de  a^=  :t-^>   les  coefficients 

des  cosinus  des  divers  arguments  dans  les  formules  (j)  et  (6)  sont  propor- 

tionnels  a  x  et  x'.  Or  on  a 

a'  _      B  -  A 
X  ■"  2C- A-B' 

et  nous  Savons,  par  les  mesures  du  pendule,  que  ce  rapport  est  certainement 
petit.  Si  done  nous  prouvons  que  o'f^  est  petit,  il  en  sera  de  meme  a  fortiori 
de  0"/,;  nous  ne  nous  occuperons  done,  pour  le  moment,  que  de  8'/,  et  S'//. 
Nous  avons  les  formules 

'-  -.  a  (J  cos  u,         -■  =:/>(7sin//,         u  ^=  ab(nt  -h  £,), 
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d'oii 


^  z=za{/[cosabnl  —fi  sin abnt)^ 

WW 

2  ^zb{f^  sinabnt  -h/,  cosabnt), 

mm 

II  y  a  lieu  do  tenir  compte  des  valeurs  initiales  de/,  et/^';  nous  Ic  ferons  en 
introduisant  deux  constantes  arbitraires,  g^  et  t,  par  les  forinules 

/,  =^1  swiabn'z  -\-  3'/,,        f\  ^^  g\  cos ab nz  -\-  $'/[• 

Les  expressions  precedentes  de  -  et  de  -  deviendront  ainsi 

—  ^^agi  cos[abn{t-{-T)]  -+-  a(d'/[  cosabnl  —  d'/j  sinabnl), 
?  —  6^1  sin  [abn(t  -+-  t)]  -h  b{d'/[  sinabnl  -f-  3'/,  cosabnt). 

WW 

4 

Remplagons  S'/,  par  son  expression  (5)  et  ^'f[  par  I'expression  analogue;  re- 
marquons  en  outre  que  nous  pouvons  prendre 


//j  —  abnl  =  9, 


et  il  viendra 


P 
n 


f-=z  agi  cos  [abn{ I  -f-r)] 


z)cosO 


sin9 
i-\-ab 


(7) 


sm* ^^^ ^^  —  cos* — ^=^ 

i-hab  -h  2  —  i-\-  ab  ~  2  — 

n  n 

.   ,6  sin(9  4- 2(r)  ,Qsin(o  — 2C) 

£  sin* ^ ^  —  £  cos* ^-^ ^^ 

2  .  m!  .2  , 

\-\-ab-\-2 —  i-f-ao  —  2 

n 


7 
n 


-  =  ^^i  sin  \abn{t  4-  t)] 


.        A  cos 9         .    ,//  cos(9-h  2©)  ,6cos(.9  — 2©) 

£)  cos  (i ^i  -T-  sin* ^— ^^  —  cos* ^-^ ^^ 

\-\-ab  2  ,  ni  2  ,  m 

\  -\-  ab  -^  2  —  \-\-  ab  —  2  — 

n  n 


£Sin 


.   ,6  cos(9-h  2(r)  •6cos(9— 2(r) 

in  J-    IZ ^^L-'  —  £  COS*  -    ^-^ ^^ 


2  ,  m' 

\-\-  ab-\-2  ~ 

n 


2  ,         m' 

I  -^  ab—2  — 
n 


II  convient  de  se  representor  le  lieu  du  pole  sur  le  plan  tangent  a  rellipsoide 
terreslre,  au  point  C  oil  I'axe  Oz^  perce  la' surface.  Soit  R  le  rayon  mene  du 
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centre  de  la  Terre  au  point  C, 


n  n 


X  et  y  pourront  etre  regardes  comme  ctant  les  coordonnees  rectangulaires  dans 
le  plan  tangent  eonsidere,  I'origine  etant  en  C.  II  n'y  a  plus  qu'a  remplacer  - 

et  -  par  leurs  valeurs  (7)  et  a  mettre  pour  les  diverses  lettres  les  valeurs  nu- 

meriques  qui  seront  indiquees  plus  loin.  On  pourra  prendre  C  =  B,  a  =  6,  et  il 
viendra,  en  prenant  le  centimetre  pour  unite  de  longueur  et  designant  par  X  la 
constante  ag^  R, 

/ox  i  x==^cos[rt»/i(^-+-r)]-!-27  sin9—  19  sin (9—  2^)  —  9  sin(<p  —  a©) -f- 4  sin((p  —  Q'), 

(o)    j 

(  y  =  X  sin  [«*«(/ -f-T)]  -+-  27  cos 9—  19005(9  —  2(^)  —  9005(9  —  20)h-4cos(9—  Q')- 

Nous   avons   ajoute   deux    petits   termes   d'argument  9  —  Q'    (en   posant 

N  H-  j*  ^  Q'),  qui  proviennent  du  terme  de  U  qui  contient  le  facteur  c^.  Si  Ton 

pose 

/  27  —  1 9  cos  2  (^  —9  cos 2©  -4-  4cosQ'  =  >ii  sinLj, 

(9)  \  19  sin2(C  -f-9  sin20  —  4  sinQ' r:=Xi  cosLi, 

(  a*/i(^ -ht)  —  y, 

X  designant  une  quantite  positive,  on  pourra  ecrire 

(  X  =  X  cosu  4- X,  cos(Li  —  9), 
(  y  ir:X  sinu  -f-  Xi  sin(Li  —  9). 

X^  et  L,  sont  dcs  quantites  qui  varient  assez  lenleraent.  On  pent  se  represen- 
ter  le  mouvement  du  pole  par  la  combinaison  de  deux  mouvements  circulaires. 
Tragons  en  effet  {Jig.  29)  un  premier  cercle  de  rayon  CA  =  X,  et  imaginons  sur 


ee  cercle  un  mobile  1  anime  d'un  mouvement  uniforme,  de  fagon  que  Ton  ait 
ACI  =  u;  considerons  un  second  cercle  de  rayon  IP  =  X,,  sur  lequel  se  meuve 
le  point  P,  de  maniere  que  Tangle  PIB  que  forme  ce  rayon  avec  une  parallele 
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a  CA  soil  egal  a  L,  —  9.  Le  mouvemcnt  du  point  P  sera  bien  donne  par  les  for- 
mules  (10).  Le  point  I  fait  son  tour  dans  le  temps 


'  r=i  ^^  X  3o5  =  3o5  jours  sideraux ; 


rt*  n        n 


le  point  P  accomplit  le  sien  en  un  jour  sideral  environ.  Les  formules  (9)  mon- 
trent  que  le  rayon  X,,  qui  pent  s'annuler  a  un  moment  donne,  a  un  maximum 
de  soixante  centimetres;  c'est  bien  pen  de  chose.  Nous  sommes  dans  une  igno- 
rance presque  absolue  sur  la  valeur  de  X;  ce  que  Ton  sait  au  sujet  de  Tin- 
variabilite  des  latitudes  permet  toutefois  d'affirmer  que  X  est  inferieura  i5™. 
Concluons  done  enfin  que,  si  le  pole  n'est  pas  entierement  immobile  a  la  sur- 
face de  la  Terre,  ses  variations  seront  neanmoins  contenues  dans  Tinterieur 
d'un  cercle  de  quinze  metres  de  rayon;  nous  reviendrons  d'ailleurs  plus  loin 
sur  cette  question  de  la  variation  des  latitudes. 

II  convient  de  calculer  aussi  les  petites  variations  de  Go.  On  pent  ici  se  borner 
aux  formules 

d^:z^a(jzz=L^  cosw  -h  -  smw, 
n  n 

qui  deviennent,  en  vertu  des  relations  (7), 

fj^z^ag^  cos[a6(£'i  —  /it)] 

.         .sin(o-4-//)         .   ,  (5  sin(9 -+- wH- 2©) 

£)cos() ^-^ — T— ^  -hsm* -^ ^^^-h. . 

i->r  ab  2  .  m 

I  4-  (76  -h  2  — 
n 

ou  bien,  en  reduisant  en  nombres  et  remarquant  que  nz  est  la  valeur  initiale 
de  e'^  qui  varie  tres  pen, 

0o  =  «^i-+-o'',oo87sin(9  -h  u)  —  o", 0062  sin (9  -h  w  —  2^)  —  o", 0029 sin (9-4-  «/  —  2O) 
(11)   j 

-ho^oooSsinCo-h  u  -+-  2O  -\-  o^oooi  sin(9 -h  a  4- 2  0); 


telle  est  Texpression  de  Tangle  forme  par  Tequateur  avec  le  plan  du  couple 
resultant;  on  voit  qu'il  est  tres  petit  et  a  fort  pen  pres  constant.  Poinsot  (') 
avait  indique  le  premier  terme  0^,0087  sin (9 -h  m)  de  la  formule  (11);  M.  C. 
Roze  a  appele  I'altention  sur  les  autres.  L'ensemble  des  petites  inegalites  ne 
pent  pas  depasser  o",oi9;  c'est  une  quantite  fort  petite,  mais  dont  I'introduc- 
tion  pent  etre  cependant  utile  dans  des  recherches  de  haute  precision. 

187.  Sup  les  in6galit6s  s6culaires  de/«  et/,'.  —  Si  Ton  voulait  connaitre 


(*)  Poinsot,  Precession  des  equi/ioxes,  p.  i3.  Paris,  1857. 
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les  inegalites  seculaires  qui  peuvent  affecter  les  valeursde/^  et/^',  il  faudrait 
conserver,  dans  les  seconds  membres  des  equations 

df\_ i_      ^  C       £U 

dt  ~       2C/i-'*(?e,  "^  k^abn  d/,' 

les  termes  qui  contiennent/,  ct/^'  au  premier  dcgre  et  dontles  coefficients  sont 
independants  de  w,  de  cp,  des  moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  de 
ceux  du  perigee  et  du  noeud  de  Torbite  lunaire,  de  sorte  qu'on  pent  les  consi- 
derer  comme  constants. 

Nous  remarquerons  immediatement  que  les  seconds  membres  dont  il  s'agit 
seront  extremement  petits  pour  deux  raisons,  d'abord  a  cause  du  tres  petit 
facteur  qui  affecte  tons  les  termes  de  U,  ensuite  en  raison  des  facteurs/^  et/,' 
eux-memes.  On  obtiendrait  ainsi,  par  I'integration,  dans  les  expressions  de/ 
et/'  des  termes  proportionnels  a  /,  lesquels  resteraient  insensibles  pendant  un 
temps  considerable.  On  pourrait  neanmoins  eprouver  des  scrupules  et  se  de- 
mander  si,  a  la  longue,  il  n'en  resulterait  pas  un  deplacement  sensible  des 
poles  a  la  surface  de  la  Terre.  On  aura  la  reponse  a  cette  question  en  integrant 
rigoureusement  les  equations  precedentes,  tout  en  conservant  dans  les  seconds 
membres  les  termes  en/  et/'.  Remarquons  d'abord  que,  puisqu'on  reduit  U  a 

sa  partie  non  periodique,  on  aura  j-  =  o  et,  par  suite, 

i    ^  ^/i  _        c      (^u        ey;  _        c     c^u 

^"^^  dt"      kBabndf\'  dt  ^      AB  abn  d/,' 

On  a  d'ailleurs  (n«  184) 

(i3)  []=:-AnC  [('-  -+-  7  eA  sin«6  4-  £  ( J  "^  v  ^"-  ^  c{\  sin^o]  ; 

nous  prendrons  meme 

(i4)  U=i— -x/iC(i-f-£)sin»^. 

Nous  partirons  de  la  formule  (8)  du  n°  180,  qui  nous  donnera,  en  supposant 
A  =  B,  c  =  o, 

A  a  A*  a* 

SzzzQ' ^(ysin(«-f-9')H 7T^ff*col6'cos*(M-+-  9'), 
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ou  encore 

0^0' ^.-(/icosw,  -h/;  siriMi)  -h  '— ^  col^'(/;cos£/,  — /,  sinw,)*, 

en  tenant  compte  des  relations 

« -h  cp' zzz //,H- flf6e',,         (jsin(flr6£j)  =r/,,         o"  cos(ff6£'j)  =/;. 

On  pent  en  declui^e  le  developpement  de  sin'G  par  la  formule  de  Taylor,  et,  en 
le  reduisant  a  sa  partie  non  periodique,  on  trouve 

sin«0  =  sm*<5'+^cos>6'(/i«  4- /;»)H-^'cos29' {/?+/;*). 

L'expression  (i4)  de  U  devient  ensuite,  en  supprimant  la  partie  independante 
de/,  et/;, 

U=I-7X/Z(I  +  6)  ^'(3cos«^'- I)  (/,'-!-/,«), 

apres  quoi  les  formules  (12)  se  reduisent  a 


dA 


ix(i4-£)(3cos*{)'— 1)/;, 


dt  'X 

dt  1 


On  en  tire 


.df,  df\_    da__ 

^'irt-^J''Tt-''dt-''' 


Ainsi  Telement  or  n'a  pas  d'inegalite  seculaire,  et  e'est  I'essentiel  au  point  de 
vue  de  la  fixite  des  poles  a  la  surface  de  la  Terre. 

Je  ferai  remarquer  d'ailleurs  qu'en  reduisant  la  fonction  des  forces  U  a  sa 
partie  non  periodique  (i4)  et  supposant  A  =  B,  on  pent  integrer  ng^oMn^w^c- 
ment  les  equations  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  C'est  ce  que  j'ai 
demontre  dans  une  Note  des  Camples  rendus  des  seances  de  V  Academie  des  Sciences 
(t.  CI,  p.  195;  i885). 

188.  Invariability  de  la  vitesse  de  rotation.  —  L'expression 

/       I  A  -f-  B  I 

(16)  0)  =  /^  (  I  -h  y  — -, —  a^  ^«  o-«  -I-  _  ««  ^s  c'  0"*  cos  ol  u 


de  la  page  4o4  montre  que  le  terine  en  cos2m  est  extremement  petit,  par  cliacun 
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de  ses  facleurs  a',  6%  c^,  cj^,  mais  surtout  par  le  clernitM*.  Les  variations  de  co,  s'il 
en  est  de  sensibles,  ne  pourront  done  provenir  quo  de  celles  de  /i.  Or  nous 
avons  (n*^  182)  Tequation 


en  y  rempIaQant  -y->  'aT  ^^  Jr  P'^''  lours  valours  obtenues  au  commencement 
de  ce  Chapitre,  il  vient 


I      dn       d\]       Aa{i~{-ab) 

\j        . "T — 


dt-do    '  C  [(/iSin./.-/;cos«.)^ 

(17)        { 

A  cos//, -f- /■;  sin^/, /(^CJ  -,  ^^U\1 

4- V-^7 IT  ^-  cos  &'  -J-      . 

sin 6  \d'\f  <^?  / J 

En  dehors  de  3—*  les  termes  du  second  membre  donneraient  dans  n  des  ine- 

galites  a  courtes  periodes,  car  //,  ne  pout  disparaitre  d'aucun  argument;  les 
coefficients  de  ces  inegalites  seront  tout  a  fait  insensiblos,  d'abord  a  cause  des 
facteurs /<  et/^',  ensuite  en  raison  de  la  petilesse  de  U.  On  pent  done  laisser 
ces  termes  de  cote  et  se  borner  a 

Les  termes  de  U  qui  ne  renferment  pas  o  ne  donneront  rien,  et  il  n'y  aura 
lieu  de  considerer  que  la  portion  U:;,  pour  laquelle  on  a 

-r-  =  — x'/i(i  -h  e)sin'0sin2o 
at 

—  2  x' /I  sin*-  [sin(2m^-f-2|ji-h29-h2d»)-f-  £sin(2/A?'^  -i-2^'-f-2(pH-2i{;)] 

e 

-+■  ax'ncos*-[sin(2m/  4-  2fjL—  29  H-  24*)  -+-  £  sin(2m'/  4-  2|jl'—  29  4-  2i|»)]. 

On  en  tire,  en  integrant  et  designant  par  n'  une  constante  arbitraire, 

,         I      ,,  V     •     «n  /     •     .  ^   rC0S(29 -h  20)  C0S(20-h2^) 


.     ,n  ,     .     .  7   rC0S(29 -h  20)  C0S(20-h2^)n 

in* 0  COS 2  9  -h  x'  sm*  -  I ^^ — ■ ^=^  -+-  £ ^ — = 7-^^  I 

2  1  m  m  I 

L         //  ''J 

'--   J 


(18)  , 

-+-  X'COS*  -  rC0S(29-2O)  ^  ^  C0S(29-  2(0 

2  I  m 

// 
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L'angle  dont  tourne  le  corps  autour  de  Taxe  instantane  pendant  le  temps  dt 
est  (or//;  Tangle  decrit  pendant  le  temps  t  est  j  a^di.  Or  on  tire  des  for- 
mules  (i6)  et  (i8) 

(19)  I  (tide  =1  I  ndC-^  J  — - — a^b^  I  tj^ndt  -hja^b^c^  j  (j^nC0S2u  dt, 

/I  x' 
ndtz=z  const,  h-  /i'/  -+-7.  -  (i  -h  e)  sin'0sin2o 
4  /i'         '  ^ 

'  ^' tg  rsin(29-20)  ,   .sin(2y  —  aC)-] 

L  ('-«)        (-«)  J 

Si  Ton  rcmplace  x'  par  sa  valeur,  on  trouve 

-A 


(20) 


.  x'       3/mYB-A_  B- 


Or  le  rapport — ^ —  est  petit;  on  pent  conclure  des  observations  du  pendule 

qu'il  est  inferieur  a  la  centieme  partie  de  — ^ —  On  pent  done  admettrc  que 

Ton  a 

B-A  I 

< 


C  3oooo 


Dans  ces  conditions,  Tensemble  des  termes  periodiques  du  second  membre  de 
Tequation  (20)  est  inferieur  a  o",oooi,  et  Ton  pent  prendre  en  toute  securile 


/ 


ndt  1=  const.  -\-  n't. 


a^ndt  peut  etre  remplace  par  a^  j  ndt  ou  par  a-n' l\  son  effet  se 
bornera  done  a  modifier  tres  legerement  le  coefficient  de  /  dans  f  o)di.  Quant 
a  Tintegrale  jG^ncos^udt^  elle  se  composera  de  termes  a  courtes  periodes 
dont  les  coefficients  seront  extremementpetits. 

Conclusion,  —  Dans  la  premiere  approximation,  la  vitesse  angulaire  de  rota- 

tion  de  la  Terre  peut  etre  consideree  comme  constante,  et  Tintegrale  I  (sydt 

comme  etant  de  la  forme  a-h  ^t.  Le  jour  sideral  est  done  constant,  puisque 

c'est,  par  definition,  le   temps  au  bout  duquel  Tintegrale  /  cor//  augmcnte 

de  21:. 

T.  -  11.  5i 
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On  peut  se  proposer  de  chercher  si  les  consequences  precedentes  subsistent 
encore  dans  la  seconde  approximation.  II  faudrait  pour  cela  remplacer  dans  le 
second  membre  de  Tequation  (17)  les  diverses  variables  par  leurs  valeurs  four- 
nies  par  la  premiere  approximation.  Or  Teffet  principal  sera  d'augmenter  ^ 
d'une  quantite  proportionnelle  au  temps;  les  divers  arguments  conserveront 
la  meme  forme,  sauf  que  le  coefficient  du  temps  y  sera  modifie  un  peu;  les  con- 
clusions resteront  les  memes,  eu  egard  a  la  petitesse  extreme  des  inegalites  du 
premier  ordre.  Nous  pouvons  done  admettre  la  Constance  du  jour  sideral,  tant 
qu'on  fait  abstraction  de  certaines  causes  perturbatrices  telles  que  le  frottement 
des  marees,  etc.,  dont  il  sera  question  plus  loin ;  c'est  la  base  fondamentale  de 
la  mesure  du  temps  en  Astronomic. 

Remarque.  —  Un  geometre  distingue  a  cru  pouvoir  conclure,  de  la  conside- 
ration des  inegalites  de  Oo,  que  le  rapport  — p^-  devait  etre  inferieur  a 


si  les  latitudes  ne  varient  pas  de  2".  Mais  il  a  ete  amene  a  cette  conclusion  par 
une  erreur  de  signes,  en  conservant  Tune  des  relations  (D)  du  n*"  175,  oil  il  au- 
rait  fallu  ecrire  sin((p  —  9,,)  au  lieu  de  sin((po— ?)»  I'angle  4^  etant  compte 
en  sens  inverse  de  celui  de  Poisson.  Voir  la  Note  sur  les  moments  d'inertie 
principaux  de  la  Terre  (^Comptes  rendus  des  seances  de  i Academic  des  Sciences, 
t.  CI,  p.  409;  i5  aout  i885). 


CHAPITRE   XXVII.    —   DES    FORMULES    DE    LA    PUECESSION    ET    DE    LA    NUTATION.       4'-^7 


CHAPITRE  XXVII. 


DES  FORMULES  DE  LA  PRECESSION  ET  DE  LA  NUTATION. 


189.  II  resulte  de  ce  qu'on  a  vu  precedemment  que  60,  a,/,  et/,  sont  des 
quantites  pratiquement  inscnsibles;  nous  les  supposerons  nulles  desonuais. 
Nous  aurons  done 

•     0-^^\  ^^^y,  9::zz9'. 


Le  plan  du  couple  resultant,  le  plan  x^  Oy,  et  le  plan  perpendiculaire  a  Taxe 
instantane  de  rotation  seront  done  confondus  en  un  seul  et  meme  plan,  et  Ton 
pourra  dire  que  les  variables  ^  et  0  tixent  la  position  de  Tequateur  de  Tepoque  t 
par  rapport  au  plan  fixe  XOY. 

Les  deux  premieres  des  equations  (e)  de  la  page  402  nous  donneront 

d^  _  I         dU 

dt  "      C/isinQ  ^' 

dB_  I        dU  cos^     dU 

dt  ~      C/?sin^d'^       C/isin^do 


{} 


L'analyse  employee  pour  montrer  que  n  peut  etre  considere  comine  invariabi 

•^dt  se  compose  uniquement  de  termes  a  courtes 
periodes  dont  les  coefficients  sont  tout  a  fait  negligeables;  nous  pourrons  done 
reduire  a  son  premier  terme  le  second  membre  de  Tequation  qui  donne  ~, 
et  nous  aurons 

d^  __       1       ^ 
,  dt''      C/isin0  dB^ 

(0  { 

de  _        I      dj] 

I  dt  C/i s'lnO  d^ 
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La  demonstration  que  Ton  a  donnee  de  la  fixite  des  poles  a  la  surface  de 

la  Terre  prouve  que  les  integrales  / -^rf^  et /^-j-prf/ sont  insensibles;  nous 

pourrons  done  faire  abstraction  de  U2,  et,  en  nous  reportant  aux  formules  (3) 
de  la  page  4oG  et  (12)  et  (i3)  de  la  page  4io,  nous  aurons  simplement 

—  7;; — U==:e    ("■+'7^'*"-  7^1)  sin'9  +  isin^cos6cos(Q  4-^) 

4-  c,  siu0cos9cos(N-h4')  —  7^1  sin*0cos(aN -4-  2^) 
/^\   ]  sin*0cos(a/w74-2|jL'-4-a4')'+-"  «'sin*6cos(/w'/H- p'— cj') 

-+-  (--+-7^')  sin'flH-  «sin6cosecos(Q  4- vj^) 

sin'dcos(am^  ■+-  afx  -+-  2'^)  4-  -  esin*Ocos(/w^  -+-  p  —  gt). 

2  2 

Cette  expression  depend  de  0  et  'j*  d'une  part,  de  I'autre,  de  c,  et  N,  de  e\  m\ 
|x'  et  gt' ;  de  e,  m,  (x  et  tar,  et  enfin  de  i  et  Q, 

Les  inegalites  periodiques  des  elements  de  la  Lune,  savoir  de  c\  m\  (x',  tar', 
c^  et  N  ne  produisent  ici  aucun  effet  appreciable;  nous  renverrons  pour  ce  point 
au  premier  Memoire  de  M .  Serret  {Annates  de  I'Observatoire,  t.  V,  p.  325-329). 
Les  inegalites  seculaires  des  memes  elements  sont  tres  faibles  en  elles-memes 
ou  bien  n'ont  pas  d'effet  appreciable  dans  le  phenomene  actuel,  sauf  ce  qui 
concerneN.  ATegard  du  Soleil,  il  convient  de  tenir  compte  des  inegalites  secu- 
laires de  e,  I  et  Q;  la  theorie  du  mouvement  du  Soleil  montre  que,  au  moins 
pendant  un  tres  grand  nombre  d'annees,  on  pent  prendre 

e  =  ^0  -f-  e,  ^         i  sin  Q  =z  gt -i-  rt*,        i  cos  Q  :=^  g'  t  -\-  r'  f^  \ 

e^,  g  Qi  g  sont  des  coefficients  numeriques  tres  petits ;  r  et  r'  sont  encore  beau- 
coup  plus  petits  et,  presque  toujours,  on  pent  les  laisser  de  cote  dans  la  theorie 
actuelle.  La  formule  (2)  devient  ainsi 


-r-    (1  +  £)  (^'-'cos^J^  — ^sin^*)  sin0cos0-f-  -eo^,  sin*(?    t 

4-  £c,  sin ^ cos (9 cos (N  -\-  ^)  —  7  bc\  sin'0cos(2N  4-  2J;) 

4 

—  -  sin'  0  cos  (2m^-i-2fxH-2<|i) e  sin*  B  cos  ( a  m'  ^  -+-  2  fx'  4-  2  '^ ) 

3  3 

4-  -  eosin*0cos(m^  4-  |!x  — gt)  4--£e'sin'0cos{m'^  4-  ix'—ts'). 
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Posons 


S 


='^G-^^0"^'K^^^''"^o 


(3) 


y=i:x(l4-6), 

Z=:—  e/c,  sin0cos0cos(N-+-  4*)  "*"  7  ^^^i  sin* 0  cos (2 N  H-  2vj>) 

H--  xsin'0cos(2/w^  -h  2|jL-h  2  4')-h-£xsin*0cos(2/w'/H-  2|Jl'+  2^') 

3                                                 3 
X Co  sin* 0  cos ( m^  +  fx  —  nr) ex e'  sin' 0  cos {m' t -\-  [>.'  —  w'). 


§     • 


et  nous  pourrons  ecrire 

(4)  J-  u  =  —  ^ sin*0  —  [q{g' cQ^  —  g %\n^)  sin0 cosQ  -4-  5  sin«0]  t  h- Z. 

Les  equations  (i)  donneront  ensuite 

-j^  =  -h2jcos0-t-  \Q{g'  cos^  —  gs\n^)     .    ^  -+-  a'jcos©    / r-^  3^, 

e/^  M^^         TOT/  g,,^0  c^'         J         sin^  d0 

(5)  < 

^:..C,cOS0(^'Sin4.4-,-COSq.)/4-^j^^. 

Nous  allons  integrer  ces  equations  par  approximation,  cc  qui  est  facile,  parce 
que  les  quantites  g,  ^  et  5  sont  tres  petites;  il  en  est  de  meme  de  i  et  (j,  qui 
ont  ccpendant  des  valeurs  plus  sensibles;  nous  supprimerons  d'abord,  dans  les 

seconds  membres  des  equations  (5),  les  parties .— ^  ~  et  -H-r-g  -r^;  nous 

considererons  done  les  equations 

Ji=H-2.f  COS0-+-  rff(^'cos4;-^sin4;)^^--h25cos0 U, 

(6)  ^ 

_  =:  gcos0(^''sin4;4- -cos^;)/. 

Nous  representerons  par  0|  la  valeur  initiale  de  0,  ou  plutot  une  valeur  tres  peu 
differente,  et  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axe  OX,  dans  le  plan 
fixe  XOY,  une  draite  tres  voisine  de  Tintersection  de  ce  plan  fixe  avec  la  posi- 
tion de  Tequateur  a  Tepoque  initiale  /  =  o;  done,  pour/  =  o,  ^j;  sera  tres  peu 
different  do  zero. 

Les  observations  nous  montrent  qu'en  gros  vp  augmente  de  5o"  par  an;  si 


43o  CHAPlThK    XXVII. 

nous  voulons  obtenir  des  formules  suftisant  aux  besoins  de  TAstronomie  pen- 
dant deux  siecles,  ^  variera,  dans  cet  intervalle,  de  o  a  5o"x  200  =  2®46'4o"; 
dans  ces  conditions,  les  petits  termes  (Jg'cos']f,  ggs'in^,  gg'siw^f,  {igcos*\f, 
seconds  membres  des  equations  (6),  pourront  etre  reduits  respectivement  a 
5^,  o,  o,  gg;  on  pourra,  aussi,  dans  ces  seconds  membres,  remplacer  0  par  0|. 
On  trouvera  done 


dt 


on  peut  integrer,  et  il  vient 

(7)  ij^^consl. -+-a/ 4-b^S        6=:consl.  4- v^", 

en  posant,  pour  abreger, 

a  —  2cf  cosO,, 

I  ^    ,  cos  2  9*        „         ^ 

Si  nous  remplaQons  ^,  5,  5  par  leurs  valeurs  (3),  nous  trouvons 


a 


=  x  [  n  — ej  J  cos0,-h  xe  f  I  4-  -e'* cm  cos^j, 


(8)  jb  =  x[-(H-£)i''-^v^j^4--eo^.COS0,J, 

v=  -x(n-  e)^cos0i. 

Remarque.  —  Si  I'on  avait  tenu  compte  des  termes  en  t^  dans  les  expressions 
de  isinQ  et  de  icosQ,  il  en  serait  resulte  dans  vp  et  0  des  termes  en  /';  on  se 
convaincra  aisement  que,  dans  la  pratique  aciuelle  de  I'Astronomie,  ces  termes 
sont  negligeables. 

190.  Pour  passer  des  integrates  (7)  des  equations  (6)  aux  integrales  des 
equations  (5),  nous  poserons 

i  vj>=:consl.  4  a^-h  b^' 4-^, 
^^  l^z^consl.4-      v^«      4-0; 

une   fois  effectuees   les   differentiations   qui    figurent  dans   les    expressions 
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'          et  -+-  -^  ;rr>  en  raison  de  la  petitesse  de  ces  termes,  on  pourra  y 


sind  dQ 


remplacer  0  par  0,  et  ^  par  a/,  car  on  verra  que,  dans  les  limites  de  temps  envi- 
sagees  plus  haul,  le  terme  ht^  est  petit;  on  trouvera  ainsi 


f  d^ 

dt 


C0S2  9i  ,^^  ,. 

X£Ci      .     ^      C0S(N-4-  J>) 

sm0,  ^ 


(lO) 


—  X  cos 01    -Bc\  cos(2N-+-  a^*)  -h  cos(2/w^H-  2fx-i-  a^*) 

-+-  ecos(2m'^  +  2/jl'h-2i];) 


-^')], 


xecjcos^,  sin(N  4-  4*) 
—  X  sinSj    -ec}  sin(2N 


24^)  4-  Sin(2/?l^4-  2/JL4-  2^) 

4- £sin(2m'/4-  2jx'4-  24^)  I  • 


On  sait  que  le  nqeud  de  la  Lune  retrograde  sur  Tecliptique  de  faQon  a  par- 
courir  SGo"*  en  1 8 1  ans ;  dans  la  question  actuelle,  on  pent  supposer  que  ce  mou- 
vement  est  uniforme.  On  pent  done  prendre 

en  designant  par  a  et  ^  deux  constantes;  on  pent  des  lors  integrer  les  equa- 
tions (10);  il  est  inutile  d'ajouter  des  constantes,  car  elles  se  confondent  avec 
celles  des  seconds  roembres  des  Equations  (9).  On  obtient  ainsi 


(M) 


W=: 


C,   COS20, 

—  x6  —     .    fl    sin(N  4-  ^) 


4-  XC0S&,    e -7-^  sin (2 N  4-  2vL) sin (2 m^  4-  21x4-24') 

|_  4a  2m  I"         T/ 


7  sin  (2  m' ^4-  2  a' 4-  24*) 

2m'        ^  r-  T/ 

— -sxnirnt  4-M  — cr)  -i rSin(/w'/ 


/-SI')], 


(la) 


e 


X£  —  COS0,  cos(N  4-  4) 


—  e7-^cos(2N  4-  24^)  4 C0S(2/W^  4-  2  a  4-  24) 

4  a        ^  ^'       2m        ^  ^         ^^ 

4 >C0S(2m'r4-  2a'4-  24)    . 

2  m'        ^  *"         T/j 
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Remarque.  —  On  a  ecrit,  dans  les  equations  (ii)  et  (12), 

/  C0S(2/W^-f-  2|X-4-  24*)  Cf^=:  const.  H Sin  (2m^-h2|JH-2vj;), 

/  sin  (2/W^4-  2|X4-  2vj>)fl?^=:  const. COS (2m/ -+-2/1  +  2  4'), 

tandis  qu'on  aurait  du  prendre 

/cos(2/w^  -^  2u.-\-2^)dtz=i  const.  H — ; r  sitt  iimt  4-  2lh-  24^), 
^                ^        ^'                          2(/n-t-a)        ^  "^        ^^ 

/sin  (2m/ -h  2a  4-  2df)dC=^  const. ; rC0S(2/W/-+-  2a -h  2d»); 
^                ^        ^'                          2(wH-a)        ^  ^         ^^ 

mais  le  rapport  —  est  tres  petit,  et,  en  consultant  les  valeurs  numeriques  rap- 

portees  plus  loin,  on  verra  qu'on  pent  operer  ainsi ;  de  meme,  en  toute  rigueur, 
le  diviseur  m!  aurait  du  etre  legerement  altere  dans  les  seconds  membres  des 
equations  (11)  et  (12). 

Nous  pouvons  supposer  nulle  la  constante  qui  figure  dans  le  second  membre 
de  la  premiere  equation  (9),  et  celle  qui  figure  dans  la  seconde  egale  a  O4 ;  nous 
aurons  done 

I  d;  — a^-f-b^'-f-W, 
(A) 

Telles  sont  les  formules  qui  feront  connaitre,  a  une  epoque  quelconque,  la  posi- 
tion du  plan  de  I'equateur  par  rapport  au  plan  fixe  XOY. 
Considerons  les  equations 

!d»,„  =1:  a  /  4-  b  /* , 

ces  valeurs  de  ^^n  et  0;„  determinent  la  position  d'un  plan  mobile  qui,  a  chaque 
instant,  differe  tres  peu  de  I'equateur  vrai;  ce  plan  est  ce  que  Ton  nomme 
Vequateur  moyen. 

On  voit  que,  pour  /  =  o,  les  equations  (A')  donnent 

done  le  plan  de  Tequateur  moyen  de  Tepoque  /  =  o  passe  par  OX,  et  6,  designe 
Tinclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  fixe;  si  Ton  appelle  encore  equinoxe  moyen 
rintersection  des  grands  cercles  qui  representent  les  plans  XOY  et  I'equateur 
moyen,  on  pent  dire  que  le  point  X  est  choisi  de  maniere  a  coincider  avec  I'equi- 
noxe  moyen  de  I'epoque  zero. 
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On  aura  ensuite 

(B)  V-V--^    *. 

Le  mouvement  de  I'equateur  moyen,  relativement  au  plan  fixe,  produit  le  phe- 
nomene  de  la  precession  des  equinoxes,  et  la  quantite  "i^n^  est  dite  la  precession 
luni'Soiaire,  Le  mouvement  de  Tequateur  vrai  par  rapport  a  I'equateur  moyen 
constitue  le  phenomene  de  la  nutation. 

Ellipse  de  nutation.  —  On  verra,  a  propos  de  la  mise  en  nombres,  que  les 
termes  de  beaucoup  les  plus  importants  de  ^  et  0  sont  ceux  qui  dependent  du 
sinus  et  du  cosinus  de  N^-  ^;  si  Ton  se  borne  a  ces  deux  termes,  on  obtient 
une  representation  geometrique  interessante  pour  le  mouvement  de  I'equateur 
vrai  par  rapport  a  Tequateur  moyen ;  on  aura  done  dans  ce  cas 

'Fi^  — x£ ^-^  sm(N  -\-^)y 

a    smc?i  ^  ^ 

0-.=      X£—    cos^t   cos(N-i-4>). 

Soient  N  le  noeud  descendant  de  I'equateur  vrai  relativement  au  plan  fixe  XOY, 
Q  le  pole  boreal  de  cet  equateur;  N'  et  Q'  les  quantites  correspondantes  pour 


i!^      IS' 


I'equateur  moyen  {fig.  3o).  Le  point  N  est  le  pole  de  Tare  de  grand  cerele  QZ 
etN'lepole  de  Q'Z.  On  aura 

NN'i-^W  =  angle  OZQ'; 
ZO'  =  9,„,        ZQ  =  Q,n  +  e,        ZQ  -  ZQ'  =  0. 


T.  -  IL 
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L'angle  QZQ'  etant  tres  petit,  on  pourra  prendre 

Q  I  =:  ZQ  -  ZQ'  =r  e,        QI  =  sinZQ  sinQZQ' 

ou,  a  fort  pen  pres, 

Si,  dans  le  plan  tangent  a  la  sphere  celeste,  au  point  Q',  on  prend  pour  axes 
des  X,  y  la  tangente  a  Tare  de  grand  eercle  Q'A,  prolongement  de  Q'Z,  et  la 
perpendiculaire  Q'B,  et  qu'on  designe  par  x  et  y  les  coordonnees  du  point  Q  par 
rapport  a  ces  axes,  on  aura 

X  -n  Q'  1  =  e,        y  z=  IQ  :ir  W  sin  d, 

ou  bien,  en  remplagant  ^  et  0  par  leurs  valours  (i3), 

x=     x£  — cos   01  cos(N  H- d»), 
a  ^ 

y  — —  x£  — COS2  01  sin(N  -f-  4*). 


On  en  tire,  en  eliminant  N  -h  '|, 


x= 


cos^^i       cos 

c'est  Tequation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes,  diriges  suivant  Q'A  et  Q'B, 
ont  respectivement  pour  valours 

a'zzzxs—  COS01,         ft'i=x£  —  cosa^i; 
X  a 

on  voit  que  Ton  a  a'  >  b\ 

Ainsi  le  pole  vrai  decrit  autour  du  pole  moyen  une  petite  ellipse.  On  a 

A  =     cos(N-f-4)  =  cos(36o°— N  — ']>), 
^r=-sin(N-h4)=z  sin(36o°-N  — ^); 

done  ranomalie  excentrique  est  egale  a  36o*^—  N  —  vp;  elle  varie  proportion- 
nellement  au  temps  et  augmente  constamment.  Cela  fait  connaitre  la  loi  du 
pole  vrai  sur  sa  petite  ellipse;  le  mouvement  s'effectue  dans  le  sens  indique  par 
la  fleche. 
Avoc  les  valours  numeriques  qui  seront  rapportees  plus  loin,  on  trouve  pour 
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les  longueurs  des  axes  de  la  petite  ellipse 


La  loi  du  mouvement  du  pole  moyen  Q'  est  donnee  par  les  formules  (A');  si 
Ton  neglige  les  petits  termes  en  /^,  on  a 

4/,„--a^        Of,^    .6',. 

Le  pole  moyen  decrit,  d'un  mouvement  uniforme  et  dans  Ic  sens  retrograde,  un 
petit  cercle  ayant  pour  pole  le  pole  de  Tecliptique  et  pour  inlcrvalle  polaire  0< ; 
il  emporte  avec  lui  le  pole  vrai  dont  le  mouvement  relatif  a  ete  etudie  ci- 
dessus. 

191.  Mouvement  de  I'Squateur  par  rapport  k  rScliptique  mobile.  — 
C'est  ce  mouvement  qu'il  est  le  plus  utile  de  connaitre  dans  la  pratique  journa- 
liere  de  TAstronomie;  pour  y  arriver,  on  n'a  a  resoudre  qu'une  question  de 

Fig.  3i. 


**/ 


Geometric,  puisque  les  deplacements  de  Tequateur  et  de  Tecliptique,  relative- 
ment  au  plan  fixe  XOY,  sont  supposes  connus. 

Soient  XY  Tecliptique  de  Tepoque  zero,  CAG  Tecliptique  de  Tepoque  /, 
CK  Tequateur  de  Tepoque  /  {fig.  3i). 

On  a  pose 

XA=Q,        GAY  =  /; 
XB  =  ^,  ABC  =  Q. 

Nous  ferons  en  outre,  en  abaissant  Tare  de  grand  cercle  CD  perpendiculaire- 
ment  sur  AB, 

ces  deux  angles  Y  ^^  ^"  fixcront  completement  la  position  de  Tequateur  de 
I'epoque  t  par  rapport  a  Tecliptique  de  la  menie  epoque. 
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Faisons  encore 

BC^t; 

nous  aurons 

le  triangle  spherique  ABC  va  nous  donner 

cos^*-  cosOcosi—  sin  ^  sin /cos  (4'  -+-  Q)> 
sin 


sint  =r-j-^sin(4>-f-Q). 


Le  triangle  spherique  rectangle  BDC  donnera  ensuite 

(i5)  tang(<];  —  4")  =ziangTCOS0. 

Dans  la  premiere  equation  (i4)>  nous  pouvons  negliger  t';  en  remarquant 
que  6'' —  0  est  de  Tordre  de  i,  nous  aurons  avec  la  meme  precision 

cosQ'zr^z  COS0  —  (9"—  9)  sin0  -  i  (6"—  9)*cos5 
nr  cos0(  I **)  ~  /cos(4'  4-  Q)sin0, 


d'oii 


9"-  e  —  /cos(4;  +  n )  -+-  -  t** -  i^'-  ^y]  CO10; 


on  pent,  dans  le  second  membre,  remplacer  0"— 0  par  sa  valeur  approchee 
icos(^  -h  Q),  ct  il  vient 

(i6)  0':^  0  -4-  /cos(^j;  -+-  Q )  -H  -  «*  col0  sin»(4;  -f-  Q ). 

La  seconde  des  equations  (i4)  donne  ensuite,  en  negligeant  toujours  les 
quantites  de  Tordre  de  i^, 

^  _  isin{df-h  Q)       /sin  (4;  4-  Q) /sin(44-  fl) 

'     sin6''  sin6/+(6'- ^)cos6  ^   sin0[i -f- /cot^cos(4;4- fl)]' 

d'oii 


La  lormule  (i  j)  donne  ensuite 


4—  yi-TCOS^ 


DES    FORMULES    l)E    LA    PRECESSION    ET    DE    LA   NUTATION.  437 

et,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (17)  dcT, 

(18)  vj;''  — 4;— tcol(?sin(^4-  S)-^'*'col'9sin(4;-h  Q)cos(4;-+-  Q). 

Dans  les  termes  en  «  des  equations  (16)  et  (18),  on  pent  remplacer  ^  par  a/, 
cos(vp-4-Q)  par  cosQ— a/sinQ,  sin(vp-+-Q)  par  sinQ-ha/cosQ  et  0 
par  6< ;  dans  les  termes  en  1^,  on  pent  remplacer  ^  par  o  et  9  par  6,.  On  trouve 
ainsi 

^j^'iziij^  — (tsinQ)cot0,  — a^(<cosJJ)cot9,-f-(/sinQ)(«cosJJ)cot*0i, 


B'  —  Q-^  *cosQ  —  a^(/sinQ)  -4- -(tsin  Q)»cot9,. 

Mettons  pour  i sin  Q  et  icos  ft  leurs  valeurs  (p.  428) 

et  nous  trouverons 

apres  avoir  pose,  pour  abreger, 

P  —  a  —  ^cot^i, 

P'  =^  b  —  (/•  H-  a^')  cot0,  +  gg'co\}0,, 

Q'=:  V  +  r'—  dig  -+-  -^*  cot^,. 

Telles  sont  les  formules  cherchees. 
Les  formules 

{h)  f^  =  P^-f-P'^S        9;,:=.9,+  Q^4-Q'r'« 

determinent  la  position  de  Tequateur  moyen  par  rapport  a  Tecliptique  de 
I'epoque  l;  "Ym  ^^t  \dL  precession  generale,  ^"^  est  Vobliquite  moyenne  de  Teclip- 
tique  a  I'epoque  /,  tandis  que  6"  est  Tobliquite  vraie. 

Remarque.  —  Le  mouvement  de  Tecliptique  est  completement  defini  par  les 
angles  1  et  Q  ;  mais  le  mouvement  d'une  figure  geometrique  qui  serait  tracee 
dans  le  plan  de  Tecliptique  ne  Test  pas;  on  pourrait  en  effet  faire  glisser 
le  plan  sur  lui-meme  sans  que  i  et  Q  changent.  11  faudrait  dire  ce  que  devient 
le  point  X  quand  Tecliptique  passe  de  la  position  XY  a  la  position  AG;  cela  est 
arbitraire,  et  nous  conviendrons  de  prendre  AX'=  AX,  et  de  regarder  le  point  X' 
comme  la  nouvelle  position  du  point  X.  L'angle  i  etant  tres  petit,  on  a,  a  fort 
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peu  pres,  AD  =  AC.  On  en  conclul 

la  quantite  ^"  est  done  comptee  a  partir  d'un  point  determine  de  Tecliptique 
mobile;  elle  est  tout  a  fait  analogue  a  la  quantite  ^  qui  se  rapporte  au  plan 
fixe. 

Soit  EL  le  plan  de  Torbite  de  la  Lune  a  Tepoque  t.  On  a  pose 

X\4  AE  =  N; 

on  en  conclut 

CE  -^  CX' -^  X' A  H-  AE  :-  y  -^  .N. 

Nous  representerons  par  Q'  la  quantite  CE;  c'est  la  longitude  du  noeud  ascen- 
dant de  I'orbite  de  la  Lune,  comptee  sur  I'ecliptique  mobile,  a  partir  de  Tequi- 
noxe  de  Tepoque  /.  II  sera  preferable  neanmoins  de  designer  par  Q'  la  longitude 
du  TKBudmoyen  de  la  Lune,  comptee  sur  Tecliptique  mobile,  a  partir  de  Tequi- 
noxe  moyen.  Dans  les  petits  tcrmes  de  ^  et  0,  N-h  ^  pourra  etre  remplace 
par  N  -f-  Y  ^u  P^^*  Q-  ^^  meme,  w/  -f-  (jl  -h  ^  sera  la  longitude  moyenne  du 
Soleil  comptee  sur  Tecliptique  mobile  a  partir  de  Tequinoxe  moyen  de  Te- 
poque  t\  nous  la  representerons  par  ©;  m't  -f-  (x'h-  vp  designera  la  meme  quan- 
tite pour  la  Lune;  on  la  representera  par  C-  Enfin,  les  anomalies  moyennes  du 
Soleil  et  de  la  Lune  seront  representees  respectivement  par  A©  et  A^,  et  les 
formules  (i  i)  et  (la)  pourront  s'ecrire 

„.  Cj  cos  2^1     .     ^, 

a    sm^i 

e7^sin2Q' sina© -.sinaC  -+-3  — sin  A©  4-  3— 7  sin  A  ^  L 

f*  I  c^  I  p  T 

0  =     x6  — COS 01  cos 8'  -hxsin^t    —  e74-cos2Q'H cos  2©  n ;C0S2r    . 

a  L4a  ™2w  ini'  J 

192.  Mise  des  formules  en  nombres.  —  Les  constantes  qui  figurent  dans 
les  formules  de  precession  et  de  nutation  dependent  des  elements  des  orbites  de 
la  Terre  et  de  la  Lune  et,  en  outre,  des  deux  quantites  x  et  e ;  x  con tient  dans  son 

expression  le  rapport ^ >  qui  depend  de  la  distribution  de  la  matiere 

a  rinterieur  de  la  Terre  et  qu'on  ne  pent  calculer  a  priori  (\\x  em  faisant  des 
hypotheses  plus  ou  moins  plausibles  sur  la  loi  de  variation  des  densites  a  Tinte- 
rieur  de  la  Terre;  e  contient  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  a  celle  du  Soleil. 
Bien  qu'on  puisse  s'adresser  a  d'autres  phenomenes  (theorie  des  marees,  equa- 
tion lunaire)  pour  obtenir  ce  rapport,  il  vaut  mieux  partir  des  observations 
pour  determiner  deux  nombres,  la  constante  de  la  precession  et  la  constante  de 
la  nutation.  La  premiere  n'est  autre  chose  que  P,  quantite  definie  par  la  pre- 
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rniere  des  equations  (g);  la  seconde,  que  Ton  designe  par  N,  est  le  coefficient 
de  cos  Q'  dans  Texpression  (/)  de  0.  Nous  adopterons  les  valeurs  numeriques 
du  Memoire  de  M,  Serret  (Annates  de  VOhsenatoire,  t.  V). 

Les  constantes  P  ct  N  de  la  precession  et  de  la  nutation  ont  etc  empruntees, 
la  premiere  a  Bessel,  la  seconde  a  Peters  (Numerus  constans  Nutationis)  : 

P  =zi  5o*,23572  (i  -f-  m),        N  =  9'>223  (i  -f-  c). 

Nous  avons  introduitles  petites  crreurs  relatives  y)  et  a  qui  peuvent  affecter 
les  deux  constantes.  D'apres  Le  Verrier,  les  donnees  relatives  au  Soleil  sont, 
en  prenant  pour  unite  de  temps  Tannee  julienne, 

^0         0,016770  4t)4»         ^i  = — o,o8g5i  sin  i", 
g—-\-  o%o58  88,  g*  r.-—  o%475  66, 

/•i-iH-  ©",000  0196],  /•'  — -\-  0^,000  005  68. 

Pour  la  Lune,  nous  admettrons 

e' :— o,o54844>         Cj  — 0,089826. 

Enfin,  nous  prendrons  pour  les  moyens  mouvements  en  une  annee  julienne, 
exprimes  en  parties  du  rayon, 

/?i  =:  6,283o8,         /n'  =  83, 99685,         ar^— 0,33782. 

Quanta  Tobliquite  moyenne  0|  en  i85o,o,  nous  adoptons 

9,  —  23027' 32% o. 

Avec  ces  valeurs  numeriques,  les  formules  (8)  et  (/)  nous  donnent 

a  m-f- (i  ,962  7i6)x  H- (i  ,959224)  xs, 

(19)  [  b  =-^— (6,298685)  X  —  (6,293ooo)x£, 

V  z:r-h  (7, 117  20   )xH-(7,rr373   )xe; 

W=     xe[-- (7,659  18)  sin  8'   -+- (3,7386) sin 2  Q'] 

(20)  j  ^xe[-(3,7322  )sin2C-+-(3,2582)sinA(c  ] 

-4-x  [— (2,863  64)sin2  0-^(3,866o)sinAo  ]; 

e=     x£[-h  (7,387  25)cosQ'   —(3, 3760)0052  Q'] 

(21)  j  -f-xe  (3,3696    )cos2([: 

(  H-    X  (2,5oi  08)  COS2O. 

La  premiere  des  formules  {g)  donne 
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d'oii,  en  rempla^ant  P,  g  et  0<  par  leurs  valeurs  numcriques  et  a  par  son  expres- 
sion (19), 

(22)  (1,962716)/.  -4-  (1,969  224)  X£  =150",  3714(1-1-10). 

Si  nous  egalons  maintenant  a  N  le  coefficient  de  cos  JJ'  dans  I'expression  (21) 
de  0,  il  vient 

(23)  (T,387  25)  X£  --  9', 223(1  -\-  t). 

Les  equations  (22)  et  (23)  determinent  x  et  x£.  On  en  tire 

(24)     X  r=  i7'',378  (i -h  3,  i5oTn  —  2,i58o'),        6  =  2,1758(1  —  3,i5oyj -+- 3,  iSSo"). 

En  reportant  dans  les  formules  (20)  et  (21)  les  valeurs  ci-dessus  de  x  et  de  £, 
on  trouve 

Wzzz—  17% 25 1(1  4-  0")  sin  Q'-h  0^,207  sin2Q'— 0^,204  sin 2  C 

—  i',  269(1  -h  3,  i5yj  —  2,  i6o')sin2  0  -4-  0^,069  sin  A  ^  -ho'',i28sinAo> 

%  — -h  9",  223  ( I  4-  0')COSg2'  —  0^,090  COS2Q '-4- 0^,089  COS2C 

-H  o',55i  (i-+-3,i5tq  —  2,i6<7)  cos  2©. 

Les  expressions  (19)  de  b  et  v  donnent  ensuite 

1)  —  —  o^jooo  108  806, 

V  -.  -f-  o",  000  007  1 89 . 

Les  expressions  {g)  de  P',  Q  et  Q'  donnent  enfin 

P' = -+-  o*,  000  1 1 2  900 , 

Q   n::— 0%475  66, 

Q'  — —  o",  000  001  490. 

Voici  done,  en  resume,  les  formules  numeriques  qui  servent  aux  astro- 
nomes  : 

i  iL=i5o%37i4o^  —  o",oooio8  8i/«-h^; 
^'^^  I  0  =^  23'*  27' 32", 04-0", 000 007  19/*  -h0; 

(  Y^=^  5o\  235  72  ^  -f-  ©",000  1 1 2  90  ^*  4-  ^, 
^^^  I  0''=23<>27'32\o  — o%475  66^  — o^oooooi  49^'-^B, 

oil  V  et  0  ont  leurs  valeurs  (m)  dans  lesquelles  on  suppose  y]  =  a  =  o. 
Calcul  de  la  masse  de  la  Lune.  —  On  a,  par  definition, 

Ml  Pi-,. 
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la  troisieme  loi  de  Kepler  donne,  en  prenant  pour  unite  la  masse  do  la  Terre, 
d'oii 

avec  les  valeurs  ci-dessus  de  m\  m  et  £,  on  a  une  equation  du  premier  degre 
pour  Irouver  M',,  et  il  vient 

M'l  =  o — b-('  -h  3,i58a  —  3,  i5oYi). 
*       82,87 

Rappeloris  Texpression  de  x,  savoir : 


on  en  tire 

(25) 


3  //I*  2  C  - 
x_ 

4/* 

-A-B 
C 

'>A\      A      B 

2   X/l 

2C 

3  m« 

9  r- 


II  nous  faut  trouver  la  valeurdew;  or  laduree  du  jour  solaire  moyen  est     ^'    ; 

I'unite  de  temps  adoptee  ci-dessus  est  I'annee  julienne,  de  3G5,2j  jours  solaires 
moyens;  on  aura  done 

2  7t  I 

>  d*ou         n  iiz  m  -h  2  7:  X  365 ,  25 ; 


/^  —  in       365,25 

en  rempla^*ant  m  par  sa  valeur  en  parties  du  rayon,  qui  est  6,283 08,  il  vient 

n  z=.  23oi  ,216  z=  27:  X  366,25. 

La  formule  (sS),  dont  il  faut  multiplier  le  second  membre  par  sin  i",  parce 
que  X  est  exprime  en  secondes,  donne  ensuite,  en  mettant  pour  x  sa  valeur  (24), 

2G  3oj,6  ' 

Si  Ton  suppose  A  =  B,  on  trouve  la  formule  qui  a  ete  citee  au  n**  100. 

Remarque.  —  11  resulte  de  la  formule  (i4)  du  n*^172  que  la  portion  de  la 
fonction  perturbatrice  provenant  d'un  astre  quelconque  est  en  raison  directe 
de  sa  masse  et  en  raison  inverse  du  cube  de  sa  distance  a  la  Terre.  On  voit 
ainsi  que,  dans  la  theorie  actuelle,  on  pent  negliger  Taction  des  planetes  et 
avoir  egard  seulement  a  deux  astres  :  le  Soleil,  a  cause  de  sa  grande  masse,  et 
la  Lune,  en  raison  de  sa  petite  distance  a  la  Terre. 

193.  On  a  trouve  dans  I'expression  de  ^  un  terme  en  t^;  si  Ton  avait  pousse 
Tapproximation  plus  loin,  on  en  aurait  eu  un  en  /%  etc.  Le  developpementde  ^ 

T.  —  IL  56 
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suivant  les  puissances  du  temps,  que  I'on  obtiendrait  ainsi,  ne  pcut  evidemmcnt 
pas  etre  convergent  pour  de  tres  grandes  valeurs  de  r,  de  sortc  que,  si  Ton  voulait 
considerer  des  intervalles  de  temps  considerables,  il  faudrait  proceder  autre- 
ment.  M.  Adams  a  donne  a  ce  sujet  quelques  indications  utiles  {The  Observatory^ 
n^  109,  avril  1886).  11  remplace  pendant  Tintervalle  considere  e  par  une  valeur 
moyenne  et  langtsinQ ,  tangtcos  JJ  par  leurs  expressions  deduites  de  la  theorie 
des  inegalites  seculaires 

langf  sin  Q  =  V  y,  sm(^/^  -\-  J3,), 
(26)  {  ^ 

langfcos  8—2]  yi^^^^^i^  -+-  P^); 


sin 


les  coefficients  gi  sont  tres  petits,  et  c'est  le  developpement  de  {gi^-^  P/) 
suivant  les  puissances  de  t  qui  a  fourni  les  formules  approchees 

lang£  sing  ^zgt-h  rt^,        tang t cos Q  ^=^ g' t-^  r' t^ 

qui  nous  ont  servi.  Partant  des  formules  (26),  M.  Adams  arrive  aisement  a 
trouver  que  vp,„  se  compose  d'une  partie  proportionnelle  au  temps  et  d'une  serie 
de  termes  a  longues  periodes;  il  en  est  de  meme  de  0,„,  qui  est  egal  a  une  con- 
stante  augmentee  d'une  suite  d'inegalites  a  longues  periodes.  Son  Memoire  ne 
contient  pas  encore  les  formules  numeriques. 

194.  Historique.  —  Nous  donnerons,  en  terminant,  quelques  details  histo- 
riques  et  bibliographiques. 

Copernic  avait  explique  la  precession  des  equinoxes  par  un  mouvement  des 
poles  de  la  Torre  autour  des  poles  de  Tecliptique.  Cette  explication  etait  exacte, 
mais  la  raison  meme  de  la  precession  restait  ignoree. 

«  11  etait  reserve  a  Newton  de  nous  faire  connaitre  la  cause  de  ce  pheno- 
mene  en  la  rattachant  a  sa  decouverte  de  la  pesanteur  universelle,  dont  il  est 
I'un  des  plus  curieux  resultats  et  Tune  des  plus  fortes  preuves.  Apres  avoir 
reconnu  par  sa  theorie  I'aplatissement  do  la  Terrc  et  la  cause  du  mouvement 
des  noeuds  de  I'orbite  lunaire,  Newton,  considerant  le  renflement  graduel  du 
sphero'ide  terrestre,  des  poles  a  Tequateur,  comme  le  systeme  d'un  nombre 
infini  de  satellites,  vit  bientot  que  I'attraction  solaire  devait  faire  retrograder 
les  noeuds  des  orbites  qu'ils  decrivent,  comme  elle  fait  retrograder  les  noeuds 
de  la  Lune,  et  que  Tensemble  de  ces  mouvements  devait  produire  un  mouve- 
ment retrograde  dans  Tintersection  de  I'equateur  de  la  Terre  avec  Teclip- 
tique  (').  » 

Newton  avait  ainsi  calcule  approxiniativement  la  precession  solaire  et  il  en 
avait  conclu  la  precession  lunaire.  11  avait  meme  remarque  Tinegalite  de  la 


(^)  Laplace,  M6canique  celeste,  Livre  XIV. 


DES    FORMULES    DE    LA    PRECESSION    ET   DE    LA    MTATION.  443 

nutation  produite  par  Taction  du  Soleil  (le  ternie  en  2©  dans  W),  mais  il  s'etait 
contente  d'observer  que  cette  inegalite  etait  tres  petite.  II  n'avait  point  consi- 
dere  les  inegalites  de  la  nutation  qui  dependent  du  mouvement  des  noeuds  de 
I'orbite  de  la  Lune. 

Ces  inegalites  ont  ete  decouvertes,  non  par  la  theorie,  mais  par  Tobservation, 
et  c'est  un  des  plus  beaux  titres  de  Bradley  de  les  avoir  mises  en  evidence  par  une 
admirable  serie  d'observations  poursuivies  pendant  une  perlode  de  dix-huit  ans. 
Get  astronome  illustre  reconnut  le  mouvement  du  pole  sur  une  ellipse  peu 
aplatie. 

Un  an  et  demi  apres  la  publication  de  la  decouverte  de  Bradley,  d'Alemberl 
fit  paraitre  son  Traite  de  la  precession  des  equinoxes^  «  ouvrage  aussi  remar- 
quable  dans  Thistoire  de  la  Mecanique  celeste  et  de  la  Dynamique  que  I'ecrit 
de  Bradley  dans  les  annales  de  I'Astronomie  (*)  ». 

D'Alembert  decouvrit  la  cause  de  la  nutation  et  calcula  la  precession  beau- 
coup  plus  rigoureusement  que  ne  I'avait  fait  Newton.  Euler,  partant  d'equations 
plus  simples,  a  presente  les  resultats  avec  beaucoup  plus  d'elegance.  Laplace  a 
perfectionne  plusieurs  points  de  la  theorie;  il  a  prouve  notamment  que  «  Tac- 
tion des  astres  sur  la  mer,  quelle  que  soit  la  maniere  dont  elle  recouvrc  le 
spheroide  terrestre,  produit  sur  la  nutation  et  la  precession  les  memes  effets 
que  si  elle  venait  a  se  consolider  ». 

Nous  citerons  les  Travaux  suivants  : 

PoissoN.  —  Memoire  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  {Journal  de  I'Ecole 
Poly  tech  niquey  XV*  Cahier). 

PoissON.  —   Memoire  sur  le  mouvement  de  la  Terre  aulour  de  son  centre  de  gravite 
{Memoires  de  rinstitut,  I.  VJI  et  IX). 

PoiNSOT.  —  Precession  des  equinoxes  {Additions  a  la  Connaissance  des  Temps  pour  i858). 

J.-A.  Serrbt.  —   Theorie  du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravite 
{Annales  de  robservatoire  de  Paris,  I.  V). 

J.-A.  Sbrret.  —  Memoire  sur  I'emploi  de  la  methode  de  la  variation  des  arhitraires  dans 
la  theorie  des  mouvements  de  rotation  {Memoires  de  rinstitut,  I.  XXXV). 

Th.  Oppolzer.  —  Traite  de  la  determination  des  orbites  des  cometes  et  des  plane tes.  Edi- 
tion fran^aise,  publi6e  par  M.  Ernest  Pasquier,  t.  I;  1886. 

J'ai  suivi  dans  mon  exposition  le  second  Memoire  de  Poisson  et  une  partie  du 
second  Memoire  de  M.  Serret. 


(•)  Laplace,  Mecanique  cdleste,  Livre  XIV. 
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195.  Mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gra^ 
vit6.  —  Les  lois  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de 
gravite  ont  ete  decouvertes  par  Dominique  Cassini  et  verifiees  par  Tobie  Mayer. 
Les  voici  : 

1°  La  Lune  tourne  sur  elle-m^me,  dans  le  sens  direct^  d'un  mouvement  unijorme 
autour  d^un  axe  dont  les  pSles  sont  fixes  a  sa  surface;  la  duree  de  la  rotation, 
27^  7*^  43™  1 1^,  5,  est  identique  a  la  duree  de  la  revolution  siderale  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre. 

1^  L'axe  de  rotation  fait  un  angle  constant  avec  recliptique;  cet  angle  est  de 

3^  Vaxe  de  Vecliptique,  Vaxe  de  Vorbite  de  la  Lune  et  son  axe  de  rotation  sont 
constamment  dans  un  m^me  plan. 

La  premiere  de  ces  lois  est  une  consequence  de  ce  fait,  constate  par  I'obser- 
vation,  que  la  Lune  nous  presente  toujours  la  meme  moitie  de  sa  surface  ou, 
comme  on  dit  encore,  la  meme  face.  II  resulte  des  descriptions  des  taches  de  la 
Lune  visibles  a  Toeil  nu,  faites  il  y  a  deux  mille  ans,  que  la  partie  de  la  Lune 
qu'on  apercevait  alors  ne  diflere  pas  de  celle  que  Ton  voit  aujourd'hui,  du 
moins  qu'elle  n'en  diflere  pas  d'un  fuseau  egal  a  la  dixieme  partie  de  la  surface 
de  la  sphere  (*);  pendant  ce  temps,  la  Lune  a  fait  environ  26000  revolutions 
autour  de  la  Terre;  il  en  resulte  done  que  la  duree  de  la  rotation  de  la  Lune  sur 
elle-meme  ne  saurait  differer  en  plus  ou  en  moins  de  la  tt^jV^  partie  de  cette 
duree,  c'est-a-dire  de  9*  environ. 


(*)  Bessel,  Populare  Forlesungen,  p.  604. 
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II  n'est  pas  entieroment  exact  do  dire  que  la  Lune  nous  presento  toujours 
la  meme  face.  Supposons  Tobservateur  place  au  centre  de  la  Terre;  la  droite 
qui  va  de  ce  point  au  centre  de  la  Lune  ne  tourne  pas  d'un  mouvement  uni- 
forme,  a  cause  de  Texcentricite  de  I'orbite  de  la  Lune  et  aussi  en  raison  des 
perturbations  du  mouvement  elHptique  de  la  Lune;  il  ne  pent  y  avoir  egalite 
qu'entre  le  moyen  mouvement  de  cc  rayon  vecteur  et  Tangle  dont  tourne  un 
meridien  lunaire  en  vertu  de  la  rotation;  Tequation  du  centre  et  les  perturba- 
tions peuvent  s'elever  a  environ  8^.  Au  lieu  de  voir  la  portion  de  la  surface  de 
la  Lune  comprise  entre  deux  meridiens  faisant  entre  eux  un  angle  de  i8o®, 
nous  pouvons  done  apercevoir  en  plus,  au  dela  de  chaque  bord  moyen,  un 
fuseau  compris  entre  deux  meridiens  faisant  entre  eux  un  angle  de  8°  environ; 
c'est  la  ce  que  Ton  nomme  la  libration  en  longitudey  parce  que  les  taches  lu- 
naires  eprouvent  un  balancement  periodique  qui  s'effectue  presque  dans  le  plan 
de  Fecliptique,  plan  dans  lequel  se  comptent  les  longitudes. 

II  y  a  une  autre  libration  provenant  de  ce  que  I'axe  de  rotation  de  la  Lune 
n'est  pas  perpendiculaire  au  plan  de  son  orbitc;  les  deux  droites  font  entre 
elles  un  angle  de  6*^44'  (90''—  88*^25'+  S*"  9' =  6*^44');  il  en  resulte  que  les 
moities  de  deux  zones  s'etendant,  autour  de  chacun  des  poles  de  la  Lune,  jus- 
qu'a  une  distance  angulaire  de  6^44'»  peuvent  etre  apergues  successivement 
de  la  Terre  a  quatorze  jours  de  distance;  c'est  ce  qui  occasionne  la  libration  en 
latitude, 

Enfin,  le  deplaccment  de  I'observateur  provenant  de  la  rotation  du  globe 
terrestre  sur  lui-meme  occasionne  un  petit  changement  dans  la  portion  de  la 
surface  de  la  Lune  qu'il  pent  apercevoir  :  c'est  la  libration  diume.  La  reunion 
des  trois  phenomenes  precedents  con^s^ixineX^  libration  apparente,  en  vertu  de 
laquelle  nous  apercevrons  un  peu  plus  des  y  de  la  surface  lunaire. 

Remarque.  —  TraQons  une  sphere  de  rayon  'i  ayant  pour  centre  un  point  fixe  0 
et  menons  par  ce  point  0  la  droite  OZ  parallfele  a  I'axe  de  I'ecliptique,  OP  paral- 
lele  a  I'axe  de  rotation  de  la  Lune  et  OV  parallele  a  I'axe  de  I'orbite  de  la  Lune; 

Fig.  32. 


d'aprfes  les  lois  de  Cassini,  les  trois  points  P,  Z  et  V  {fig.  82)  seront  constamment 
sur  un  meme  arc  de  grand  cercle,  et  I'arc  PZ  aura  une  valeur  constante  egale  a 
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I**  35';  or  on  sait  que  le  plan  de  rorbito  de  la  Lune  fait  avec  le  plan  de  Teclip- 
tique  un  angle  constant  (en  negligeanl  les  inegalites  periodiques)  d'environ 
5° 9',  et  que  la  ligne  des  noeuds  retrograde  sur  Tecliptique  d'un  mouvement  a 
peu  pres  uniforme,  effectuant  une  revolution  en  18  fans;  il  en  resulte  que  le 
point  V  se  meut  d'un  mouvement  sensiblement  uniforme  sur  un  petit  cercle 
ayant  pour  pole  le  point  Z.  Le  point  P,  d'apres  les  lois  de  Cassini,  decrira  done, 
d'un  mouvement  sensiblement  uniforme,  un  petit  cercle  ayant  aussi  pour  pole 
le  point  Z,  et  fera  un  tour  complet  en  i8|  ans;  on  voit  aussi  que  la  distance  PV 
sera  constante  et  egale  a  6'*44'« 

Soit  N  (y?g-.  33)  le  noeud  ascendant  de  I'orbite  ND  de  la  Lune  par  rapport  a 

Fig.  33. 


efuat,^' 


I'ecliptique  AN;  le  point  N  est  le  pole  de  Tare  de  grand  cercle  ZV.  Soit  de 
mfemeN'  le  noeud  descendant  de  I'equateur  lunaire  par  rapport  a  I'ecliptique; 
N'  sera  le  pole  de  Tare  de  grand  cercle  ZP;  done  le  point  N'  coincide  avec  N. 
Ainsi  I'orbite  de  la  Lune  et  I'equateur  de  la  Lune  coupent  Tecliptique  suivant 
la  meme  droite,  et  le  noeud  ascendant  de  I'un  des  plans  coincide  avec  le  noeud 
descendant  de  I'autre.  Le  plan  de  I'ecliptique  est  entre  les  deux,  avec  chacun 
desquels  il  fait  un  angle  sensiblement  constant.  Le  noeud  ascendant  de  I'orbite 
lunaire  parcourt  I'ecliptique  d'un  mouvement  retrograde  a  peu  pres  uniforme; 
I'equateur  lunaire  se  deplace  de  maniere  que  les  deux  noeuds  coincident  tou- 
jours. 

Les  lois  precedentes  ont  ete  deduites  des  observations;  nous  aurons  a  voir  si 
ces  lois  sont  entierement  rigoureuses,  si  elles  auront  lieu  toujours,  a  chercher 
leurs  causes  et  les  rapports  mutuels  qui  peuvent  les  unir. 

La  determination  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  revient  a  un  pro- 
bleme  de  Mecanique  celeste  que  nous  allons  analyser.  Nous  verrons  plus  loin 
que  I'influence  de  I'attraction  solaire  est  a  peu  pres  insensible;  nous  n'aurons 
done  qu'a  tenir  compte  des  attractions  exercees  sur  les  diverses  molecules  de 
la  Lune  par  la  masse  de  la  Terre  supposee  reunie  a  son  centre  de  gravite. 

Puisque  les  poles  ne  se  deplacent  pas  a  la  surface  de  la  Lune  ou  du  moins  se 
deplacent  de  quantites  tres  petites,  il  en  resulte  que  I'axe  de  rotation  est  tres 
voisin  de  I'un  des  axes  principaux  d'inertie  du  centre  de  gravite.  SoitOs,  cet 
axe  principal,  Oo:,  et  Oj,  les  deux  autres,  /?,  y,  r  les  projections  de  la  vitesse 

angulaire  sur  ces  trois  axes;  les  rapports  -  et  ^  sont  done  acluellement  tres 
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petits.  D'ailleurs,  lorsque  le  disque  lunaire  est  complete  il  nous  parait  exacte- 
ment  circulaire  et  ne  presente  pas  d'aplatissement  appreciable;  nous  sommes 
ainsi  portes  a  admettre  que  les  moments  d'inertie  principaux  A,  B,  C  relatifs  au 
centre  de  gravite  sont  peu  diflerents  les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que  les 

fractions     ~    ?     ~I  \     ~      sont  tres  petites.  Nous  supposerons  I'axe  0^, 

choisi  de  maniere  que  Ton  ait  A  <  B. 

196.  Nous  prendrons  pour  plan  lixe  XOY  le  plan  de  Tecliptique  de  i85o, 
X  etant  un  point  fixe  de  ce  plan.  La  position  du  plan  x^Oy^  sera  determinee 
par  les  trois  angles  d'Euler,  angles  dont  la  definition  reste  la  meme  que  dans  le 
cas  de  la  Terre.  Les  equations  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  seront, 
d'apres  les  formules  (i5)  du  n**  172, 

A^-i-(C~B)^/-  =  3fM(C-B)^, 
(0  {  Bg  +  (A-C)/-/>-3fM(A-C)^S 

C^*4-(B-A)/>7=3fM(B-A)^^ 

oil  Xi,  y^,  5, ,  r,  =  yjx^^  "^  Ji "+"  ^?  designent  les  coordonnees  du  centre  de  gra- 
vite de  la  Terre  rapportees  aux  axes  principaux  d'inertie  Oj?,,  Oj,,  Os,  du 
centre  de  gravite  0  de  la  Lune,  et  M  la  masse  de  la  Terre.  On  aura  aussi  les  rela- 
tions connues 

.   ^drh  d9 

p=-  sm9  sm0-~-  —  cos9^> 

(2)  \  <7  =  cos9sm0-j^ -H  smcp-T-j 

/•  —  -i7  —  cos  9  -j^  • 
dt  dt 

L'un  des  points  qui  caracterisent  le  probleme  actuel,  c'est  que  Tangle  0  est 
petit;  nous  avons  dit,  en  effet,  qu'il  est  egal  a  i^'SS'.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
negligerons  0*. 

Nous  allons  calculer  ^,,  j,,  5,.  Soit  {fig.  34)  N  le  noeud  descendant  du 
plan  ^,0j,  par  rapport  au  plan  fixe  des  XY,  XN  =  vp,  N^r,  =  9,  XNo?,  =  0.  Le 
plan  de  I'orbite  apparente  de  la  Terre  vue  de  la  Lune  coupe  la  sphere  de  rayon  i 
suivant  le  grand  cercle  N'A.  Nous  ferons 

XN'=Q,        YN'A^i; 
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i  est  un  petit  angle  d'environ  5^ 9'.  Soient  T  una  position  quclconque  de  la 
Terre,  v  la  longitude  correspondante  de  la  Lune.  On  aura 


Fig.  34. 


•  'I 


Abaissons  Tare  de  grand  ccrcle  TBC  perpendiculaire  sur  XY;  nous  aurons,  en 
negligeant  0'  et /^, 

Cx,  =  NC  —  N  j:,  =  NB  -  9  ==  >'N' -4-  N'T  ~-  9  z:z  ^  -+-  i8o«+  v  -  9, 
TC  =TB-^  BC  —sin^sinN'T-hsin^sinNB, 
TC  =  isinCiSoo-i-i'— Q)  4- ^sin(i8o<»-t- ^^4- vj;), 


X 


—  =■  cosCxj, 


'1 


On  a  done  les  valeurs  cherchees 


^1  =—  r,  cos(t'  4-^  —  9),        jj  =  —  /'i  sin(f'  -4-  ^  —  9), 
-i--/-i[^sin(i'-h4^)-h/sin(i^—  Q)]. 

Transportons-les  dans  les  equations  (i),  el  nous  obtiendrons 


Ag-+-(C-B)7/'  = 
(3)    /  B^J-h(X-C)rp^ 


3fM(C-    B)       .      ,  ,  vr/i     .      / 

^ sin^i^  -+-  4^  —  9)  [0sin(t' 


3fM(A-C)       ,         ,         ,rfl   •    / 


3fM(B-A)   .      ,         ,         , 
— ^sin  2(1^4- 9  — ?)• 


^)4-isin(i>— Q)], 


2/ 


.3 


197.  Considerons  specialement  la  derniere  de  ces  equations.  Nous  avons  dit 
que  les  rapports  ^  et  -.  sont  tres  petits;  nous  pourrons  des  lors  negliger  le  pro- 
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duit  (B  —  \)pq  et  prendre  simplement 

(4)  C^^ ^^:3 -^siiia(i^4-vp-<p). 

Soil  c-\-mi  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  celle  de  la  Terre  vue  de  la  Lune 
sera  c  -{-  rnt-h  \  80°.  A  partir  du  point  X, ,  projection  de  X  sur  NC,  portons  dans 
le  sensrr^  J,  Tare 

XjG  —  c-\'mt-^  180". 

II  y  aura,  a  Tepoque  t^  un  meridien  lunaire  passant  par  le  point  G;  d'apres 
Tegalite  des  moyens  mouvements  de  translation  et  de  rotation,  le  meridien  dont 
nous  vcnons  de  parler  sera  fixe  a  la  surface  de  la  Lune,  quel  que  soit^.  On  le 
nomme  \e  premier  meridien  /a/za/re;  Mayer  Ta  pris  pour  origine  des  longitudes 
selenographiques  des  taches  de  la  Lune. 

Si  nous  posons  ic,G  =  y],  nous  aurons 

X|^i:=  9  — 1|^  ^  XjG  —  ^iG, 

(5)  9  —  "^  ~  180"-+-  c  -h  mt  —  t). 

Si  les  lois  de  Cassini  etaient  rigoureuses»  y]  serail  rigoureusement  constant; 
il  est  possible  que  cet  angle  y]  soit  sujet  a  des  variations;  mais  elles  doivent 
etre  tres  petites,  puisque  jusquMci  elles  ont  echappe  prcsque  entierement  aux 
recherches  les  plus  precises. 

La  derniere  des  equations  (2)  donne 

(o)  /•  — — 1J-- — l-i-4-2sin' 7^: 

comme  on  a  neglige  jusqu'ici  0^,  on  doit  prendre  simplement 

dt 

En  rempla^ant  ?  —  ']^  par  sa  valeur  (5),  on  trouve 

(7)  '•  =  '"-;77- 

Les  observations  prouvent  que  0  est  a  fort  peu  pres  constant  et  qu'il  en  est  de 

meme  de  -^^  qui  est  tres  voisin  de  —  -~]  le  terme  2sin^-  -^>  neglige  dans  la 

formule  (6),  est  done  tres  petit  et  a  fort  pen  pres  constant.  En  reduisant  en 
nombres,  il  vient 

f    d^ 27i,32i  I 

m  dl  ~~  6793i,4  ~  249' 
T.  -  II.  57 
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et  Ton  Irouve  que  la  formule  (6)  donnerait 

/•:=/«(  I -J hO,  OOO  OOI  5  I . 

\        m  at  ) 

On  tire  de  (7) 

dr  €i*n 

(^^  Tt-'-dF' 

et  cette  formule  est  tres  approchee  d'apres  ce  qui  precede. 

L'equation  (4)  donne  ensuite,  en  ayant  egard  aux  relations  (5)  et  (8), 

dH  3  fM  B  — A  .      .  ^        , 

SoitM'  la  masse  de  la  Lune,  a  le  demi-grand  axe  de  son  orbite;  on  a,  par  la 
troisieme  loi  de  Kepler, 

m«a'=:f(M-H]Vr); 

si  done  on  pose 

"=— IT' 

ce  qui  differe  tres  peu  de  Tunite,  I'equation  (9)  deviendra 

Nous  allons,  suivantune  indication  deM.Gylden  (*),  integrer  Tequation  (10), 
en  negiigeant  d'abord  les  perturbations  du  mouvement  elliptique  de  la  Lune 
el  meme  Texccntricite;  on  a,  dans  ces  conditions, 


r,  =:  a,  (' :=  c -f- m/; 


ot  Tequation  (to)  se  reduit  a 


,     ,  d^n  3     B-A     .   . 


on  en  conclut,  en  multipliant  par  idq  et  integrant. 


(dr^y  ,        3     B  — A     , 

-7   I  =  const.  H —  X  -  -,  —  /n'cos2Y), 
\dl  I  1         L 


(*)  Complex  rendus  des  stances  de  rj4cad^mie  des  Sciences,  t.  LXXXIX,  p.  982 . 
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d'oii,  en  designant  par  X  une  constante  arbitraire, 

( -7- J  =A'/n-— 3x —  — m'siu'Tn. 

X^  doit  etre  positif,  sans  quoi  le  second  membre  de  cettc  equation  serait  negatif, 
ce  qui  est  impossible.  Posons,  pour  abreger, 

(12)  A^'--^^— =— ; 

k*  sera  positif,  d'apres  Thypothese  A  <  B,  et  il  viendra 

Amatziz  -     -  , 

Vi  —  Ar'sin'Yi 

d'ou,  en  designant  par  yj^  la  valeur  de  yj  pour  /  =  o, 

(.3)  i„,t=r''.^^^^. 

On  voit  que  y]  sera  donne  par  une  amplitude  elliptique  relative  au  module  k. 
11  y  a  deux  cas  a  considerer  : 

1°  k^<^i.  —  Dans  Ic  second  membre  del'equation  (i3),  le  radical  y^i  — A'-'sin^y] 
est  reel  quel  que  soit  yj ;  y]  varie  toujours  dans  le  nieme  sens,  de  T^Qh  -{-cc  ou  de 
y]g  a  —  Qo;  cela  est  contraire  aux  observations,  d'apres  lesquelles  r^  reste  a  fort 
peu  pres  constant ;  done  on  ne  pent  pas  avoir  A^  <  i . 

3°  ^^  >  I .  —  On  pent  faire,  en  designant  par  e  un  angle  compris  entre  o  et  -  > 

A*  = 
Tequation  (i3)  donnera 


sin's' 


1     #  /  ^^^ 

Ami  = 


V   '      sin*e 

■ig 


cela  prouve  que  y]  doit  rester  compris  entre  les  limites  —  £  et  -f-  e  ou  entre  les 
limites  it  —  £  et  ir-f-  £;  y]o  doit  lui-meme  etre  renferme  entre  les  memes  limites. 
On  pent  ecarter  le  second  cas,  car  il  suffirait,  pour  passer  au  premier,  de  chan- 
ger le  sens  de  I'axe  Ox^ ;  ainsi  y]o  doit  etre  compris  entre  —  £  et  4-  £,  et  yj  res- 
tera  lui-meme  toujours  compris  entre  les  memes  limites,  qui  doivent  etre  tres 
voisines,  puisque,  d'apres  les  observations,  yj  ne  varie  presque  pas.  On  en  con- 


-E  J—   n 
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clut  done  que  t  doit  etre  tres  petit,  et,  si  Ton  se  reporte  a  la  definition  de  yj,  on 
voit  que  I'axe  principal  0^^,  auquel  repond  dans  le  plan  a7,0j,  leplus  petit 
moment  d'inertie  A,  fait  constamment  un  angle  tres  petit  avec  le  rayon  vecteur 
mene  du  centre  de  la  Lune  a  la  position  moyenne  de  la  Terre;  e'est  la  un  point 
important. 

198.  Nous  allons  actuellement  tenir  compte  de  Texcentricite  de  Torbite  de  la 
Lune  et  aussi  des  perturbations  de  son  mouvement  elliptique. 
Posons 

(i4)  V  =1  c  ~{-  mt  -^  ^  Hsin(A^-h  A'), 

en  comprenant  sous  le  signe  2]  I'equation  du  centre  et  les  inegalites  perio- 

diques  (')  du  mouvement  elliptique;  H,  A  et  h'  sont  des  constantes.  Nous  por- 
terons  cette  valeur  de  (^  dans  Tequation  (12),  et  nous  aurons 


d^n  3    B  — A 

dt*  2  C 


M-^)   sin    20 -h  2  V  Hsin(A/ 4- /*')    • 


Nous  pouvons  simplifter  le  second  membre  de  cette  equation  en  profitant  de 
ce  que  rj  est  petit  et  H  aussi,  et  nous  borner  a 


d^n  o    B  — A 


'(^^^[ri-^'^nsini/U-^h')^ 


On  pent  encore  remplacer  (  —  j  par  Tunite,  carcela  revienta  negliger  desquan- 

tites  de  Tordre  de  eiq,  eH  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  des  quantites  de  I'ordre 
de  Hy]  et  H*,  quantites  negligees  precedemment.  On  aura  done  finalement 

(i5)  -r—-  -+-  3x — -; — m^n  =z—  3y. — j^—  m' V  Rsin{/U -\- h'). 

C'est  la  une  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre,  a  coefficients  con- 
stants, avec  second  membre;  elle  aura  une  integrale  generale  de  la  forme 

(a)  ri=:Qsin(m^i/3x5^=-^4-FJ4- 

oii  Q  et  F  designent  deux  constantes  arbitraires  et  les  quantites  H'  des  con- 


(»)  Nous  no  tiendrons  pas  compte  du  petit  tcnne  en  /«  qui  est  introduit  dans  v  par  rin6galil6  s6cu- 
laire  de  la  longitude  de  I'^poquo  :  Teflet  serait  tres  peu  sensible  ici;  on  sera  amen6  a  tenir  compte  trds 
simplement  des  in^galitcSs  scculaires  des  longitudes  du  noiud  et  du  perigee. 
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stanles  que  Ton  determinera  en  substituant  Texpression  ci-dessus  de  yj  dans 
Tequation  (i5);  on  trouvera  ainsi 

H 


H'^ 


On  aura  done  iinalement 


(A)  Yi  =  Q  sin  (mt  i/sx  — ^  -+-  F  j  -+-  Sxm-  ^-^—  2 "  ^_^  sin  {lit  -h  h'). 


h^ —  3xm' 


L'equation  du  centre  et  les  diverses  inegalites  du  mouvement  elliptique  con- 
tenues  dans  la  formule  (i4)  se  refletent  en  quelque  sorte  dans  I'expression  (A) 
dey];  seulement,  les  divers  sinus  sont  multiplies  par  d'autres  coefficients.  Le 
coefficient  de  sin  {hi  -f-  h')  dans  y],  ou  bien 


^    B-A  H 

ox  —  ^ — 


C       /A\«      .B-A 

X  7^ 


(^)*- 


contient  en  facteur  la  quantite  tres  petite  "T  ;  ce  coefficient  sera  insensible 
en  general,  excepte  dans  deux  cas  :  le  premier,  lorsque  H  sera  tres  grand;  le 
second,  lorsque  —  sera  assez  petit;  au  premier  de  ces  cas  repond  Yequation  du 
centre;  au  second,  Yequation  annuelle.  On  a,  d'apres  Delaunay, 

Terme  principal  de  I'^qualion  du  centre h-  aa  689,1  sinC 

Equation  annuelle —       668,9 sin© 

oil  C  et  O  designent,  pour  abreger,  les  anomalies  moyennes  de  la  Lune  et  du 
Soleil.  En  prenant  le  jour  solaire  moyen  pour  unite  de  temps,  on  trouve 

Coefficient  de  I  dans  C  •  •  •  •  47088,97 
Coefficient  de  t  dans  ©. . . .  8  548,  i6 
m 47  435 ,  o3 

On  en  conclut  : 

Dans  le  i«''cas log—  =  i  ,99681,  (  —  J  —0,988  16, 

Dans  le  a*'  cas log—  =  2, '87891 ,  ("~  )  =0, 005595. 


Si  Ton  pose,  pour  abreger, 


B-A 
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et  qu'on  remplace  x  par  I'unite,  la  formule  (A)  donnera 

(A')        Tn=:iQsin(m/v^3^-f-F)4-  ii5i'xysinC  —  ii',i5 |te sin©. 

'  o, 001 865  —  y       ^ 

Avec  la  valcur  numerique  de  y,  qui  sera  rapportee  plus  loin,  on  se  convaincra 
aisement  que  les  autres  inegalites  du  mouvement  elliptique  de  la  Lune  ne 
peuvent  donner  rien  de  sensible  pour  un  observateur  place  a  la  surface  de  la 
Terre;  c'est  en  particulier  le  cas  de  Vevection  et  encore  plus  celui  de  la  varia- 
tion. 

Remarque.  —  On  tire  des  equations  (5)  et  (A') 

!9  —  ^p=:cH-  /w^-m8o°—  Qsin(/?i/v^3y  -\-  F) 
y 
—  u5i'x  ysinC  -^  ii',i5 ^ sin©. 
'                            o,ooi865  — y        ^ 

C'est  Tangle  dont  tourne  le  plan  mene  par  0^,  et  par  le  point  ^,,  plan  qui  est 
fixe  a  la  surface  de  la  Lune ;  le  plan  mene  par  O^,  et  defini  par  Tequation 

9  —  ^  ^=c  -^  mt-\-  i8o®, 

qui  passe  a  chaque  instant  a  fort  peu  pres  par  la  position  moyenne  de  la  Terre, 
coupe  la  surface  de  la  Lune  suivant  le  premier  meridien.  Ce  premier  meridien 
fait  avec  le  plan  x^  Oz^  le  petit  angle  variable  yj ;  il  en  resulte  que  les  points  de  la 
surface  lunaire  paraitront  se  deplacer  relativement  au  premier  meridien,  dans 
un  sens  ou  dans  I'autre,  d'un  angle  egal  a  r\.  Get  angle  r\  est  ce  qu'on  appelle  la 
libration  physique  ou  encore  la  libration  reelle,  par  opposition  avec  la  Ubration 
optique. 

Le  terme  Qsin{mty/3^  -h¥)  fait  que  la  Lune  se  balance  et  oscille  comme 

J   1       •       1       1     J      '     J             -11   *•             .      27r          I  mois  sid^ral     ^ 
un  pendule  simple;  la  duree  des  oscillations  est  — rr^i  = p= On  a 

msJZy  y/Sy 

vu  (Chap.  VIII)  que  la  surface  de  la  Lune  supposee  fluide  et  homogene  serait 
celle  d'un  ellipso'ide  a  trois  axes  inegaux,  dont  le  grand  axe  Ox^  serait  tou- 
jours  tourne  vers  la  Terre,  s'eloignant  tres  peu  de  part  et  d'autre  de  sa  position 
d'equilibre  et  oscillant  comme  on  vicnt  de  le  dire. 

Ce  terme  Q  sin  {mt  y/'ig  -h  F)  pcrmet  d'expliquer  comment  la  Lune  pent  nous 
presenter  toujours  la  meme  face,  sans  qu'on  soit  oblige  d'admettre  qu'a  I'ori- 
gine  les  deux  moyens  mouvements  de  rotation  et  de  revolution  aient  ete  rigou- 
reusement  egaux,  ce  qui  serait  tres  peu  vraisemblable. 

On  tirera  en  effet  de  I'equation  (7),  en  y  rempla^ant  y;  par  sa  valeur  (A'), 

/•  =  m  [i  —  Q^3y  cos  (mt\/3y  -^Y)]  4-. . . ; 
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on  voit  que,  a  cause  de  la  constante  arbitraire  Q,  la  valeur  initiale  de  r\  r^ 
pouvait  ne  pas  coincider  exactement  avec  m;  il  suffit  que  r^  ait  etc  compris 
entre  les  deux  limites 

m(i  — Qv/3y)     el     w(i  +  Qv/3y). 

L'intervalle  de  ces  deux  limites  est  fort  petit  a  la  verite,  car  nous  allons  voir 
que  Y  et  Q  sont  petits;  mais  il  suffit  pour  faire  disparaitre  Tinvraisemblance 
qu'il  y  aurait  a  supposer  que  Ton  ait  eu  rigoureusement  r^  =  m. 

Revenons  a  I'cxpression  (A')  de  v];  elle  contient  les  deux  conslantes  arbi- 
traires  Q  et  F  et  la  constante  y;  ces  trois  quantites  doivent  etre  determinees  par 
les  observations. 

Laplace  avait  invite  les  astronomes  de  I'Observatoire  de  Paris  a  entreprendre 
ce  travail.  Bouvard  et  Arago  effectuerent,  de  1806  a  1810,  une  belle  serie  d'ob- 
servations  de  la  tache  Manilius,  que  Nicollet  a  continuees  en  18 19  et  1820.  Ce 
dernier  astronome  a  discute  Tensemble  des  observations  (Additions  a  la  Con- 
naissance  des  Temps  pour  1 822  et  1823) ;  il  a  suppose  Q  =  o,  et  il  a  trouve  egal  a 
4'49"»  7  Ic  coefficient  de  sin©  dans  la  formule  (A').  On  en  deduit 

r.  ^1!»kJ =4,83,         y  — 0,000 564. 

0,001  ODD  —  y  ' 

Pour  se  faire  une  idee  du  degre  d'exactitude  de  ce  resultat,  il  convient  de  se 
rendre  compte  de  la  precision  a  laquelle  on  peut  atteindre  avec  les  observations 
des  taches  lunaires.  Considerons  une  tache  projetee  au  centre  du  disque  lunaire; 
le  rapport  des  angles  sous-tendus  par  elle,  au  centre  de  la  Lune  et  au  centre  de 
la  Terre,  est  scnsiblement  egal  au  rapport  de  la  distance  de  la  Lune  a  la  Terre  et 

du  rayon  lunaire,  soit  a  -r^-r  =  220.  L'angle  de  l\  l\<^'\n  determine  par  Nicollet 

{r) 

r^pondait  done  seulement  a  un  angle  de  i",3  mesure  sur  le  disque  de  la  Lune. 
On  comprend  que  cela  presentait  des  difficultes,  surtout  au  commencement  du 
siecle  actuel,  avec  des  instruments  assez  imparfaits.  Bessel  a  propose  en  1839 
d'employer  Theliometre  a  ces  recherches  delicates,  et  un  de  ses  eleves,  Schlii- 
ter,  excellent  observateur,  a  fait  pendant  deux  ans  et  demi,  de  i84o  a  i843, 
avec  rheliometre  de  Konigsberg,  une  grande  et  belle  serie  de  mesures  d'un 
petit  cratere,  Moesting  A,  facile  a  observer.  Les  observations  de  Schliiter  (*) 
ont  ete  calculees  tout  recemment  par  M.  Julius  Franz,  dont  nous  adoptcrons  les 
resultats  numeriques.  Get  astronome  a  trouve,  pour  le  coefficient  de  sin©, 


(*)  Les  observations  se  trouvent  dans  le  tome  XXVHI  des  Observations  de  Konigsberg  et  le  M^moire 
de  M.  Franz  dans  le  tome  XXXVIII  du  m^me  Recueil. 
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i33",3,  nombre  notablement  plus  petit  que  celui  de  Nicollet,  et  il  en  a  conclu 

y  =  0,000  3l46. 

II  en  resulte  que  la  periode  du  terme  Qsin(/w/\/jY  n- F)  est  de  2""",  32,  com- 
prise done  tout  entiere  entre  les  limites  de  la  serie  de  Schluter.  M.  Franz  a 
trouve  en  outre 

QsinF— —  ii%7ii=  io%3, 
QcosF  — —  36\o±  ia%8. 

II  en  resulte  que  le  coefficient  Q  est  pour  ainsi  dire  insensible,  et  la  libration 
arbiiraire  negligeable. 

199.  Determination  de  la  position  de  I'aze  de  rotation  de  la  Lune.  — 

L'equation  (B)  donne  ^  en  fonction  de  9  et  du  temps  t;  il  nous  reste  a  trouver 
0  et  <p  en  fonction  du  temps;  nous  emploierons,  pour  y  arriver,  les  deux  pre- 
mieres des  equations  (3). 
Lagrange  pose 

(16)  sin0sin<p  =  5,        sinScos^  =  .?'; 

s  et  s'  seront  done  de  pfetites  quantites  de  Tordre  de  0.  On  tire  de  la 

ds  ,d(p  ^    .       d9 

-7-=     .9' -p- 4- cos  0  sin  0-7- J 
dt  dt  '  dt 

ds'  d(p  ^  dB 

-r^  —  — .?  — I  4-  cosQcoscp  -^j 
dt  dt  ^  dt 

ou  bien,  en  remplaganl  -^  et  ^  par  leurs  valeurs, 

-51  —  /•  4-  col0(/?sin9  -+-  q  COS9), 
dt 

dB 

—  =  —p  cos  cp  -h  <7  sm  9 ; 

d^ 

r_  —      rs' -{-  5'col0(/?sin(p  -h  ^coscp)  -4-  cos0  sin9(— ;>cos(p  +  ^sin9), 
dt 

ds' 

--^  =  —  rs  —  s  col0(;>sin9  -h  7  cos 9) -4-  cos 9  cos 9 (—/?  cos 9  -4-<7sin9), 

dt 

ce  qui,  en  vertu  des  equations  (16),  se  reduit  a 

ds  ,  fi  ds'  ^ 

dt  ^  '  dt 
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ou  bien,  en  negligeant/?0*  et  ^^0^  devant  /wO, 

,      ,  ds  ,  ds' 

(17)  5^="+^'       ^  =- '■'-/'• 

On  en  conclut 

ds'  ds  , 

(.8)  f,  =  -^^-rs,         g=--rs'. 


d'ovi 


dp  d^s'          ds          dr 

37  ""  dt^           dt           dt  ' 

da  d^s          ds'        ,dr 

^  —  ' r —, 5' 


dt  dt^  dt  dt 


Substituons  ces  valeurs  de  -£  et  -^-  et  les  valeurs  (18)  Ae  p  et  q  dans  les 
deux  premieres  equations  (3),  et  nous  obtiendrons 


^5'     A  -4-  B  —  C    fl?5     C  —  R  ,  ,       f/r 

C-B/^ 


=  —  3  X  w* 


A 

(19)  i 


r^j   sinCi'-t-^  — 9)[5sin(<^-h^)^fsin(i^  —  Q)], 


!=  — 3xm'  — ^ —  f -;-  j  cos(i'-h4'  —  ?)  [9sin(r-h4')  -^«sin(r  —  8)]. 

Or  on  a  trouve 

dr\ 

dt' 

en  remplaQant  r\  par  sa  valeur  (a),  il  en  resulte 

r  =zm  ^  mQy/Sxy  cos(/n^V^3xy -t-  F)    -  3xm'y  ^  H7i  cos(/</   \-  /*'), 
^'i=3xy/n!Qsin(m^v/3^-+-F)-^3xm«y^H7i«sin(/j/-H/*'). 

Nous  avons  vu  que  c'est  avec  beaucoup  de  peine  qu'on  pent  tirer  des  obser- 
vations des  valeurs  extremement  petites  de  Q  et  des  quantites  H';  en  remar- 

dr 

quant  en  outre  que,  dans  les  equations  (19),  ^  6t  ^  sont  multiplies  par  les 

quantites  $  ou  s\  -j  ou  ^,  qui  sont  de  I'ordre  de  0,  on  pourra  simplifier  ces 
T.  —  II.  58 
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equations  et  les  ecrire  comme  il  suit : 

dU       A-4-B-C     ds'      C-A     , 

m-7-  -A iT —  rrrs 


dt^  B  dt^      B 

C  —  k  f  a 


=z —  3x/n' 


B 

(20) 

d^s'      A-+-B-C     ds      C-B     ,, 
dt^  A  dt  A 

.       .C  — B/a\»    . 


f -7  j  cos(t'"f-'l^  — 9)[0sin(('  +  ^}^)-h«sin(t'—  Q)], 


(— j    sinCi'H-  ^  — 9)  [0sin(r-hip)-i-  tsinCt'—  Q)]. 


Nous  allons  transformer  les  seconds  membres  des  equations  precedentes; 
ils  sont  tres  petits,  a  cause  des  facteurs     "7    ?  ^^ — >  G  et  i.  Soient  e  Texcen- 

tricite  de  Torbite  de  la  Lune,  trr  la  longitude  du  perigee  de  cette  orbite;  nous 
negligerons,  dans  les  seconds  membres  des  equations  (20)  les  quantites  de 
Tordre  de  Ge*  ou  de  le^;  pour  cequi  concerne  cos(^-i-4'  —  9)  etsin(rH-  vp  —  <p), 
nous  pourrons  nous  borner  a  prendre 

r  z^  c  -4-  nit  -}-  2esin(c  -f-  mt  —  ro). 

La  formule  (B)  nous  donnera  du  reste,  avec  une  precision  suffisante, 

9  —  ^  ^:^  c  -h  mt  -h  1 80° ; 

on  en  conclut 

(21)  r -i-  vj;  —  cp  r=z  i8o°-i-  2  6  sin (c  -h  mt  —  cr), 

d'oii,  en  negligeant  seulement  des  quantites  de  I'ordre  de  e^, 

cos(r-4- 1};  —  o)  =  —  cos  [2esin(c  -h  mt  —  ct)]  m  —  ih-  . . . , 

(22)  J  ' 
sin(('  -h  df  —  (p)=i—  sin  [2esin(c  -^  mt  —  ct)]  ::=—  2esin(c  -h  m^  —  ct)  -f-. . . . 


On  aura  ensuite 


a  ^» 


(23)  (  T  )  =  ' -f- 3ecos(c -h  m/ —  gt)  4-. .  .  . 


'•1 


On  voit  que  le  second  membre  de  la  premiere  equation  (20)  est  de  I'ordre 
de  0,  tandis  que,  pour  Tequalion  suivante,  il  est  de  I'ordre  de  Oe  ou  de  ie. 
On  tire  ensuite  de  (21) 

i^ -f- ij;  =  1 80° -h  9  4- 2 e  sin  (c -h  w^  —  C3 ) -h . . . , 

d'ou 

0sin(('-h  ^)  =—  0 sin  [9  -i-  2e sin (c-h  m^  —  CT )-+-.. .] 

=  —  0sin9  —  2  0ecos9  sin(c  -\-  mt  —  ts)  —  . . ,  ] 

en  tenant  compte  de  (16),  on  pent  ecrire 

(24)    0sin(('  -h  ^)  ^=:  —  s  —  Be s\n(c  -h  mt  —  us  -^  <^)  —  0esin  (c  -+-  /w/  —  cr  —  9)  -+-. .  .  . 
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On  aura  ensuite 

i*  —  Q  z=z  c  -h  ml  —  Q  -h  2es\n{c  -h  m/  —  cj)  +  . . .  , 
I  sin  (^  —  Q)  —  i  sin  [c  -\-  mt  ^  Q  ■+-  2e  s\n  {c  -\-  mt  —  w)  -h. . .] 

— /sin(c-+-  mt  —  Q)  -h  2«esin(c  -h  mt  —  xs)  cos  {c  -\-  m^—  Q  )  -4-. .  .  , 

d'oii 

,   ^  i  isin(i'— Q)  — «sin(c-h/n^— Q)  —  «esin(CT— Q) 

( 2D  )  I 

(  -4-  ieSin(2C -h  2/W^  —  GT — Q)-^-••• 

On  lirera  ensuite  des  equations  (22)  et  (23) 

( —  )  cos(i''  -4-  iL  —  9)  zn  —  I  —  3e  cos(c  -h  ml  —  w)  h-  . . . , 

(26)       /  ^y^ 

f  (  — ]   sin(t^-i-4'  —  9) -- —  2e  sin(c -h  w^  —  cy) -4- . . . , 

et,  en  ayant  egard  aux  formules  (24),  (26)  et  (26), 

—  (  —  j  cos(i'-hiJ^  —  9)[©sin(*>H-  ij^)  +  /sin(i'—  Q)] 

—  —  5-+-  «sin(c*  -+-m/  —  Q)  4-  -iesin{xs  —  Q  )  4-  -Oesin(c  -1-  m/  —  ct  —  9) 

5                                                       5 
-h  -  iesin{2c  -h2ml  —  bj—  Q) 6'£?sin(c4-  /w/  —  w  4-  9)  -+-. . . , 

—  f  —  j  sin(f -+-ij;  — 9)[^sin(i'-htJ>)-h«sin(('—  Q)] 

=^  /ecos(CT—  8)  —  0ecos(c  -H  /n^  — CT— -  9) 

—  iecos(2c4-  2m/  — Bj—  Q)  4-  6ecos(c  4-  m^  —  cj  -+-  9)  4-. .  . . 

Les  equations  (20)  vont  done  devenir 
ciK^      A4-B  — C     ds'     C-A    , 

dt^  B  dt  h 

(] A  r  I 

—  3xm«-—  —    —  5  4-* sin (c  4-  //«/ —  Q)  4-- «esin(By  —  Q) 


I  5 

4--  0esin(c4-/n/  — GT  —  9)  4--  £esin(2C4-2m/  — ct—  Q) 


(27) 


0esin(c  4- m/  — w  4- 9)  4- . . .  L 


d}s'      A  4-  B  —  C     ds      C  -  B     ,  , 


dt^  A  c//  A 


C  — B 

=  3xm- — Y —  [£ecos(BT—  Q)  —  9ecos(c4-  /n/  —  m  —  9) 

—  ie  cos  (2c4-2/n/  —  CT  —  Q) 
4-  0ecos(c4-  m/  — ©4-9)4-...]. 
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II  est  a  remarquer  que,  dans  les  seconds  membres  de  ces  equations,  on  a  tenu 
compte  de  tous  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre,  0,  i  et  e  etant  consi- 
deres  comme  des  quantites  du  premier  ordre;  nous  pourrons  sans  inconvenient 
supposer  x  =  i .  Posons,  pour  abreger, 

S  =r  /sin(c  -h  mt  —  Q)-\--ies\n{Tn  —  Q)  -4--&esin(c-h  /w^—  bj  —  9) 

5                                                      5 
,   Q.        ,  -h-«esin  (2c -h  a/?i^  — GT  —  Q) Oes\n{c  -h  ml  —  wH-cp), 

^2o}  \  2  2 

8'=  /t'cos(cy—  Q)  —  Qecos{c-h  m^  —  gj  —  9) 

--  fecos(2c-4-  2mt  —  Ts  ~  9 )  -H  0ecos(cH-  m^  —  bj  -+-  9), 

et  les  equations  (27)  pourront  s'ecrire 

d^s      A-+-B-C     ds'      ,C  -A     .         .C-A     ,^ 

,  dF  —  -B — '^^-^^-r~'^**'^^-B-"*^' 

^^^^  '  rf»5'      A-+-B~C     ds         C-B     ,,      .C-B     _, 

dF-^ A "^dt-^    -^^;nV=3-^-m«S. 

Les  quantites  S  et  S'  sont  des  fonctions  connues  du  temps ;  elles  contiennent, 
il  est  vrai,  les  inconnues  0  et  9  et,  par  suite,  s  et  5',  mais  seulement  dans  des 
termes  du  second  ordre;  on  pourra  remplacer  0  et  9  par  des  valeurs  approchees 
dans  ces  petits  termes-la.  On  pent  done  dire  que  les  equations  (29)  sont  deux 
equations  differentielles  lineaires  simultanees  du  second  ordre,  a  coefficients 
constants,  avec  seconds  membres. 
• 

200.  Pour  les  integrer,  nous  aliens  laisser  d*abord  de  cote  les  seconds 
membres  et  considerer  les  equations 

I  d^s      A  -I-  B  -  C     ds'      ,  C  —  A     , 
dT^ B '''di^^-B-'^'^''^ 

^     ^  ^  d's'      \-hB~C     ds         C -  B     ,  , 

-dl^-^ A ""'dl^     -.^-m^s'=o. 

Pour  les  integrer,  nous  ferons 

(3i)  s  —  Ns\n{lt-hp),        s'=  N'cos(/^-4-p), 

en  designant  par  N,  N',  /  et  p  des  constantes.  En  substituant  dans  (3o),  ii 
viendra 


N  (/*— 4— g— //iM=N' g ml, 
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d'oii 


B '"' 


(n      /C-A     \(^      C-B     A       (A  +  B-C)'     ,,, 


ou  bien 


(33)  AB(^y-[4A(C-A)-hB(C-B)M-(A+B-C)*](~y4-4(C-A)(C-B)  =  o. 

Les  valeurs  de  /^  tirees  de  cette  equation  doivent  etre  reelles  et  positives, 
sans  quoi  les  expressions  (3i)  de  s  et  5'  contiendraient  des  exponentielles; 
^et  j' finiraient  par  croitre  indefiniment,  ce  qui  est  contraire  aux  observations 
d'apres  lesquelles  s  et  5'  restent  toujours  petits. 

On  devra  done  avoir 

(34)  [4A(C-A)-+-B(C-B)-4-(A-4-B  — C)«P-  i6AB(C-*A)  (C~  B)  >  o, 

(35)  (C-A)(C~B)>o, 

(36)  4A(C-A)-+-B(C-B)  +  (A-hB-C)«>o. 

Les  differences  C  —  A  et  C  —  B  sont  tres  petites  par  rapport  a  A;  on  en  con- 
clut  que  les  prenniers  membres  des  inegalites  (34)  el  (36)  different  respecti- 
vement  peu  de  A*  et  de  A^;  done  ces  inegalites  sont  verifiees  des  que  les  rap- 

ports  — -J—  et  —r —  sont  petits.  Enfin  I'inegalite  (35)  indique  que  Ton  doit 

avoir 

C>A        et        C>B 

ou 

C<A        et        C<B. 

Comme  on  a  vu  que  A  est  plus  petit  que  B,  il  en  resulte  qu*on  aura 

A<B<C 

ou 

C<A<B. 

11  est  naturel  de  supposer  que  C  est  la  plus  grande  des  trois  quantites  A,  B,  C, 
car  Taxe  de  rotation  coincidant  presque  avec  OZ,,  axe  auquel  correspond  le 
moment  C,  la  Lune,  supposee  fluide,  a  du  s*aplatir  dans  le  sens  de  cet  axe,  qui 
sera  le  plus  petit;  ce  point  sera  d*ailleurs  demontre  rigoureusement  un  peu 
plus  loin. 
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Soient  l^  et  /J  les  deux  racines  do  I'equation  (33);  en  designant  par  N,  et 
p,  deux  constantes,  on  aura  cette  premiere  solution  du  systeme  (3o) 

B '^^ 

puis  cette  seconde 

5  =  N,  sin(/,/  H-pi),        5'  =  N',  cos(/,^  ^-pi)> 
(38)  N'.=  ^^^^^—N.. 

Les  integrates  generates  des  equations  (3o)  seront  donnees  par  les  formules 

(  5  =N  sin(/^ -hp) -H  NiSin(/,^  4-pi), 
^  I  5'  =  N'eos(//-hp)-hN;cos(/i^4-pi), 

qui  contiennent  bien  quatre  constantes  arbitraires,  savoirN,  N,,  p  et  p,. 
Posons 

C-B  C-A      ^ 

-^-  =  «,         — g-=(3; 

a  et  P  seront  de  petites  quantites;  I'equation  (33)  s'ecrira 

2  (-^Y-  I  4-  3(3  -h  a(3  -4-  v/(i-+-3(3  +  ai3)^— i6a(3, 
2  (^)*=  I  4-  3(3  +  ap  —  v^li  H-3|3-hal3)«— i6al3. 

Nous  aliens  developper  ces  expressions  en  series  suivant  les  puissances  de  a 
et  p.  On  trouve  aisement 


on  en  tire 


V^(i  -h  3p  -h«(3)'—  i6aj3  =  i  4-3^  — 7aP-h  24a(3*  -h  des  tcrmes  du  4°ordre; 
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d'ou 


(4o) 


d'oii 


(40 


I  (  — j  =1  +  3(3—  3a^  -+- des  lermes  du  3«  ordre, 
/  ( -i  I  =   4aP    —  laap*  -h  des  termes  du  4*  ordre, 

—  :^i4--8 a3  —  iP*H-  des  lermes  du  3«  ordre, 

/n  2  '^       2    "^      8 

I  ~  —  2  y/o^  f  I j3  H-  des  lermes  du  2*  ordre  j . 


Les  equations  (37)  et  (38)  peuvent  s'ecrire 

^'-(.-(3)m/.^'- 

En  remplaQant/^  et/J  parleurs  valeurs(4o),/et  /,  par  leurs  expressions  (4i). 
il  viendra 

TTT  —  I (3 a3-h^6'4-  des  termes  du  3«  ordre, 

N  2  ^      2    '^        8  ^ 

^=:—  2  4/-(  I  —  an-  -  (3  H-  des  termes  du  2«  ordre] ; 
en  ne  prenant  que  les  premiers  termes  de  nos  developpements,  nous  aurons 

=:N  sin    p-f-  /w^(  i-4--(3)    -+-    N|  sin(piH-  2mt^a^), 

(C)  {  L  \        2    /J 

f'=:Ncos    p4-  mM  I  -h-(3  j    —  2Nii/-cos(pi-f-2m^v^)- 

201.  II  s'agit  maintenant  de  passer  de  {'integration  des  equations  (3o)  a 
rintegration  des  equations  (29);  ces  dernieres  peuvent  s'ecrire,  en  introdui- 
sant  a  et  p, 

^_(,_P);n^V4pm«^r=:3(3m«S, 

(42)  { 

J  d*s'  ds 

I  -r-r-+-  (i—  a)m-j-  -h    am«5'=  3am*S'. 

\   di^       ^  '      dt 

Reportons-nous  aux  expressions  (28)  de  S  et  S',  et  nous  verrons  qu'on  pent 
supposer,  en  designant  par  R  et  R',  a  et  a'  des  constantes, 

(43)  S— 2]Rsin(«rm^-ha'),         &' zzz'^R' cos i^mt-h  ij'). 
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11  nous  suffira  de  trouver  une  solution  particuliere  du  systeme  (42),  oil  S  et  S' 
ont  les  valeurs  (43),  et  d'ajouter  les  valeurs  de  s  et  5'  qui  en  resulteront  aux 
expressions  (Sg)  ou,  si  Ton  veut  encore,  aux  expressions  (C)  de  s  ets\  pour 
obtenir  les  integrates  generates  des  equations  (29). 
Pour  trouver  cette  solution  particuliere,  nous  ferons 

(44)  s  —  ^Psiniamt-htr'),        s'  -^J^P'  cos  ((rmt  -h  v'), 

"en   designant  par  P  et  P'  deux  constantes.  Si  nous  substituons  les  expres- 
sions (44)  de  5  et  y'  dans  les  equations  (4^),  nous  trouverons 

(4?  ~  «r') P -h  a(i  -  (3)  P'lzz  3(3R, 
(7(1  -a)P-H(a  — c7*)P'=3aR', 

d'oii 

p  _^3  p(«-cr')R-a(r(i-P)R^ 

,  (/iP_^.)(a__a^)-^i(i_a)(.--p)' 

'  p,^  3  a(4(3-cr')R^-(3cr(i-a)R 

(4P  -  (7*)  («  -  a*)  -  (7«(i  -  a)  (I  -  (3)  * 

Les  numerateurs  de  P  et  P'  contiennent  en  facteurs,  dans  leurs  divers  termes, 
soil  a,  soit  P;  ces  deux  quantites  sont  tres  petites.  Les  valeurs  de  P  et  P' ne 
pourront  done  devenir  sensibles  que  si  le  denominateur  commun  A  des  for- 
mules  (45)  est  tres  petit;  or  on  trouve  aisement 

A  =  (r*((7*-~  i)  —  (3(a  -+-  3)  a*  -+-  4ap. 

On  voit  que  A  ne  pent  devenir  tres  petit  que  s'il  en  est  de  meme  de  Texpression 
a*((7*  —  i);  ainsi  il  faudra,  ou  que  a  soit  voisin  de  i,  ou  que  a  soit  tres  petit. 

Nous  allons  separer,  dans  les  expressions  (28)  de  S  et  S',  les  termes  du  pre- 
mier ordre  de  ceux  du  second;  nous  poserons  done 

(46)  S:r^S,-+-S„  S'  =  S',-hS;, 

et  nous  aurons 

(47)  S,=i/sin(c-h/w^— Q),        S'l^no. 


(48) 


Si=     -ies\n{m  —  Q) -h-Oe sin {c  -^  mt  —  w  —  (^) 

5                                                       5 
-\--ies\n{2C  -h  2mt  —  ct  —  Q) 6esin{c -h  ml  —  w  -^-  ?)» 

S',  z=     iecos(nj  —  8)  —  9ecos{c  -i-m^  —  cj  —  9) 

—  iecos(2c^-  2mt  —  cy  —  Q)  h-  Qecos{c  -^  mt  —  m  -{-  (^) . 
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Nous  allons  negliger  d'abord  So  et  S!,,  et  prendre 

^^^^  )s-s;=o; 

nous  integrerons  les  equations  (29)  dans  cette  hypolhese.  Nous  en  deduirons 
des  valeurs  tres  approchees  de  0  et  9,  que  nous  substiluerons  dans  S^  et  S!^, 
qui  deviendront  ainsi  des  fonctions  connues  do  l;  nous  n'aurons  plus  qu'a  ajou- 
ter  aux  valeurs  trouvees  pour  s  et  s'  les  valeurs  qui  repondent  aux  solutions 
particulieres  des  equations  (29)  ou  (/ia),  dans  lesquellcs  on  prend 

Nous  considerons  done  d'abord  les  valeurs  (49)  de  S  et  S';  nous  pouvons, 
dans  Q  ,  ne  tenir  comptc  que  des  inegalites  seculaires  et  prendre 

Q  —  80  — F'"^; 
on  trouve,  pour  le  nonibre  [jl,  cette  valeur 

|JL  =:  0,004019. 

Pour  appliquer  les  formules  (43),  (44)  et  (45),  nous  devrons  done  prendre 

(7—  1-4-//,  (7'=C—   Qq, 

R  ~  i,  IV  =  o. 

Les  formules  (4^)  donneront 

avec 

A,  =  (n- p)»  (2,x  +  p')  -  (3(a  +  3)  ( 1  + fii)«-l- 4«;3; 

nous  pourrons  negliger  a^  devant  a  ou  ^,  et  nous  prendrons 

p;  =  -3*(3  ~J^, 


nous  aurons  done 


A.  =  (I  +  fx»)  (2/x -+- ^)»  -  3^(1  +  fi)'; 


'  I  — • 


T.  —  II. 


(i-+-^)(2fi  +  fii'-3;3) 


^9 
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ct,  par  suite. 

En  ajoutant  ces  valeurs  de  s  et  5'  respectivement  a  celles  fournies  par  les 
formules  (C),  il  viendra 

j  s  1^9  sincp  =  N  sin    p  h-  wn  i  -1-  |-  J3  j    -f-  N^  sin  (pi-f-  2mt^<x^) 

5'—  ^cos9  =  Ncos    p-hmMi-h-fS)    — 2N,  i/-  cos(pi-4-  2  ml  ^a^) 

—  7 .z—- — .  -   5<3--cos(c  -f-/«^—  Q). 

(i-4-fx)(2/x-f-fx--3j3) 

Nous  allons  discuter  ces  formules;  posons  d'abord 

(5o)  (^  =  c-\-  mt-h  iSo*—  G  H-  ^. 

II  est  facile  d'avoir  une  representation  geometrique  de  la  quantitc$;  en  effet, 
Tequation  (B)  donne,  en  laissant  de  cole  les  termes  que  nous  avons  reconnus 
etre,  sinon  nuls,  du  moins  tres  petits, 

en  combinant  cette  equation  avec  (So),  il  vient 

la  quantite  $  represente  done  la  distance  angulaire  du  nceud  ascendant  de 
Torbite  de  la  Lune  au  noeud  descendant  de  son  equateur;  on  sail,  par  les  ob- 
servations, que  $  est  une  quantite  toujours  tres  petite,  sinon  nulle. 
On  tire  de  la  formule  (5o) 

0  sin^=r  —  9sin9COs(c4-  mt—  Q)  -+-  ^0059  sin(c4-  mt  ~  Q), 
^cos^i:::—  &sin9  sin(c  —  mt—  Q)  —  0cos9cos(c  '\-  mt—  Q), 

ou,  en  rcmplaQant  0  sin^  et  Ocos^  par  leurs  valeurs  (D) 
(5i)  (/sinOJi^K,        &cos*.-K'. 


LIBRATION    I)E    LA    LUXE.  4^7 

cn  posant 

^  —  - « ?  7 TT — ~, — i Q^  sin  a  (c  -+-  mt  —  Q )  —  N  sin  ( p    -  c  -h  Q  -h  -  P mt) 

2     '^  (I  -h  JUL)  (2/JL -4-/JL'— 3p)  °"  y^r  oo         ^i-        y 

(52)  /  -  N,  U/^  -4-  ^  j  sin  [p,  -I-  c  -  Q  -+-  ml  (i  -+-  2  y/al^)] 

-H  N,  (^i/|  -  ij  sin[pi-  c-^  Q  -  mt{i  -  <i  y/^)], 

VI  ^    'f^  2  -h  U  3    .^  JUL  /  ,  ^x 

1     '^(l  4-fJt)(2/Jl4-fJL»—  3(3)  2     ^(l4-fJL)(2/Jl-4-/Jt*—  3;3)  °°' 

—  N  cos  (  p  —  c  -h  8  -}-  -  (3  m/  j 
N,  (  i/^  -+-  ^  )  cos [p,  -}-  c  -  Q  -^  m^ (i  -h  2  v/aP)] 
N.  (^i/l  -  \  )  cos  [p,  -  c  +  Q  -  m/  ( I  -  2  v/^p)] . 

On  tire  de  (5i) 
(54)  lang^izz— . 

Les  observations  nous  apprennent  que  $  reste  toujours  tres  petit;  en  partieu- 
lier,  on  ne  pcut  done  pas  avoir  ^  —  -±l  90"  el,  par  suite,  K'=  o. 

xiinsi,  quel  que  soit  le  temps  t,  il  faut  que  la  quantite  K'  definie  par  Tequa- 
tion  (53)  ne  puisse  jamais  s'annuler.  II  faut  done  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  coefficients 


«■  «.(v1-5)'  ".(v/!-^;)-  -!■■? 


v- 


2     ^(l-hf/)(2fX4-fX*— 3p) 

soit  inferieuro  a 

2      ^(l-^/JL)(2/JL-t-/JL*—  3j3)' 

0  elant  posilif,  comme  cos$,  la  derniere  des  equations  (5i)  donne 

K'>o; 

done,  d'apres  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  doit  avoir 

3  .  - ^  -h  JUL ^^ 

2    "^(iH- /jl)  (2/ji -+-//*— 3(3) 

d'ou 

p  >  O  Cl  2  /JL  -^  ^'  —  3  (3  >  O 

ou  bien 

(3<o         et         2fjL+ fjL*— 3p<o. 
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La  derniere  eombinaison  est  impossible,  car  elle  donnerait  [x<o;  il  restera 
done 

(5d)  o<j3<     -3-— • 


Or  on  a 


on  en  conclut  done 


^~       B     ' 
C  —  A  >  o. 


Nous  avons  trouve  C  —  B  >  o  [inegalite  (35)]  et  suppose  A  <  B;  il  en  resulte 
done 

A  <  B  <  C. 

Si  nous  remplaQons  |x  par  sa  valeur  numerique 

fx  1:^0,004019, 

rinegalite  (55)  nous  donne 

(56)  (3  <  0,002685, 

Nous  avons  ainsi  une  limite  superieure  de  la  quantile  p. 

On  deduit  des  formules  (5i),  (52)  et  (53)  une  expression  de  cetle  forme 

.  D,  sin  JTi —  DjSin.r,  —  I)jsina?3-|-  D4  sina:^ 

tang<P  r— 


Do—  D,  COSXj  — D,  COSO*, -hDjCOS^jH-  D4C0Sa:4 

ou  encore 

.  E,  sin.r,  —  Ej  sin^, —  Essino^a-i- E4  sinj?4 

^     '~i  — Eicosxj  —  Ejcos^'i-i- E3COSJ73-4- E4  COSJ74' 

en  posant,  d'une  maniere  generale, 

Puisque,  d'apres  les  observations,  O  reste  toujours  tres  petit,  il  faut  en  con- 
clure  qu'il  en  est  de  meme  des  quantites  E,;  ainsi  les  rapports  des  quantites  N 

On  lire  des  equations  (5i ) 
ou  bien 

{/-=  (I>o—    I>i  cos.r,  —  Dj  cos.r,-i-  l)3C0Sa?,-i-D4  008^4)' 
(D,  siRuTi  —  D,  sin^Tj—  D^  sinj™j-+-  D4  sinj?4)' 
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ou  encore 

J         (l--    E,  COSa:i  — E,  COSa:,-^- EsCOSJ^a-f-E^COSJ^t)* 


D. 


-h  (El  sin J7i—  E,  sin^j—  Ej  sinjrjH-  E4  sinj?4)', 


Puisque  les  coefficients  E/  sont  tres  petits,  il  en  resulte  que  0  est  a  fort  peu 
pres  constant  et  egal  a  Dq. 

Ainsi  les  deux  lois  de  Cassini  concernant  la  Constance  presque  absolue  de  0 
et  la  coincidence  des  noeuds  sont  liees  Tune  a  Tautre  par  la  theorie  de  la  gravi- 
tation :  Tune  est  la  consequence  de  I'autre. 

202.  Nous  allons  pouvoir  revenir  en  arriere  et  tenir  compte,  dans  les  expres- 
sions (28)  de  S  et  S',  des  termes  du  second  ordre  83  et  S!,  que  nous  avons  negli- 
ges d'abord ;  dans  ces  termes,  nous  pourrons  remplacer  0  et  9  par  leurs  valeurs, 
telles  qu'elles  resultent  de  Tapproximation  precedente;  nous  pourrons  done 
remplacer  0  par  sa  valeur  moyenne  Oo,  et,  quant  a  9,  nous  tirerons  sa  valeur  de 
I'equation  (5o)  en  y  faisant  $  =  o,  ce  qui  nous  donnera 

(57)  Q  — r-hm/ -h  i8o°— Q  ; 

il  viendra  ainsi 

II  5 

S,  — -(£4-  0o)«  sin(^—  Q)-h-(i-i-^o)<?  sin(2C-f-  imt^w-  Q), 
S'j—       (^'-^  0o)^COS(gT—  Q)  —       (/ -4-  0o)^COS(2C-+-  2/72/  — GT—  Q). 

Nous  pouvons  actuellement  appliquer  les  formules  (43),  (44)  et  (45),  en 
considerant  successivement  les  deux  termes  periodiques  qui  figurent  dans  les 
expressions  (58)  de  83  et  S'^;  on  verra  aisement  que,  pour  le  second  de  ces 
termes,  celui  dont  Targument  est  ic  h-  imt  —  gj  --  Q  ,  la  quantite  a  est  voisine 
de  2;  done  les  valeurs  correspondantes  de  P  et  P'  seront  tres  petites.  Ainsi 
nous  devons  nous  borner  a 


et  poser 


Sj  =  ^  ('  4-  ^0)  ^  sin (Bj  —  8 ),         ^\~{i-^%)e cos (bj  —  Q  ) 


Le  coefficient  du  temps  dans  va—  ^  est  egal  a  am,  etsi  nous  posons 

BJm  CTq-H  V/W/, 

nous  aurons 
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Avec  ces  valeurs  de  R,  R'  et  a,  les  forniules  (45)  nous  donneront 


2^  ''     (i_a)(i-(3)(|UL4-v)*-|(^  +  v)^~a][(/x-+.v)«-4P] 

On  pent  negliger  a  et  ^  dans  le  denorninateur  commun,  qui  se  reduit  alors  a 
((JL  -f-  v)-  —  ((JL  4-  v)*  ou  simplement,  comme  ((x-f-v)*  est  tres  petit,  a  ((J^H-v)'; 
nous  ne  garderons  dans  les  numerateurs  que  les  termes  2a((x  -h  v)  pour  le  pre- 
mier et  P ([Ji  -4-  v)  pour  le  second ;  nous  aurons  done 


/JL-hV  '  2  |UL-f-V 

Les  termes 

P,sin{Gy— Q)     et    P',  cos(TiT— Q) 

devront  etre  ajoutes  respcetivement  aux  expressions  (D)  de  ^  et  5';  nous  aurons 
done  en  definitive 

9  sin9  =  N  sin    p  -h  m^  f  i  -h- (3  j    -h  Nj  sin(pi-+-  imtsfoi^) 

3/3  eoL 

^  %\n{c^mt—  Q)  H-3(£-f-5o) sin(TiT—  Q), 


2a-f- |Lr.*— 3(3  °°'  V"^ 

(E)   {  .-- 

5'ir_-0cos9  =  Ncos    p-+-  /w^f  i-h-Pj    —  2N1  i/5-cos(p,  4-2/wrv^ap) 

(l-f-  JUL)  (2|JL4-|UL«—  3p)  °°^  2^  "^|UL4-V  ^  ^' 

Ces  deux  formules  determineront  0  et  9,  apres  quoi  ^  sera  determine  par 
Tequation  (B),  que  nous  reproduisons  ici  : 

^jy^  cp  —  c  —  m^-4- 180°  4-  Qsin(m^v^-+-  ^) -^  ii5i'x  y  sin  (anomal.  moy.  C  ) 

(B)  I  .     ^  7 


1 1',  i5 -^- sin  (anomal.  moy.  ©) 

o,ooi865  — y        ^  j    ^/ 


II  nous  reste  a  calculer/?,  y  et  r. 


203.  Nous  nous  servirons  pour  cela  des  formules  (18)  en  y  remplagant  r 
par  m,  ce  qui  nous  donnera 


/7i  //I  eft  m  ni  dt 
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RemplaQons  dans  ces  formules  s  et  /  par  leurs  valeurs  (E)  ct  nous  trouverons, 
tout  calcul  fait,  en  negligeantNp  devantN,  (/-f-Oo)e^  devant  (« -f- Oo)  — ^» 

N|  v^  devant  N,  i/^  et  (i-h  Oo)^a  devant  (i-^  Oo)  -^:r~' 

j  —  =  — NiSin(pi-h2/?i^v^a(3)  — 3(/ -h  ^o) ^sin(GJ—  Q) 

(F)    I  £  r^  2N,  i /^cos  (p,  4-  2m^  v'ai^)  -  3 1{3  -  ,^^"^^\ ^^,  cos(c  4-  mt  -  Q) 

—  -(/-+- (}o)-^^cos(t;t  —  Q). 

2  Lt  — r~  V 


On  a  enfin 


<i^  dt 


^^^         ^==i-Qv/3^cos(m/v/3^-4-F)-i9,9ycosC  -^  q^qoI'sGS  -  y  ^^^^^ 

oil,  dansle  second  membre,  les  coefficients  des  cosinus  sont  exprimes  en  parties 
du  rayon. 

Remarques.  —  i**  Les  termes  en  sin(Gy — Q)  et  cos(Gy —  JJ),  qui  figurent 
dans  les  formules  (E)  et  (F)  et  qui  sont  du  second  ordre  relativement  aux 
quantites  i,  e  et  Oo,  avaient  echappe  a  Tattention  de  Lagrange  et  de  Laplace; 
c'est  Poisson  qui  les  a  mis  en  evidence.  Ces  termes  deviennent  sensibles,  a  cause 
du  tres  petit  diviseur  (x  -h  v  qui  figure  dans  leurs  coefficients. 

2®  Lagrange,  Laplace  et  Poisson,  sans  remarquer  que  les  coefficients  de 
sin(c-f-/n/ —  Q)  et  cos(c -h/n/ —  JJ) ,  dans  les  expressions  (E)  de  s  et  s\ 
sont  des  nombres  relativement  considerables,  ont  cru  pouvoir  remplacer  i  -f-  (jl 
par  I'unite  dans  le  coefficient  de  cos(c-i-/w^ —  Q);  ils  ont  done  pris  la  meme 

valeur  pour  les  coefficients  de  sin  et  cos(c-f- /n/ —  Q),  savoir jITTq' 

il  en  resulte  que  Poisson,  au  lieu  de  trouver  les  formules  (F),  obtient  les  sui- 
vantes : 

-=■•-31(3  p_3     sin(c4-7n/-^a)-^..., 

f  —  =r...— 3/(3 — ^-- 5-5C0s(c-+- m^— 8)  H- 

\  m  '^  2p  4- f/*-—3(3        ^ 

On  voit  que,  dans  les  formules  de  Poisson,  les  coefficients  de  sin(c  -^  mt—  Q) 
et  cos(c-f-/n^—  JJ)  sont  egaux  et  de  meme  signe,  tandis  que,  dans  les  for- 
mules exactes,  le  premier  de  ces  coefficients  est  reduit  a  zero  et  le  second  est 
sensiblement  double. 
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Si  Ton  ne  considerait  que  Ics  termcs  dependant  de  Targument  xs —  JJ,  on 
pourrait  dire  que,  d'apres  les  formules  (F,)  de  Poisson,  Taxe  de  rotation  decrit 
a  rinterieur  de  la  Lune  un  cone  de  revolution,  tandis  que,  d'apres  les  formules 
exactes  (F),  cet  axe  oscille  dans  le  plan  principal  y,Oz^  perpendiculaire  a 
I'axe  Oar,. 

C'est  M.  Ch.  Simon  qui  a  le  premier  donne  les  formules  exactes  (F)  dans  son 
Memoire  siir  la  rolation  de  la  Lune  (Annales  de  VEcole  NormalCy  t.  Ill);  mais 
M.  Simon  les  avait  demontrees  directeraent  sans  faire  toucher  du  doigt  le  point 
oil  TAnalyse  ordinaire  devait  etre  complctee;  c'est  ce  que  je  crois  avoir  fait 
assez  simplement  dans  les  pages  precedentes  {voir  aussi  une  Note  des  Comptes 
rendus  des  seances  de  VAcademie  des  Sciences,  t.  CI,  p.  625). 

11  resulte  du  travail  de  M.  Franz  que  les  constantes  N  et  N,  qui  figurent  dans 
les  formules  (E)  sont  insensibles.  Nous  pourrons  done  nous  borner  a 


(F) 


(F) 


0  sin9=—  — -^f — -^^  sin(c-f-/;i^—  q  )  4- 3  (^  4- {?  )  _£fL.  sin(cj— Q), 

Q     •  O  Q  fit 

(  -^=--(/-+-0o)-^cos(Tiy-~Q)~3/(3-  —   ^^-±J^_.  cos{c-f-m/-Q). 


Determination  de  p.  —  Elevens  au  carre  les  deux  equations  (E')  et  ajoutons- 
les;  nous  aurons  ainsi  I'expression  de  0^  dans  laquelle  nous  remplacerons  les 
carres  ou  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  par  les  sinus  ou  cosinus  des  mul- 
tiples; la  partie  non  periodique  de  6^  en  sera  la  valeur  moyenne  que  nous  repre- 
senterons  par  OJ;  nous  trouverons  ainsi 

(60)        ei  =  , ^,/3.p)'  a  +  .f.  +  fx'       0/    /+6.y 

^        '  ^  (l  -hfJL)»(2/X-hfJL*~  3p)2  2  8\     fJt-f-V/     "^  ^        ' 

Nous  pouvons,  dans  une  premiere  approximation,  negliger  le  dernier  terme 
du  second  membre  et  prendre  simplement 


3/S  f  \    , 

pour  la  mise  en  nombres,  nous  adopterons 

JUL  T=  0,004019,  V=iO, 008455, 

i  =  5<»8'44%  Q^^i^Zi'ii'  (Franz). 

On  aura  fl  par  la  resolution  de  I'equation  (61),  qui  est  du  premier  degre;  on 


•  • 
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trouve  ainsi 

On  a  pose 

C-H 


(3    -  0,00061  '(. 

,       C  -  A 

B-A 

V  — ■  * 

'     1    y.y 

A 

on  en  tire 

on  pent  se  borner  a 

d'ou,  en  rempla^antp  ety  par  leurs  valeurs  obtenues  precedemment, 

a  =;  0,000  299. 

Avec  ces  valeurs  de  a  et  |3,  on  pent  proceder  a  une  seconde  approxinnation 
dans  la  formule  (60);  on  relrouve  ainsi  la  meme  valeur  do  [3. 
Nous  prendrons  done 

(62)  a  :3z  0,000  299,         (3 -— o,ooo6i4»         y:=o,ooo3i5. 

Les  formules  (E')  et  (F')  nous  donneront  ensuite 


(E') 


\  0sin9  =  --5493'sin{f+ w/-  Q) -h  y.',;' sin(ro  -  Q), 
I  9cos<p  —  —  547i'cos(c  + »j/    -  S)  +  97'-"cos(cj  -  -  Q); 


(F") 


£  =  -  94-'  sin  (cj  -  a ) , 


< 

1 


-=  —  972'' cos  (gj—  Q)  —  44"  cos  (c  4- //I/—  Q). 


On  remarquera  que  la  relation  p  =  2a,  qui  est  verifiee  a  fort  pen  pres  par 
lesnombres  de  M.  Franz,  rend  prcsque  egaux  les  coefficients  de  sin(tTj  —  Q)  et 

de  cos(cy  —  Q)  dans  les  expressions  de  0  sin^,  Ocoso,  ^  et  —•  Lc  terme  qui 

depend  de  I'arguraent  c-h /w/ —  Q  a  une  periode  d'un  mois  sideral  environ; 
la  periode  du  terme  dont  Targument  est  cy  —  8  est  beaucoup  plus  considerable ; 
elle  est  de  5^"\98,  on  peut  dire  de  six  ans. 

A  la  surface  de  laTerre,  les  poles  n'eprouvent  aucun  deplacement  sensible; 
il  existe  done  a  cet  egard  une  difference  essentielle  entre  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Lune  et  celui  du  spberoide  terrestre. 

On  peut  chercher  a  deduire  des  formules  (E")  des  developpements  en  serie 
pour  0  et  9. 

Posons,  comme  precedemment, 

^  —  (p  —  c  --  mt  -h  Q  —  180", 
T.  -  IF.  60 


(E'^) 
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et  les  formules  (K")  vont  nous  doniicr 

0  sinO—  ii"  sin 2  (c-h  /?*/  —  Q) 

-f-  ii"  sin(c-+-  /«^  -\-XJS  —  iQ)  -f- 960"  sin  (c  -\-  mt  —  gj), 

^0050  =  5482"—  ii''cos2  {c  -\-mt—  Q) 

—  i2"cos(c-+-  mt  -hGJ  —  2  Q)  —  96o''cos(c  -h  m^  — gj). 

L'angle  <&  etant  tres  petit,  on  pent  remplacer  sin<&  par  O,  cosO  par  i,  ce  qui 
(lonne 

/  ^  =  ^0  —  1 1"  C0S2  (c  -t-  /n^  —  Q  ) 

-- 11"  cos(c-h  m/-+-Gj—  2  Q)  —  96o''cos(c  -\-  nit  —  xs), 

O  sin(?o  =^  n"  sin  2  (c  -^  mt  —  Q) 

-h  12"  sin(6'  -4-  /n^  -h  CT  -  2  Q)  -I-  960"  sin(c  -h  wi^  —  ro), 

9  ziz  c  -f-  m^  —  Q  —  4>  -4- 1 80*', 

^  r=  9  —  c  —  m/-h  i8o«-f-  22'' sine  --  133"  sin©. 

Ces  formules  resolvent  le  probleme  propose;  elles  font  connaitre  a  une 
epoquc  quelconquo  la  position  du  systeme  des  axes  principaux  d'inertie  qui 
font  corps  avec  la  Lune. 

Elles  montrent  que  0  n'est  pas  rigoureusement  constant;  la  quantiteO  n'est 
pas  non  plus  absolumentnulle,  et  les  noeuds  de  I'equateur  lunaire  ne  coincident 
pas  cxactement  avec  ceux  de  Torbite.  Ainsi  les  lois  de  Cassini  ne  sont  pas  d'une 
exactitude  absolue. 

204.  Nous  allons  voir  si  les  valeurs  numeriques  de  a,  p,  y  donnees  plus  haut 
sont  d'accord  avec  celles  que  Ton  pent  deduire  de  la  theorie  de  la  figure  de  la 
Lune.  Nous  avons  vu,  au  n"  62  du  Chapitre  VIII,  qu'en  supposant  la  Lune  homo- 
gene  une  figure  ellipsoidale  satisfait  aux  conditions  de  I'equilibre. 

Soient  2a,,  26,,  2c^  les  longueurs  des  axes  de  Tellipsoide;  on  aura 

;>  5  D 

d'ou,  avec  une  precision  suffisante, 

—  ^^  —  ^?  -  ^^?  _-  ^i-gi 

~        A        ""   ^J  4-  cj   ""         Ci 
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On  a  trouve,  a  la  fin  du  Chapitre  VIII,  les  aplatissements  des  sections  princi- 
pales  dc  rellipsoide;  en  ayant  egard  a  ce  que  les  quantites  designees  alors  par 
a,  6,  c  le  sont  niaintenant  par  c^ ,  a, ,  6| ,  il  vient 


h 
a 

n 

_       0,0000375, 

r  — 

a 

0 ,  000  009  4 1 

a 

et  il  en  resulle 

(63)                    OL 

—  o ,  ooo  009  4 , 

j3      0,0000075,         y      0,000023  I. 

Or  Tetude  de  la  libration  de  la  Lune  nous  a  donne 

(3  =10, 000614, 

c'est-a-dire  une  ysileixr  seize  fois  plus  forte.  D'oii  cetle  conclusion  : 

La  Lune,  supposee  homogfene,  n*a  pas  conserve  en  se  solidifiant  la  figure 
d'6quilibre  qu'elle  avail  dii  prendre  quand  elle  etait  fluide,  sous  Tinfluence  de 
I'attraction  mutuelle  de  ses  molecules,  de  son  mouvement  de  rotation  et  enfm 
de  Tattraction  de  la  Terre. 

On  demontre  que,  si  la  Lune,  supposee  fluide,  est  formee  de  couches  ellip- 
soidales  concentriques,  dont  la  densite  augmente  de  la  surface  au  centre,  la 
valeur  de  p  sera  encore  plus  petite  que  celle  (63)  obtenue  dans  Thypothese  de 
I'homogeneite;  le  disaccord  serait  done  encore  plus  grand.  Laplace  suppose 
qu'en  se  solidifiant  la  Lune  a  subi  quelques  modifications;  les  hautes  mon- 
tagnes  et  les  autres  inegalites  que  Ton  observe  a  sa  surface  doivent  avoir  sur  les 
diflerences  des  moments  d*inertie  une  influence  tres  sensible  et  d'autant  plus 
grande  que  I'aplatissemcnt  du  spheroide  lunaire  est  fort  petit  et  sa  masse  peu 
considerable. 
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CHAPITRE  XXIX. 

INFLUENCE  DES  ACTIONS  (ifiOLOGlQUES  SUR  LA  KOTATION  I)E  LA  TERRE. 

EPAISSEUR  ET  RIGIDITE  RELATIVE  DE  LfiCORCE. 


205.  La  theorie  de  la  rotation  de  la  Terre,  telle  que  nous  I'avons  presentee, 
est  fondee  sur  riiypotbese  de  la  rigidite  absolue  du  spheroide  terrestre.  Elle 
suppose  encore  que  la  Terre  tourne,  a  fort  pen  pres,  autour  de  Tun  de  ses  axes 
principaux,  etque  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  situes  dans  Tequateur 
sont  sensiblement  egaux.  Ce  sont  la  des  conditions  de  permanence  du  mouvement 
qui  se  sont,  sans  doute,  etablies  pen  a  peu,  apres  de  longues  oscillations,  en  vertu 
de  cetto  loi,  souvent  invoquee  par  Laplace,  qui  veut  que  la  stabilite  de  Tequilibre 
ou  d'uu  etatde  mouvement  resulte  des  reactions  memes  que  fontnaitre  les  mou- 
vements  desordonnes.  C'est  ainsi  que  les  balancements  de  I'axe  de  rotation, 
causes  par  une  difl'erence  fortuite  entrc  les  moments  d'inertie  B  et  A,  devaient 
brasser  la  masse  en  fusion  de  maniere  a  retablir  Tegalite,  et  s'eteindre  en  la 
retablissant.  L'action  des  eaux  et  de  Tatmosphere  sur  les  continents  tend  a  pro- 
duire  des  effets  analogues. 

On  pent  se  demander  si  cet  etat  d'equilibre  ou  de  permanence  du  mouve- 
ment est  definitif,  et  dans  quelle  mesure  il  pent  etre  trouble  par  Teffet  des  phe- 
nomenes  geologiques  ou  meteorologiques  qui  produisent  des  changements  a  la 
surface  du  globe  et  a  une  certaine  profondeur.    . 

Laplace  a  examine  surtout,  a  ce  point  devue,  I'influence  des  marees  (3/eca- 
ni(/uecclesie,  Livrc  V,  n***  10-12).  II  arrive  a  ce  tbeoreme,  mentionne  au  n°  194  : 
«  Les  pbenomenes  de  la  precession  et  de  la  nutation  sont  exactementles  memes 
que  si  la  mer  formait  une  masse  solide  avec  le  spheroide  qu'elle  recouvre.  »  Ce 
tbeoreme  a  lieu,  quelles  que  soient  les  irregularites  de  la  profondeur  de  la  mer 
et  les  resistances  qu'elle  eprouve  dans  ses  oscillations.  De  memo,  les  courants, 
les  fleuves,  les  tremblements  de  terre,  les  vents  et  en  general  tout  ce  qui  pent 
agiter  la  Terre  dans  son  interieur  et  a  sa  surface,  reste  sans  effet  sur  son  mou- 
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vemcnt  de  rotation.  «  Lc  deplacement  de  ses  parties  peut  seul  alterer  cc  raou- 
vement;  si,  par  exemple,  un  corps  place  an  pole  etait  transporte  a  I'equatcur, 
la  somme  des  aires  devant  toujonrs  rester  la  meme,  le  mouvement  de  rotation 
de  la  Terre  en  serait  un  peu  diminue;  mais,  pour  que  cela  fut  sensible,  il  fau- 
drait  supposer  de  grands  changements  dans  la  constitution  de  la  Terre.  » 

A  son  tour,  Poisson  dit  (Mecanique,  t.  II,  p.  4^0  •  "  Les  treniblements  de 
terre,  les  explosions  volcaniques,  le  souffle  des  vents  contre  les  cotes,  les  frot- 
tements  et  la  pression  de  la  nier  sur  la  partie  solide  du  spheroide  terrestre, 
repondant  a  des  actions  mutuellcs  des  parties  du  systeme,  il  n'en  peut  resulter 
aucune  variation  du  moment  principal  [du  couple  resultant].  »  Et,  les  deplace- 
ments  etant  insuffisants  pour  alterer  le  moment  d'inertie  correspondant,  ces 
causes  n'influent  pas  sur  la  duree  du  jour. 

La  precision  toujours  croissante  des  observalions  astronomiques  ne  permet 
plus  de  s'en  tenir  a  ces  conclusions  somraaires,  et  les  geometres  ont  commence 
a  se  preoccuper  de  revaluation  numerique  des  effets  perturbateurs  auxquels 
le  mouvement  dc  rotation  de  la  Terre  pourrait  etre  soumis. 

Parmi  les  premiers  qui  aient  serieusement  aborde  cet  ordre  d'idees,  il  faut 
citer  W.  Hopkins,  dont  les  Researches  in  Physical  Geology,  publiees  dans  les 
Philosophical  Transactions  de  1839,  i84oet  1842,  ont  fortement  attire  Tattention 
sur  les  points  de  contact  qui  existent  entre  TAstronomie  et  la  Geologic.  Dans 
son  premier  Memoire,  il  etudie  le  mouvement  de  rotation  d'un  ellipsoide  ho- 
mogene,  compose  d'un  noyau  parfailement  fluide  et  d'une  croute  rigide,  inte- 
rieurement  lisse,  dont  les  deux  surfaces  ont  la  meme  ellipticite  e.  II  calcule 
les  pressions  qui  resultent  des  marees  que  tend  a  produire  Tattraction  luni- 
solaire,  ainsi  que  celles  qui  resultent  de  la  force  centrifuge  du  fluide  quand  son 
axe  de  rotation  ne  coincide  pas  avec  celui  de  I'ecorce  solide.  En  tenant  compte 
de  ces  efi'ets,  il  trouve  que  la  precession  et  la  nutation  lunaire  sont  exactement 
les  memes  que  pour  un  ellipsoide  homogene  et  solide,  et  que  la  nutation  solaire 
a  aussi  la  meme  valeur  dans  les  deux  hypotheses,  sauf  le  cas  particulier  ou 
Tepaisseur  de  Tecorce  serait  o,23  du  rayon  terrestre.  II  y  a,  en  outre,  un  terme 
periodique  nouveau,  mais  qui  peut  etre  regarde  comme  negligeable. 

Dans  le  second  Memoire,  Hopkins  considere  un  ellipsoide  toujours  compose 
d'une  ecorce  rigide  et  d'un  noyau  fluide,  mais  cette  fois  heterogene  au  point  de 
vue  de  la  densite.  II  arrive  au  resultat  suivant  :  Soient  £,  e,  les  ellipticites  de 

la  surface  interieure  et  de  la  surface  exterieure  de  I'ecorce;  q  =  ^  \e  rapport 

des  rayons  moyens  correspondants;  P,  la  precession  d'un  ellipsoide  homogene 
d'ellipticite  £, ;  P'  la  precession  observee.  On  aura 


(/•*  —  1 
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oil  V]  <  '  et  A  ==  2  a  pen  pres,  de  sorle  que  cette  expression  pourra  s'ocrire 


^i)V    ^r-^^J 


Or  on  a  F--  5o",  et  P,  =  07"  en  prenant  -^—  r:^  e,  =  ^^  et  la  masse  de  la  Lune 

egalea— ;  Hopkins  en  conclutque  Texpression  (A)  doit  avoir  pour  valeur^-  Les 

coefficients  de  la  nutation  sont  alteres  dans  le  meme  rapport  que  la  precession. 
Le  resultat  serait  evidemment  tres  different,  si  Ton  adoptait  pour  la  masse  de 

la  Lune  un  nombre  plus  petit,  par  exemple  celui  (ao)  q»G  nous  avons  trouve 

plus  haut  (n*^  192);  il  depend  aussi  de  la  valeur  de  e^;  et  rien  ne  prouve,  en 
somme,  que  P,  differe  beaucoup  de  P'. 

Quoi  qu'il  en  soil,  Hopkins  conclut  que  Tcllipticite  des  couches  diminue  a 
partir  de  la  surface  terrestre,  et  qu'en  negligeant  y]  on  pent  supposer 

£         I  E 7 

II  considere  la  surface  interne  de  I'ecorce  comme  une  surface  d'egale  solidite 
ou  d'egale  fluidite,  et  il  admet  que  Tellipticite  des  surfaces  ainsi  definies  est 
intermediaire  entre  celle  des  surfaces  d'egale  densile  et  celle  des  surfaces  iso- 
thermes.  11  montre  que  Tellipticite  de  ccs  dernieres  va  en  croissant,  tandis  que 
celle  des  premieres  va  en  diminuant.  En  adoptant,  pour  la  loi  des  densites, 
rhypothese  de  Legendre  (n^  116,  p.  286)  et  en  faisant  m  —  i5o'',  il  trouve  une 
valeur  de  e,  qui  s'accorde  avec  Taplatissement  connu,  et  une  valeur  de  £  qui 

satisfait  a  la  condition  —  =  1  pour  —  =  7,  ce  qui  donne  une  epaisseur  egale  a 

la,  =r  1600''".  II  s'arrete*  dans  son  troisieme  Memoire,  a  cette  conclusion  que 

I'ecorce  terrestre  doit  avoir  une  epaisseur  au  moins  egale  au  cinquieme  et  peut- 
etre  au  quart  du  rayon  terrestre. 

11  y  a  la  une  tentative  interessante,  dont  les  details  qui  precedent  feront 
mieux  apprecier  la  portee.  Mais  on  voit  que  Hopkins  neglige  le  frottement; 
ses  premisses  sont  trop  precaires  pour  qu'on  puisse  attacher  une  importance 
quelconque  a  ses  resultats  numeriques. 

Vers  1846,  le  meme  sujet  a  ete  aborde  par  M.  Hennessy  dans  ses  Researches 
in  lerreslrial Physics  (Philosophical  Transactions,  i85i).  M.  Hennessy  a  critique 
quelques-unes  des  conceptions  de  Hopkins.  II  lui  reproche  surtout  d'admettre 
tacitement  que  les  molecules  dont  se  forme  la  croute  n'eprouvent  aucun  chan- 
gement  de  position  pendant  la  solidification.  D'apres  les  vues  de  M.  Hennessy, 
au  cours  de  la  solidification  du  noyau  liquide,  la  surface  interne  de  la  croute  a 
du  prendre  une  ellipticite  pour  le  moins  aussi  grande  que  celle  de  la  surface 
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externe,  parce  que  la  separation  de  chaque  couche  qui  devient  solide,  et  son 
adherence  a  la  croute,  modifient  la  pression  du  fluide  abandonne,  qui  peut  des 
lors  prendre  une  forme  se  rapprochant  de  celle  du  spheroide  primitif.  line 
remarque  analogue  a  ete  faite  par  Plana  (Astronomische  Nachrichten,  n^860). 
On  aurait  done,  d'apres  M.  Hennessy,  £>£|,  ce  qui  donnerait  P,<P',  con- 
trairement  a  ce  que  semble  indiquer  Tobservation.  M.  Hennessy  en  conclut 
que  le  mouvement  de  rotation  de  Tecorce  terrestre  et  du  noyau  liquide  a  lieu, 
a  peu  pres,  comme  si  le  tout  formait  une  masse  solide. 

Le  travail  de  Hopkins  a  ete  discute,  a  d'autres  points  de  vue,  par  J.-G.  Bar- 
nard (*). 

Sir  William  Thomson  a  traite  les  memes  questions  dans  son  Memoire  On  the 
rigidity  of  the  Earth  (^Philosophical  Transactions^  i863).  II  va  plus  loin  que 
Hopkins,  et  affirme  qu'aucune  masse  liquide  continue,  approchant  des  di- 
mensions d'un  spheroide  de  6000  miles  (9600*^'")  de  diametre,  ne  peut  exister 
dans  Tinterieur  de  la  Terre  sans  rendre  certains  phenomenes  sensiblement 
differents  de  ce  qu'ils  sont. 

En  parlant  de  Tecorce  solide  de  la  Terre,  on  sous-entend  presque  toujours 
qu'il  s'agit  d'une  enveloppe  rigide,  ce  qui  est  une  impossibilite  physique.  Une 
ecorce  relativement  mince  serait,  de  toute  necessite,  flexible;  elle  cederait  aux 
actions  deformatrices  du  Soleil  et  de  la  Lune  presque  autant  que  le  fluide  inte- 
rieur.  Mais  alors  il  n'y  aurait  plus  de  marees;  car  la  mer  et  Tecorcc  solide  s'ele- 
veraient  et  s'abaisseraient  ensemble,  et  le  niveau  des  eaux  ne  changerait  pas 
d'une  maniere  appreciable.  L'amplitude  des  marees  serait  encore  reduite  aux 
deux  cinquiemes  ou  aux  deux  tiers  de  sa  valeur  si  la  Terre  etait  un  corps  solide 
d'une  rigidite  ne  depassant  pas  celle  du  verre  ou  de  Tacier.  C'est  la  Targument 
principal  qu'on  puisse  invoquer  contre  Thypothese  d'une  ecorce  solide  reposant 
sur  un  noyau  liquide,  bien  qu6,  de  Tavis  de  M.  Darwin  {Tides,  §  44),  Tetat  de 
nos  connaissances  touchant  le  phenomene  des  marees  ne  permette  pas  encore 
de  preciser  ainsi  le  degre  de  rigidite  du  globe. 

Sir  W.  Thomson  puisait  un  autre  argument  dans  la  theorie  des  phenomenes 
de  la  precession  et  de  la  nutation.  La  deformation  elastique  d'une  mince  ecorce, 
pensait-il,  aurait  pour  eflet  de  diminuer  sensiblement  la  valeur  du  couple  des 
forces  perturbatrices  (^);  mais  comme,  d'autre  part,  le  moment  d'inertic  eff*ectif 
C  qui  figure  au  denominateur  serait  ici  beaucoup  plus  faible  que  dans  le  cas 
d'un  globe  solide,  il  y  aurait  deux  influences  contraires,  tendant  a  alterer  la 
precession  et  la  nutation  dans  deux  sens  opposes,  ct  qui  ne  pourraient  se  com- 


(*)  Problems  of  rotary  motion  {Smiths,  Contrib.  to  knowledge,  I.  XIX,  1874). 

(*)  C'etail  la  cons6quoncc  do  cctle  proposition,  abandonn6e  dans  la  suite,  qu'un  sph^roido  liquide 
n'aurait  point  de  pr6cession,  la  surface  d6form6c  6lant  encore  une  figure  d'dquilibre.  (La  precession 
d'un  spheroide  fluide  est,  en  r6alit6,  sensiblement  6gale  a  cello  d'un  sph^roVde  rigide  de  m^me  ellipticit^.; 
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pen»4:ri\tu:  par  uni?  coincidence  forluitf.  L'acconl  de  la  llieoric  recuc  avec  rub- 
nervation  pourrait  done  ctrc  regarde,  a  l>on  droit,  comm**  nne  preuve  de  la 
rijcidite  presqiio  parfaitc  dii  ••phcroide  tcrre>lre.  Os  considerations  se  Irouvenl 
encore  developpee^^  dans  la  premiere  edition  i\\i  Treatise  on  Satural  Philosophy 
C§§  847,  H18^;  nous  verrons  plus  loin  quVlh^^  n'ont  pas  ele  mainlenues. 

On  «ait  que  Delaunay  a  conteste  les  objections  mises  en  avant  contre  Thypo- 
tliiffte  de  la  fluidite  interieure  du  globe  terrestre  et  f'ondees  sur  la  tbeorie  de  la 
precession  (Comptes  renduSf  f3  juillet  i8G8j.  II  soutient  que  la  masse  fluide  doit 
ftuivrc  la  croute  qui  renveloppe.absolument  comrne  si  le  tout  formait  uneseule 
masse  solide.  Cette  affirmation  est  appuyee  sur  une  experience  de  laboratoire 
oil  Ton  voit  I'eau  contenue  dans  un  ballon  de  verre  suivre  les  mouvementsde  ro- 
tation imprimes  a  ce  dernier  (Comptesrendus,  ^ojuillet  18G8).  Dans  Topinion  de 
Delaunay  Jes  pbenoniimes  de  la  precession  et  de  la  nutation  ne  peuventdonc  four- 
nir  aucune  donnee  surle  plusou  moinsd'epaisseur  de  la  croute  solide  du  globe. 

II  faut  dire  maintenant  que,  dans  un  discours  prononce  en  1876  devant  TAs- 
sociation  britannique  reunic  a  Glasgow,  Sir  W.  Thomson  a  lui-meme  rectifie 
plusieurs  points  de  son  Memoire  de  i8(33.  II  ne  retient  que  Targument  tire 
de  la  consideration  des  marees,  et  declare  qu'il  abandonnc  celui  qui  reposait 
sur  la  tlieorie  de  la  precession. 

En  revanche,  il  invoque,  contre  Texistence  d'une  ecorce  rigide,  un  argu- 
ment nouveau.  D'apres  lui,  la  quasi-rigidite  que  les  mouvements  tourbillon- 
nairescommuniquent  aux  liquides  mettrait  obstacle  au  glissement  d*une  ecorce 
faiblement  elliptique.  En  la  supposant  rigide,  I'ecorce  entrainerait  complete- 
menl  le  noyau  dans  les  oscillations  a  longues  periodes,  telles  que  la  precession; 
mais  les  nutations  a  courte  periode  (notamment  celles  de  six  mois  et  de  qua- 
torze  jours)  scraient  fortement  alterees  sinon  denaturees.  C'est  la  une  raison 
nouvelle  pour  exclure  Thypothesc  d'une  mince  ecorce  rigide,  qui,  d'ailleurs, 
est  contrairc  a  toutcs  les  donnecs  physiques. 

Ajoutons  que  M.  G.-H.  Darwin  a  combattu,  de  son  cote,  Thypothese  d'une 
mince  ecorce,  en  s'appuyant  sur  la  theorie  de  la  resistance  des  materiaux,  qui 
exige  qu'a  uuc  profondeur  de  iGoo*""  la  croute  solide  ait  encore  une  rigidite 
comparable  a  celle  du  granit  (*). 

Au  lieu  d'un  noyau  liquidc,  beaucoup  de  geologues  admcttent  aujourd'hui 
un  noyau  solide  separe  de  I'ecorce  par  une  couche  plus  ou  moins  epaisse  de 
matiere  liquide  ou  patcuse.  Aux  limitesde  cette  zone  mediane,  les  changements 
de  pression  periodiques  doivent  provoquer  des  liquefactions  locales;  c'est  un 
mecanisme  analogue  au  jeu  des  geysers.  Enfin,  quelques  physiciens  pensent 
que  Tinterieur  de  la  Terre  pourrait  fort  bien  se  trouver  a  I'etat  gazeux,  si  la 


( 1 )  On  the  Stresses  caused  in  the  interior  of  the  Earth  hj  the  ky eight  of  Continents  and  Moun- 
tains {Philos.  Trans,,  1882). 
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temperature  y  depasse  le  point  critique  de  la  liquefaction;  un  gaz  comprime,  a 
une  temperature  de  loooo"  ou  20000^,  aurait  la  densite  des  corps  solides,  raais 
un  coefficient  de  dilatation  beaucoup  plus  grand. 

On  voit  que,  si  Ton  renonce  a  considerer  la  Terre  comme  un  corps  parfaite- 
ment  rigide,  le  champ  reste  libre  aux  hypotheses.  II  y  a  d'ailleiirs  interet  a  ctu- 
dier  les  lois  theoriques  de  la  rotation  des  spheroidos,  soit  plastiques,  soit 
liquides.  C'est  ce  qu'ont  fait  M.  G.-H.  Darwin  [On  the  Precession  of  a  viscous 
spheroid  (Philos.  Trans.,  1879)]  et  M.  S.  Oppenheim  [Rotation  and  Prdcession 
einesjliissigen  Sphdroids  {Asiron,  Nachrichten,  n*^270l;  i885)].  On  trouve  qu'en 
premiere  approximation  le  coefficient  de  la  precession  d'un  spheroide  liquide 
ne  differe  pas  sensiblement  de  celui  d'un  spheroide  solide,  mais  que  la  vitesse 
de  rotation  estsujette  a  une  variation  periodique  (*).  La  question  est  d'ailleurs 
elroitement  liee  a  celle  des  marees  d'un  spheroide  liquide,  et  nous  devons 
nous  borner  ici  a  ces  breves  indications. 

Meme  en  admettant  la  rigidite  de  la  charpente  generale  du  globe,  on  ne  peut 
se  refuser  a  reconnaitre  que  des  changements  s'operent  encore  sous  nos  yeux. 
Les  indices  d'un  reste  de  raobilite  de  la  croute  solide  ne  manquent  pas  :  soule- 
vement  des  cotes  de  la  peninsule  scandinave,  de  la  Siberie,  de  TEcosse,  des 
regions  mediterraneennes,  du  Perou  et  du  Chili;  affaissement  des  rivages  de 
TAdriatique,  du  littoral  de  la  Manche  et  de  la  mer  du  Nord,  du  Bresil,  etc.  (*). 
Quelle  que  soit  la  cause  de  ces  lentes  oscillations  du  sol,  les  geologues  en  con- 
statent  incessammcnt  les  effets.  Dans  une  moindre  mesure,  Terosion  des  falaises 
par  le  travail  des  eaux,  Taccroissement  progressif  des  plages  d'ailuvions,  le 
transport  des  graviers  par  le  courant  des  fleuves,  la  fonte  djes  glaces  polaires, 
sont  des  causes  de  variations  seculaires  dont  il  n'est  pas  inutile  d'examiner 
rinfluence  possible  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Cost  a  ce  point  de  vue  que  se  sont  places  M.  Gylden,  dans  ses  Recherches  sur 
la  rotation  de  la  Terre  (1871),  et  M.  G.-H.  Darwin,  dans  son  Memoire  On  the 
Influence  of  geological  changes,  etc.  (1877),  dont  il  sera  question  plus  loin. 
Citons  aussi  le  travail  recent  de  M.  Schiaparelli  :  De  la  rotation  de  la  Terre  sous 
rinfluence  des  actions  geologiqucs  (1889). 

On  congoit  aisement  que  TefTet  des  changements  geologiqucs  puisse  se  ma- 
nifester  de  trois  manieres  :  1°  par  des  deviations  locales  de  la  verticale;  2°  par 
un  deplacement  de  I'axe  de  rotation  dans  I'interieur  de  la  Terre,  d'oii  resulte 
une  variation,  secuiaire  ou  periodique,  des  latitudes;  3'^  par  un  deplacement  de 
cet  axe  dans  I'espace;  en  d'autres  termes,  par  une  nutation  qui  affecte  les  coor- 
donnees  des  etoiles.  Nous  dirons  plus  loin  ce  que  Tobservation  a  permis  de  con- 
stater  a  cet  egard. 

(*)  Bulletin  astronomique,  t.  IH,  p.  52. 

(*)  £)Lisi^E  Reclvs,  La  Terre,  t.  I,  p.  750-811. 
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206.  Changement  de  Taxe  de  rotation  dd  au  diplacement  d'une  masse 
donnie.  —  Pour  apprecier  Finfluence  qu'un  changement  geologique  suppose 
pourrait  exercer  sur  I'axe  de  rotation  de  la  Terre,  il  faut,  avant  tout,  chercher 
la  variation  qu'eprouveraient  les  axes  principaux;  on  verra  plus  loin  comment 
la  position  de  Taxe  de  rotation  est  liee  a  celle  de  I'axe  terrestre  OC.  Le  sujet  a  ete 
traite  d'abord  par  Bessel,  dans  une  courte  Note  publiee  en  1818  (*);  ensuite 
par  Haedenkamp  (^),  par  M.  Darwin  et  M.  Schiaparelli,  dans  les  Memoires  deja 
cites.  Nous  nous  bornerons  a  quelques  indications  qui  simplifient  le  probleme. 

En  premier  lieu,  il  sera  inutile  de  se  preoccuper  du  deplaccment  possible 
du  centre  de  gravite  de  la  Terre;  c'est  ce  que  prouvera  un  exemple.  Admettons, 
avecM.  Schiaparelli,  que  le  grand  plateau  central  do  I'Asie  occupe  a  peu  pres 
7^  de  la  surface  du  globe,  que  son  elevation  moyenne  est  jj^  du  rayon  ter- 
restre (4240"*)  et  sa  densite  la  moitie  de  la  densite  moyenne  de  la  Terre;  sa 
masse  representeraT^j^j^de  la  masse  totale.  Supposons  maintenantqueTenorme 
plateau  soit  souleve  toutentier  d'une  centaine  de  metres;  le  centre  de  gravite 
de  la  Terre  se  deplacera  d'une  quantite  100  000  fois  plus  petile,  c'est-a-dire 
de  I*"™.  L'influence  que  ce  changement  pourrait  exercer  sur  le  temps  de  revo- 
lution n'irait  pas  a  i  millionieme  de  seconde  (o*,ooo6oo3).  On  voit,  parcet 
exemple,  qu'il  suffira  de  considerer  le  changement  de  direction  des  axes  prin- 
cipaux en  negligeant  le  deplacement  du  centre  de  gravite. 

Nous  sommes  ainsi  amenes  a  chercher  la  deviation  des  axes  principaux  et, 
en  particulier,  celle  de  Taxe  polaire  OC,  qui  resulte  de  ce  qu'une  masse  (jl  (par 
exemple  un  aerolithe)  s'ajoute  a  la  masse  terrestre  en  un  point  dont  les  coor- 
donnees  sont  ^,  rj,  ?^.  Si  ensuite  on  suppose  qu'une  masse  egale  est  cnlevee 
ailleurs,  la  resultante  des  deux  effets  representera  la  deviation  causee  par  lo 
deplacement  de  la  masse  (x,  dont  les  coordonnees  varient  brusquement  de  quan- 
tites  tinies  oS,  Sy],  S^.  Mais,  avant  d'aborder  ce  probleme,  il  convient  d'etablir 
quelques  formules,  relatives  aux  moments  d'inertie,  qui  nous  seront  encore 
utiles  dans  la  suite. 

207.  Variations  des  axes  principaux.  —  Nous  designerons,  a  Tordinaire, 
par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  0^,  Oj,  0-^,  et  par  D,  E,  F 
les  quantites  que  les  auteurs  anglais  appellent  moments  de  deviation  ou  produits 
d'inertie, 

1)  =  V  mfz,  E  r-^  V  //I  sjr,  F  =  V  //« ^ V. 


( * )  Ueber  den  Eltifluss  der  Verdnderungen  des  Erdkorpers  mifdie  Potholien  {Abliand,,  t.  Ill,  p.  3o4). 
(«)  Annates  de  Poggendorff,  I.  XC;  i853. 
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Los  moments  d'inertie  principaux,  que  nous  designerons  par  ,1,,  ill),  o  toutes 
los  fois  qu'il  sera  neccssaire  de  les  distinguer  des  moments  d'inertie  relatifs  a 
des  axes  quelconques,  son.t  definis  par  les  conditions 

1>  — o,        E  =  o,        F  — o, 
auxquellcs  s'ajoutent  les  relations 

si  les  axes  principaux  passent  par  le  centre  de  gravite,  comme  nous  le  suppose- 
rons  toujours. 

Soient  a,  p,  y  ^'>  P'»  T'»  ^  »  P"»  T'  '^^  cosinus  directeurs  des  axes  principaux 
par  rapport  a  des  axes  quelconques  Ox,  Oy,  Oz  ayant  meme  origine;  on  aura 
les  relations  connues 

et  trois  systemes  d'equations  de  la  forme 

a(<vl>  -  -  A)  -h  aT  H-  a"E  =  o, 
ctF -I- a'(cl,  —  B) -f- a"D  =r  o, 
aE  -h  <x'D  -h  ol"{.1  —  C)  =  o, 

oil  Ton  pent  ecrire  fl,  ift,  ou  y,  c  a  la  place  de  a  el  d,.  Ces  relations  donnent 
pour  .1,,  Di,  c  une  equation  du  troisieme  degre 

(.1,  —  A)  (.1,  —  B)  (A.  —  C)  — 1>^{.%  —  A )  —  E*( .1.  —  B)  —  F»(X  —  C)  -h  2DEF  =  o, 
puis 


a  [EF  -  I)(-A>  -  A)J  =  a'[FD  -  E(.l,  —  B)]  =  a''[DE  --  ¥{X  -  C)]  ^  H, 

(a)  {  a'-  «'«  a"* 


..       K', 


f  (cU  —  B)  (a.  —  C)  —  1)^       (^  —  C)  (.L  -  A)  ~  E* "  ■  (.1,  —  A)  (a.,  —  B)  —  F 

oil  H  et  K  se  determinent  par  la  condition  a-  -4-  a'^  4-  a'^  =  i .  On  trouve  ensuile 
pour  A,  B,  C,  ...  les  expressions 

A=:a*  A.-h^'  111, -4-y*  C, 
B  =  a'»  .l>-f-;3'*  111,-+-/'  e, 
C  =  a"*    X  -+- 15"*    111,  -+-  y"*    C  ; 

—  1)  --  a'a%A.,  -^  ;3';3''ill>  -I-  y'y'^C, 

—  E  rr  ol'ix  X  -f-  P'^;3  lib  -I-  y^y  C, 

—  F  =  aa'   .\.  -h  ?;3'  \ll>  -4-  yy'   Z, 
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qui  peuvent  encore  se  mettre  sous  ia  forme  suivante  ; 

Si  les  moments  principaux  eJl,,  lA)  etaient  egaux,  on  aurait  simplement 

(  A=:^l>4-y*{^  — <^),         ...» 

Revenons  maintenant  au  probleme  du  numero  precedent. 

line  masse  (jl  est  ajoutee  a  la  masse  terrestre  M  en  un  point  dont  les  coordon- 
nees^  par  rapport  aux  axes  principaux,  sont  ^,  yj,  ?^;  ou  bicn,  cette  masse  est 
deplacee,  et  ses  coordonnees  deviennent  ^4-8$,  yj  -h  Syj,  J^  4-  8^.  Des  lors,  les 
conditions  D  =  E  =  F  =  o  deviennent,  suivant  le  cas, 

{d)  D  =  /xrjC,        E  =  K^,        F  =  i^'n 

ou  bien 

oil  8(^ri)  =  l'ri'  —  ^ri,  .... 

Les  moments  d'inertie  A,  B,  C,  rapportes  aux  axes  primitifs,  ne  sont  plus  des 
moments  principaux;  les  nouveaux  axes  principaux  se  determinent,  par  rapport 
aux  anciens,  par  les  cosinus  directcurs  a,  p,  y*  •  •  •  ou  par  les  angles  <p,  ^,  0  du 
n*^  169,  et  il  s'agit  de  savoir  s'il  sera  permis  de  considerer  6  comme  tres  petit. 

D'apres  ce  qui  precede,  D,  E,  F  sont  ici  de  tres  petites  quantites  de  I'ordre 
de  (X.  Dans  cette  hypothese,  la  consideration  de  Tequation  du  troisieme  degre 
qui  fournit  les  nouveaux  moments  principaux  x,  ill,  G,  et  des  expressions  (a), 
qui  servent  a  calculer  les  angles,  montre  que,  si  A,  B,  C  sont  sensiblement 
differents,  les  differences  <x>  —  A,  dj>  —  B,  c  —  C  sont  de  Tordre  de  (x^,  et  les  axes 
principaux  ne  s'ecartent  des  axes  primitifs  que  de  quantites  de  I'ordre  de  (x. 

Si  la  difference  A  —  B  est  elle-meme  tres  petite,  comme  dans  le  cas  de  la  Terre, 
si  elle  est  par  exemple  de  Tordre  de  (jl,  ces  conclusions  ne  s'appliquent  qu'a 
I'axe  polaire;  la  difference  a  —  C  est  toujours  de  I'ordre  de  (x',  I'axe  G  s'ecarte 
tres  peu  de  I'axe  C,  et  Ton  pent  faire  y"  =  1 ;  mais  les  differences  al,  —  A,  ill)  —  B 
sont  de  Tordre  de  (x,  et  les  axes  equatoriaux  sont  devies  de  quantites  finies.  On 
voit  toutefois,  et  c'est  Tessentiel,  qu'il  sera  toujours  permis  de  considerer 
Tangle  0  comme  une  quantite  tres  petite  de  Tordre  de  (x. 

On  pent  encore  faire  la  rcmarque  suivante  :  Si,  a  Torigine,  avant  la  deforma- 
tion, on  avait  eu  cxactement  A  =  B,  la  situation  des  axes  equatoriaux  Ox,  Oy 
resterait  arbitraire;  on  pourrait  done  les  placer  de  maniere  a  les  rapprocher  des 
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axes  nouveaux.  Mais  il  est  plus  naturel  de  supposer  que  la  difference  A  — -  B  est 
seulement  tres  petite. 

Nous  aurons  maintenant  recours  aux  formules  du  n°  169  pour  exprimer  a, 
p,  Y,  ...  en  fonction  des  trois  angles  o,  '\f,  0,  dont  le  dernier  (Tangle  ^O^i) 
sera  suppose  assez  petit  pour  qu'on  puisse  negliger  0*.  On  trouve  ainsi 

i  a  =z      (3'=2C0s(9  —  ^j/),         a"  — — '  (?  sin9, 
(/)  a'==-p=sin(9-^),        p^=:-0cos(p, 

Si  Ton  suppose  encore  que  la  difference  x  —  tib  est  de  Tordre  de  0,  les  relations 
qui  precedent  donnent,  en  negligeant  6^  et  0(x  —  iii>), 

En  mettant  A  —  C  a  la  place  de  x  —  e,  la  deviation  G  de  Taxe  polaire  et  sa 
longitude  w  =  90*"  —  ^  seront  donnees  par  les  formules 

I)  E 

0smc«)==—  7; 7- J         0cosw  =  —  ^ 7-> 

('0  \  > 

^^-C^^A"' 

dans  lesquelles  il  faut  faire 
ou  bien 

suivant  qu'il  s'agit  d'une  addition  do  masse  ou  d'un  deplacement. 

208.  Gas  particiiliers.  —  Dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  nous  prendrons 

C  :=^  ^  MRS        C  —  A  =  o ,  001 1 .  MRS 

M  etant  la  masse  do  la  Terre  et  R  son  rayon  moyen.  On  arrive  a  ces  relations  en 
adoptant  pour  les  densites  la  loi  de  Laplace  ou  un^  loi  analogue.  En  nombres 
ronds,  le  volume  de  la  Terre  est  de  io8.io*«  kilometres  cubes,  sa  surface  de 
5 1. 10^  kilometres  carres,  etM  =  6.10**  kilogrammes. 

Considerons  d'abord  le  cas  d'une  masse  (x,  par  exemple  d'un  aerolitlie,  qui 
s'ajoute  a  M,  au  point  $,  y],  X,.  Posons 

5  =  R  cos>  cosL,        yj  =  R  cosX  sinL,        C  =  R  sinJi; 
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nous  aurons 

(0  D  =  -/jLR'sin^XsinL,        E   ::  -/JiR^sinsXcosL, 

et  les  formules  (h)  nous  donneront 

(Ar)  (>~  46o-(7sin2>.,         w  — i8o°-hL. 

M 

II  est  a  remarquer  que  cette  deviation  tend  a  repousser  le  pole  d'inertie  sur 
le  prolongement  du  meridien  de  (jl;  on  le  voit  plus  directement  en  faisant  yj  =  o, 
L  =  o,  (o  =  i8o°.  Elle  est  ici  exprimee  en  parties  du  rayon;  pour  I'avoir  en  se- 
condes,  il  faut  diviser  par  sini".  Le  produit  OR  represente  le  deplacemcnt 
lineaire  du  pole.  On  voit  aussi  que  le  maximum  d'effet  s'obtient  pour  X  =  45®. 

Une  masse  (x  de  23000*^™*^  et  de  densite  2,75,  ou  une  masse  d'eau  de  63000"""*^, 
appliquee  sous  la  latitude  moyenne  de  45".  ferait  done  flechir  Taxe  OC  d'environ 
1"  d'arc,  ou  avancer  le  pole  de  3o",  dans  la  direction  opposee. 

Si  la  masse  [x  etait  enlevee^  le  pole  C  sc  rapprocherait;  il  faudrait  donner  a  0 
le  signe  negatif  ou  bien  faire  co  =  L  au  lieu  de  180°  -4-  L. 

Consideronsy  en  second  lieu,  une  masse  [x  qui  se  deplace  verticalement,  de 
sorte  que  la  distance  r  de  son  centre  de  gravite  au  centre  de  la  Terre  devient 

r-f-  Sr.  Gomme  les  rapports  ^>  ^»  -  ne  varient  pas,  nous  aurons 
et,  par  suite, 

^        r  '         /■ 

et  ces  expressions  montrent  que  I'effet  d'un  exhaussement  vertical  §r  de  la 

(5/' 
masse  [x  s'obtient  en  multipliant  par  2—  celui  que  produiraitl'additionde  cette 

masse  au  meme  endroit. 

En  prenant  r  =  R,  les  formules  {k)  nous  donnent  ici 

(/)  ^  =r  920^  sin2X  — >         w=:i8o*»-hL, 

et  Or  represente  le  deplacement  lineaire  du  pole.  Supposons,  pour  prendre  un 
exemple,  que  le  plateau  central  de  I'Asie  ait  ete  brusquement  souleve  d'environ 
4200"  (sa  hauteur  moyenne);  nous  aurons 


V-             ' 

3/-          I 

/•             1 DOO 

I  -  35". 

M        1 00  000 
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d'oii 

c'est-a-dire  que  le  pole  d'inertie  est  repousse  de  36°*  vers  TAmerique. 

Si  la  masse  [x  se  deplace  le  long  d'un  meridien,  e'est  X  qui  varie;  il  n'y  a 
qu'a  remplacer,  dans  les  formules  (i)  et  (k),  sin2X  par  8(sin2X),  et  Ton 
trouve 

(m)  {/i^  92o-~cos2X3X,        wi=i8o°h-L. 

Pour  une  valeur  negative  de  SX,  on  aurait  a)  =  L  en  conservant  a  6  le  signe  -+-. 
On  voit  que  le  pole  marche  dans  le  meme  sens  que  la  masse  (jl;  le  maximum 
d'effet  s'obtient  pour  X  =  o  ou  X  =  go**. 

Si  le  deplaeement  a  lieu  suivant  un  parallele,  il  faut,  dans  les  formules  (i), 
ecrire  SsinL,  ScosL  a  la  place  de  sinL,  cosL;  cela  revient  a  remplacer  D,  E 
par  E  SL,  —  D  8L.  On  trouve 

(n)  ^.r=46o~sin2A5L,         w  =  L  — go'*. 

Le  pole  se  deplace  perpendiculairement  au  meridien  de  [x  et  dans  le  sens 
oppose  au  mouvement  de  la  masse. 

Supposons  le  plateau  d'Asie  entraine  de  lo"  vers  le  sud  :  nous  aurons 
8X  =  —  io°  =  —  I  loo*"",  2X  =  60°  en  moyenne,  et  nous  trouverons 

0  —  2',  76  —  0100'", 

c'est-a-dire  que  le  pole  d'inertie  descend  d'environ  S*""  vers  le  centre  de  I'Asie. 
Si  le  meme  plateau  marchait  de  10^  vers  Test,  on  aurait 

0  =  2',  60  =  4800"'; 

le  pole  s'avancerait  de  pres  de  5""  vers  I'ouest. 

Les  formules  qui  precedent  supposent  des  changements  assez  petits  pour 
qu'il  soit  permis  de  considerer  SX,  SL  comme  des  differentielles;  dans  le  cas 
contraire,  il  faudrait  employer  des  differences  finies.  Ainsi,  la  masse  [jl  etant 
transportee  du  point  (X,  L)  en  (X',  L'),  on  aurait,  par  les  formules  (h)  et  (1). 

0  sina)  =  4^0—  (sinaA  sinL  —  sinaX'  sinL'), 

M 

(o)  {  0cosGj  =  46o^(sin2XcosL  — sin2X'cosL'), 

Q  zzz  4^0  ^  v^sin*2X  4- sin* 2 X'—  2sin2Xsin2X'cos(L  — L') . 
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Le  maximum  d*effet  s'obtient  si  la  masse  [x  se  deplace  de  90®  le  long  d*un  meri- 
dien  (X  =  45**,  X'  =  —  45"*,  L  =  L'),  et  il  a  pour  valeur 

ce  qui  represente  82'  pour  |J  =  — ^- — ,  et  0^,087  pour  une  masse  de  looo''"*^, 

de  densite  2,75.  Le  pole  d'inertie  s'ecarte  alors  du  pole  de  rotation,  et  nous 
avons  vu,  au  n°  186,  qu'il  en  resulte  des  variations  dans  les  latitudes. 

Quelle  est  miiintenant  Timportance  numerique  des  changements  qui  s'accom- 
plissent  sous  nos  yeux? 

Le  volume  d'cau  que  Tensemble  des  fleuves  et  rivieres  devcrse  dans  la  mer 
peut  etre  estime  a  environ  i  million  de  metres  cubes  par  seconde,  ce  qui  fait 
3oooo*""*^  par  an,et  en  admettant,  avecM.  Reclus(*),  que  la  proportion  moyenne 
do  limon  n'est  que  de  5^,  on  trouve  un  apport  annuel  de  10''°*' de  matieres 
solides.  D'apres  M.  Waters  (*),  cet  apport  ne  serait  que  de  5''"^  En  tout  cas,  les 
effets  qui  resultent  de  tons  ces  depots  de  sediments  doivent  se  compenser  en 
grande  partie. 

Pour  avoir  un  resultat  precis,  il  faut  considerer  Taction  d'un  fleuve  particu- 
lier.  Dans  ce  cas,  la  proportion  de  limon  charrie  est  souvent  beaucoup  plus  con- 
siderable :  on  peut  I'evaluer  a  75^,  en  temps  ordinaire,  pour  des  fleuves  tels 
que  le  Mississipi  ou  le  Gauge,  et  elle  augmente  a  I'epoque  des  crues.  D'apres 
revaluation  de  Lyell,  qui  est  peut-etre  exageree,  la  quantite  de  limon  que  le 
Gauge  et  le  Brahmapoutra  reunis  entrainent  chaque  annee  dans  la  baie  du  Ben- 
gale  depasserait  i^'"°(2  ou  3  milliards  de  tonnes).  Au  bout  de  mille  ans,  ce  depot 
ne  produirait  encore  qu'un  deplacement  du  pole  egal  a  quelques  milliemes  de 
seconde.  En  resume.  Taction  seculaire  des  «  fleuves  travailleurs  »  ne  pourrait 
guere  etre  consideree  comme  une  cause  de  perturbations  sensibles,  a  moins 
d'admettre,  avec  M.  Waters,  que  Tapport  total  des  fleuves  est  distribue  par  les 
courants  marins  de  faQon  que  Themisphere  sud  re^oive  chaque  annee  un  exce- 
dent  de  3''"^  En  calculant,  dans  cette  hypotbese,  TefTet  d'un  poids  de  pres  de 
9  milliards  de  tonnes,  transports  de  Tequateur  sous  la  latitude  moyenne  de 
—  45^,  on  trouve  0  =  o",oooi5,  soit  o",i5  en  mille  ans. 

Le  dessechement  d'une  mer  interieure,  ou  la  fonte  des  glaces  polaires,  pro- 
duirait des  effets  plus  sensibles,  auxquels  nous  ne  nous  arreterons  pas.  Mais  il 
est  interessant  d'evaluer  la  deviation  0  qui  pourrait  resulter  d'une  elevation 
temporaire  du  niveau  de  la  mer  dans  un  des  grands  bassins  oceaniques.  Un 
exhaussement  moyen  de  o",io  du  niveau  des  eaux,  sur  une  etendue  egale  au 


( » )  Xa  Terre,  t.  I,  p.  536,  538. 

(»)  Inquiries  concerning  a  change  in  the  position  of  the  Earth's  axis  (Manchester  Phil.  Soc,,  1879). 
—  F^oir  aussi  Twisden,  The  deplacement  of  the  Earth's  axis  (1878). 
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(lixieme  de  la  surface  terrestre,  represente  un  volume  d'eau  do  Sooo''""'.  En  sup- 
posant  cette  masse  transportee  de  la  latitude  moyenne  do  -h  /iji"  sous  le  paral- 
lele  de  — -  45"f  I'effet  maximum  serait  de  o",iG,  d'apres  la  formule  (/>).  II  ne 
s'agit  ici  que  de  nous  faire  une  idee  de  Tordre  de  grandeur  des  deviations  pos- 
sibles. Le  poids  d'une  colonne  d'eau  do  o™,io  equivaut  a  un  changement  de 
pression  de  o™,oo8  de  mercure.  Ce  rapprochement  suffit  pour  faire  entrevoir  la 
possibilite  de  variations  sensibles  des  latitudes,  pouvant  aller  a  plusieurs 
dixiemes  de  seconde,  et  qui  seraient  causees  par  des  influences  meteorolo- 
giques,  possibilite  signalee  par  Sir  William  Thomson  dans  son  discours  de  1 876. 
Dans  une  Note  inseree  aux  Bulletins  de  I'Academie  des  Sciences  de  Saint-Peiers- 
bourg(*),  M.  Gylden  s'est  demande  si  un  deplacement  de  Taxe  de  rotation  de  la 
Terre  pourrait  avoir  pour  consequence  une  variation  appreciable  du  niveau  des 
mers,  telle,  par  exemple,  qu'elle  entrainat  Tinondation  d'un  continent.  II 
trouvequ'un  deplacement  A^produirait,  dans  Tacceleration  centrifuge, une  varia- 
tion de  I'ordre  de -g-sinAtp  ou  de  o",!!  pour  Ay^i".  En  admettant  que  la 

nouvelle  surface  d'equilibre  reste  semblable  a  Tancienne,  le  changement  de 
niveau,  sous  la  latitude  9,  serait  de  Tordre  de  o*",!©  sin  29;  il  ne  se  produirait 
done  pas  de  changement  comparable  a  ceux  que  nous  revele  la  Geologic. 

M.  G.-H.  Darwin,  dans  son  Memoire  de  1877,  On  the  influence  of  geological 
changes,  cherche  a  determiner  la  forme  des  intumescences  continentales  ct  des 
depressions  correspondantes  qui  produiraient  le  maximum  d'effet  sur  I'axe  de 
rotation;  comme  il  s'agitici  d'exhaussements  de  quelques  milliers  de  metres, 
s'accomplissant  sur  une  aire  qui  represente  une  fraction  notable  de  la  surface 
du  globe,  les  deviations  calculees  atteignent  plusieurs  degres  {voir  plus  loin, 
p.  53i).  Le  Rev.  S.  Haughton  a  fait  des  calculs  analogues  sur  les  deviations 
du  pole  qui  ont  du  etre  causees  par  le  soulevcment  des  continents  actuels  ot 
Taflaissement  des  vallees  oceaniques  (Proc.  of  the  B.  Soc,  1878).  Ces  faits  in- 
toressent  surtout  Thistoire  de  la  Terre  pendant  les  ages  geologiques. 

209.  Variation  des  latitudes.  —  La  variabilite  des  latitudes  terrestres  (rap- 
portees  a  Taxe  de  rotation)  ne  pourrait  echapper  a  la  perfection  croissante  des 
nioyens  d'observation  dont  les  astronomes  disposent  aujourd'hui.  On  a  cru, 
depuis  longfemps,  reconnaitre  des  indices  de  variations  de  ce  genre,  soit  perio- 
diques,  soit  seculaires;  mais,  comme  les  ecarts  signales  sont  de  Tordre  des 
erreurs  d'observation,  surtout  lorsqu'il  s'agit  d'observations  d'une  date  un  peu 
ancienne,  la  question  est  loin  d'etre  tranchee.  li  est  possible  que,  parmi  les 
variations  apparentes  qui  ont  ete  constatees,  beaucoup  s'expliquent  par  des 
anomalies  temporaires  ou  locales  de  la  refraction,  par  des  erreurs  instrumen- 


(»)  Melanges  J  t.  TV;  1870. 
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tales  mal  eludiees  et  notamment  par  des  flexions  irregulieres.  Cependant, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  la  theorie  ne  nous  oblige  nullement  a  en 
contester  la  realite. 

On  saitque  la  reduction  des  observations  de  Bradley  avait  donne  a  Bessel, 
pour  la  latitude  de  Greenwich,  un  nombre  qui  paraissait  beaucoup  trop  fort 
(5i"28'39",56).  Par  ses  observations  de  1825-1826,  Pond  trouvait 

5i  .'28.38,59  avec  les  refractions  de  BesscI, 
5i  .28.38,95  avec  les  refractions  de  Bradley. 

Plus  tard,  M.  Airy,  en  faisant  usage  des  refractions  de  Bradley,  a  obtenu  les 
nombres  suivants  (Memoirs  of  the  Astr.  Soc,  t.  XXXII)  : 

4836-1841 5r.a8.38,43 

1842-i848 5i  .28.38, 17 

185i-1860 5i  .28.37,92 

II  attribue  la  variation  seculaire  ainsi  constatee  a  des  changements  survenus 
dans  le  mode  d'observation ;  mais  cette  explication  ne  suffit  pas  a  rendre 
compte  de  Tensemble  des  resultats.  Lamoyenne  de  1887-1889  est  5i**28'37",96. 
Dans  son  Memoire  intitule  :  Determinazione  novella  delta  lalitudine  del  R.  Os- 
servatorio  di  Capodimonte  (1872),  Fergola  a  reuni  d'autres  exemples  de  varia- 
tions seculaires  des  latitudes  : 


o 


Washington. 
Paris 


Milan. 
Rome. 


Naples. 


1845-1846 38.53.39,9.5 

1861-1864 38,78 

Avant  482r> 48.5o.  i3,o 

1831-1854 11,2 

1811 45.27.60,7 

1871 59,19 

1807-1812 4i  .53.54,26 

1866 54,09 

1820 40. 5f .46,63 

1874 45,41 


Malheureusement,  la  plupart  de  ces  determinations  laissent  beaucoup  a  de- 
sirer  sous  le  rapport  de  Texactitude.  Ainsi  la  latitude  de  Naples,  determinee 
par  Carlo  Brioschi  en  1820,  serait  en  erreur  d'environ  i",  d'apres  la  nouvelle 
reduction  executee  par  M.  A.  Nobile  (*),  et,  une  fois  corrigee,  elle  s'accorde 
avec  la  determination  de  Fergola  (1871),  aussi  bien  qu'avec  la  recente  determi- 
nation dc  M.  Nobile  (1882).  Quant  a  la  latitude  de  Tobservatoire  de  Paris,  on  ne 
pent  pas  avoir  une  grande  confiance  dans  les  mesures  antericuresa  i82v^;on  sait 
d'ailleurs  les  difiicultes  qu'ont  toujours  rencontrees  les  astronomes  qui  ont 


(*)  Terza  determinazione  delln  latitudine. . .  di  Capodimonte.  Naples,  i883. 
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tente  de  la  determiner,  difficultes  qui  paraissent  tenir  aux  irregularites  de  la 
refraction  et  de  la  flexion  des  instruments.  Pour  s'en  faire  une  idee,  il  faut 
lire  la  Note  de  M.  A.  Gaillot  Sur  la  direction  de  la  verlicale  a  r obseivatoire  de 
Paris  (Comptes  rendus,  4  novembre  1878),  oil  sont  etudiees  les  variations  de  la 
latitude  du  cercle  mural  de  Gambey  qui  resultent  de  1077  determinations  eflec- 
tuees  de  i856a  1861.  Lamoyenne  generale  est  48°  5o' 11",  80;  les  secondes  de 
la  moyenne  annuelle  varient  irregulierement  de  ii",5  a  12", 2,  celles  de  la 
moyenne  personnelle  de  11", 4  a  i2",3;  la  moyenne  mensuelle  montre  unc  varia- 
tion bien  marquee,  qui  depend  des  saisons,  et  dont  le  maximum  (-+-0", aS) 
correspond  a  I'ete,  Ic  minimum  (—  o",25)  a  Thiver,  tandis  qu'il  n'y  a  aucunc 
trace  de  variation  diurne  de  la  latitude.  II  convient  toutefois  de  remarquer  que 
les  determinations  dont  il  s'agit  supposent  la  connaissance  des  declinaisons 
exactes  des  etoiles  observees.  Dans  une  Note  Sur  une  triple  determination  de  la 
latitude  du  cercle  de  Gambey  (Comptes  rendus,  5  novembre  1888),  M.  Perigaud 
trouve,  en  definitive,  48^5o'io",9,  en  employant  les  passages  supcricurs  et 
inferieurs  de  la  Polaire.  Il  n'en  resulte  pas  moins  que  la  latitude  do  Paris  n'est 
sans  doute  pas  encore  connue  a  o",  i  ou  o",2  pres. 

Bessel  avait  fait  lui-meme  une  tentative,  d'ailleurs  infructueuse,  pour  con- 
stater  les  variations  de  sa  latitude  par  des  observations  de  la  Polaire  com- 
binees  avec  des  lectures  d'une  mire  placec  dans  le  meridien.  La  premiere 
indication  precise  de  variations  periodiques  de  la  hauteur  du  pole  se  trouve 
dans  un  Memoire  de  Peters  (*),  oil  sont  discutes  les  resultats  de  279  ob- 
servations de  la  Polaire,  faites  par  ce  celebre  astronome  au  cercle  vertical  de 
Poulkova  en  1842  et  i843.  Peters  constate  des  variations  d'une  amplitude  de 
o",o8,  dont  la  marche  s'accorde  assez  bien  avec  la  periode  eulerienne  de  dix 
mois,  mais  il  convient  qu'il  est  difficile  de  dire  s'il  ne  s'agitpas  d'une  periode 
annuelle  en  rapport  avec  les  saisons.  Aussi  se  decide-t-il  a  continuer  ses  obser- 
vations encore  pendant  une  annee,  de  maniere  a  reunir  un  total  de  371  passages 
observes. 

Les  recherches  de  Peters  ont  ete  reprises,  vingt-sept  ans  plus  tard,  par 
M.  Magnus  Nyren  dans  ses  Memoires  sur  la  Constante  de  la  nutation  et  sur  la 
Latitude  de  Poulkova  (').  Dans  le  premier,  M.  Nyren  discute  une  serie  d'obser- 
vations  faites  par  W.  Struve  a  Tinstrument  des  passages,  etabli  dans  le  premier 
vertical.  Dans  le  second,  il  discute,  avec  le  meme  soin,  I'ensemble  des  obser- 
vations de  Peters,  faites  au  cercle  vertical  (1842-1844).  puis  celles  de  M.  Gyl- 
den  (1863-1870)  et  les  siennes  propres  (1871-1873),  faites  avec  le  meme  instru- 


(*)  ResulUite  tius  den  Beobiicluungen  des  Polars terns » . .   {Bulletin  de  rAcade'mie  des  Sciences  de 
Saint'Pe'tersdourg,  i844).  —  Recherches  sur  les  parallaxes  des  etoiles  fixes,  i853. 

(*)  Bestimmung  der  Nutations-constante  {Memoires  de  I'Jcadetnie  de  Saint-Petersdourgf  t.  XIX, 
1871).  —  Die  PoUiohe  von  Pulkowa  {Ibid.,  1873). 
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iiicnt,  cii  lout  7G2  passages  de  la  Polaire  observes  au  cercle  vertical.  Voici  les 
valours  probables  de  raniplitude  des  variations,  revelees  par  ces  observations, 
d'une  precision  exceptionnelle  : 


«i  « 


W.  Struvo 0,040  ±0,010 

Peters 0,101        0,014 

Gyld6n o,i'i5        0,017 

Nyren o,o58        o,oi5 

Pour  la  latitude  de  Poulkova,  ces  observations  donnent  : 

1843 Sq^oG. 18,73 

1866 i8,65 

1872 18, 5o 

En  1857,  Clerk  Maxwell  avail  examine,  au  ineme  point  de  vue,  les  distances 
zenithalesde  la  Polaire  observees  a  Greenwich  de  i85i  a  i854.  Plnstard,en  1880, 
M.  Downing  a  discute  les  observations  des  annees  1868-1877,  et  il  est  arrive  a 
des  resultats  se  rapprochant  beaucoup  de  ceux  de  Peters  (Monthly Notices,  t.  XL). 
Enfin,  plus  recemment,  M.  A.  Nobile,  ayant  examine  vingt  annees  d'observations 
de  Greenwich  (1862-1882),  les  a  representees  pardescourbesqui  mettenten  evi- 
dence Texistence  d'un  minimum  de  la  latitude  vers  decembre  ou  Janvier,  avec 
un  maximum  qui  correspond  aux  moisd'ete(*).Dans  le  meme  travail,  M.  Nobile 
signale  des  indices  de  variations  analogues  dans  les  observations  d'Oxford  et  de 
Washington,  de  Milan  etde  Naples,  ces  dernieres,  qu'il  a  effectuees  lui-meme, 
indiquant  I'existence  d'un  minimum  qui  tombe  au  mois  de  mai. 

Au  Congres  geodesique  de  Rome,  en  i883,  Fergola  avait  recommande  aux 
astronomes  des  observations  systematiques,  concertees  en  vue  de  decouvrir  les 
changements  periodiques  ou  seculaires  des  latitudes  geographiques. 

Les  resultats  recemment  obtenus  par  M.  L.  de  Ball  et  par  M.  Kiistner  (^), 
qui  semblent  prouver  que  la  latitude  des  observatoires  de  Poulkova,  de  Berlin 
et  de  Gotha  a  ete,  au  printemps  de  1881,  d'environ  o",  20  plus  forte  qu'en  1880 
et  1882,  ont  de  meme  attire  Tattention  sur  ce  sujet,  et  divers  observatoires 
(Berlin,  Potsdam,  Prague,  Strasbourg)  se  sont  entendus  pour  entreprendre  en 
commun  une  etude  suivie  des  petites  variations  de  la  latitude  qui  dependent 
d'un  deplacement  periodique  de  Taxe  terrestre.  On  a  choisi,  pour  ces  observa- 
tions, la  methode  de  Horrebow,  dont  s'etait  servi  M.  Kiistner  :  elle  consiste, 
commc  on  sait,  dans  la  comparaison  micrometrique  de  deux  etoiles  qui  passent 
par  le  meridien  a  peu  pres  en  meme  temps  et  a  distance  egale,  Tune  au  nord, 
Tautre  au  sud  du  zenith.  Deja,  dans  la  campagne  de  1889,  on  croit  avoir  con- 


( ')  RlcercJic  muneriche  sulla  latUudific  del  B,  Oss,  di  Capodimonte.  Parte  I,  1883;  Parte II,  1888. 
(*)  Bui  lei  in  astrononuqiie,  t.  V,  p.  54i. 


DEPLACEMEM    DE    l'aXE    DE  ROTATION.  493 

state  un  maximum  d'automne  suivi  d'une  diminution  de  o",5  ou  o",6.  Si  ce  re- 
suitat  se  confirme,  ces  recherches  fournirontdeprecieux  materiauxpourTetude 
theorique  de  la  question.  En  meme  temps,  les  observatoires  do  Poulkova,  de 
Copenhague,  d'Upsal  et  de  Lund  se  proposent  d'etudier  en  commun  les  varia- 
tions seculaires  de  la  hauteur  du  pole.  II  s'ouvre  done  la  un  vaste  champ  de 
recherches,  et  c'est  ce  qui  nous  a  engages  a  traiter  le  sujet  avec  quelque  detail. 

210.  D^placement  de  Taxe  de  rotation  dans  Fespace.  —  Dans  le  lan- 
gage  ordinaire,  en  parlant  de  I'axe  terrestre,  on  ne  fait  pas  de  distinction  entre 
Taxe  principal  OC  et  Taxe  de  rotation  instantane  01,  qui  ne  s'ecarte  que  tres 
peu  du  premier.  Mais  les  observations  des  etoiles  et  leurs  coordonnees  doivent 
etre  rapportees  plus  particulierement  a  Taxe  de  rotation,  tandis  que  la  theorie 
de  la  nutation  est  fondee  sur  la  consideration  des  axes  principaux,  qui  sont 
fixes  dans  la  Terre  et  mobiles  avec  elle,  de  sorte  que  les  rotations/?,  q  et  les 
nutations  AO,  Aj*  se  rapportent,  non  a  Taxe  instantane  01,  mais  a  Taxe  princi- 
pal OC.  Pour  trouver  le  deplacement  de  I'axe  01  dans  Tespace,  on  pent  raison- 
ner  comme  il  suit : 

Considerons,  dans  le  plan  de  Tequateur,  les  deux  droites  avec  Icsquelles  les 
axes  Ox^ ,  Oj^^  coincident  pour  (p  =  o,  a  savoir  la  ligne  des  equinoxes  et  la  pro- 
jection de  la  ligne  des  solstices  (les  directions  positives  correspondent  a  Tequi- 
noxe  du  printemps  et  au  solstice  d'ete).  Les  vitesses  de  rotation  du  spheroide 
terrestre  (ou  celles  des  axes  principaux)  autour  de  ces  droites  sont 

II  s'ensuit  que  les  cosinus  directeurs  de  I'axe  instantane  01  par  rapport  aux 
memes  droites,  ou  les  coordonnees  du  pole  I  par  rapport  a  C,  dans  le  plan  tan- 
gent a  la  sphere,  sont 

dO  .   .dd^ 

ndl  nat 

Enfin  les  composantes  de  la  nutation  du  spheroide, 

-hsin^A'^',        -hA0, 

representent  les  deplacements  du  pole  C  dans  I'espace,  ou  ses  coordonnees  par 
rapport  a  un  point  fixe  Cq,  comptees  suivant  les  memes  axes,  qu'il  sera  ici  per- 
mis  de  regardcr  comme  fixes.  II  en  resulte  que  les  coordonnees  du  pole  de  rota- 
tion I,  par  rapport  au  point  fixe  Co,  sont 

I  sui9Aa» -j-^ 

1  ^       ndt 

(0  \ 

/I  at 
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Ces  expressions  representent  done  les  composantes  de  la  nutation  de  Taxe 
instantane  01;  on  voit  qu'elles  s'obtiennent  en  ajoutant  aux  formules  ordi- 
naires  des  termes  qui  sont  excessivement  petits,  parce  qu'ils  sont  divises  par 
/I  =  21:  X  366  =  23oo,  et  qu'il  est,  pour  cette  raison,  permis  de  negliger.  Nous 
en  donnerons,  du  reste,  les  valours  numeriques.  Disons  tout  de  suite  que,  pour 
la  precession  et  la  nutation  luni-solaires  que  nous  avons  considerees  plus  baut, 
ces  petits  termes  de  correction  seraient 

-f-  sin0— ^  =10% 009  —  ©",006 cos 2 C  —  o'',oo3cos2  0  -+-  o",ooi  cosQ'  — . . . , 

fir    UL 

-7-  =12  -4-  o",  006  sin  2  C  -ho",  oo3  sin  2Q  --  o^^ooi  sin  Q '  -h 

fir  ail 

commc  le  montrent  les  expressions  (9)  du  n°  186  (p.  420). 

211.  Cycle  eiil^rien.  Nutation  diurne.  —  Ainsi  que  nous  I'avons  vu  au 
n*^  186,  la  valeur  initiale  du  petit  angle  Oq,  forme  par  Tequateur  avec  le  plan  du 
couple  resultant,  est  representee  par  une  constante  ag^  (peu  differente  de  aa) 
qui  n'est  pas  necessairement  nulle.  Ce  fait  a  pour  consequence  un  balancement 
periodique  de  Taxe  terrestre  OC,  deja  signale  par  Euler,  et  qui  se  traduit,  en  pre- 
mier lieu,  par  une  nutation  a  peu  pres  diurne,  qui  se  reconnait  facilement 
dans  les  formules  du  n°  180  :  elle  depend  de  Targument 


71  ,  C 


dont  la  periode  est 

7^  =  0-?  de  jour  sid^ral. 

Li         000 

Pour  Tetablir,  on  n'aurait  d'ailleurs  qu'a  remonter  aux  equations  d'Euler 

relatives  au  mouvement  non  trouble  (n^  174),  qui  donnent,  en  faisant  A  =  B 

et  r  =  /I  =  const., 

/  dp      C  — A 


(3) 


Les  integrales  sont 


(4) 


dq       C  — A 

-r- : —  np  =  o. 

dt  A        ^ 


I  p       .         (.  —  A     .  . 

»   11=1:  A  cos — : — /i(^-Hr), 
n  A 

-  =  X  sin  — r^  nil  -\-  r), 
n  A 


oil  X,  T  representent  les  constantes  arbitraircs.  En  faisant  usage  des  relations 

dO  .    .^'1 

--^-  =/?cos9  —  q  sm9,         ^md^  r-  jpsin^  -+-  ^0039, 
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et  prenani  (f  =  nt,  on  trouve  ensuite 

z=z  A  COS     -T-  /J/  -h  6 

ndt  V  A 

(5) 


)• 

ndt  \  A  / 

oil  la  constante  6  remplace  t.  L'integration  donne  enfin 

(6)  {  ^  ^ 

Ce  sont  les  composantes  de  la  nutation  diurne  du  spheroide  terrestre  ou  les  de- 
placements  de  Taxe  principal  OC  dans  Tespace.  On  voit  que  cet  axe  decrit  dans 
le  ciel  un  petit  cone  circulaire.  Pour  trouver  maintenantla  nutation  de  I'axe 
instantane  01,  qui  est  donne  par  les  formules  (i),  nous  n'avons  qu'a  combiner 
les  expressions  (5)  et  (6),  et  Ton  voit  que  les  composantes  sont 

c  — A.      /c       ,: 

A  cos     T  nt  ->r^ 


C 

^'^  'C-A 


X  sinf  —  n^-f-6 j. 


La  valeur  numerique  du  coefficient  ne  depasse  pas  o",ooo3,  et  il  s'ensuit  que 
la  nutation  diurne  de  I'axe  de  rotation  01  est  tout  a  fait  insensible.  Cet  axe  est 
done  a  peu  pres  immobile  dans  I'espace,  et  le  phenomene  de  la  nutation  cule- 
rienne  resulte  simplement  de  ce  que  I'axe  OC  tourne,  avec  toute  la  Terre,  autour 
de  I'axe  instantane  01. 

On  arrive  a  la  memo  conclusion  en  partant  de  cette  remarque  de  Poinsot 
(^Pricession  des  equinoxes,  p.  i4),  que  le  pole  G  du  couple  resultant  tombe  tou- 
jours  entre  les  poles  I  et  C  et  que  les  distances  IG  et  IC  sont  dans  le  rapport  de 
C  —  A  :  C,  de  sorte  que  le  pole  I  coincide  prcsque  avec  le  pole  G,  qui  est  celui 
du  plan  invariable  (il  s'agit  ici  du  mouvement  non  trouble).  C'est  aussi  ce  que 
montrent  les  formules  (7)  du  n*^  170,  qui  donnent 

sin(GOI)  =  — 77 —  — ~  ' 

Toutefois,  la  periode  de  la  nutation  diurne  etant  d'environ  5™  plus  courte  que  le 
jour  sideral,  il  en  resulte,  a  la  longue,  une  dislocation  du  systeme  et  un  deplace- 
ment  du  pole  I  a  la  surface  du  globe :  il  circule  autour  du  pole  C,  et  sa  periode  est 

d^environ  dix  mois.  Cette  periode,  qui  depend  du  rapport  -; — r-  —  3o5,  a  ete 

quelquefois  appelee  cycfe  eulerien.  On  a  tente  de  la  constater  par  Tobservation, 
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esperant  qu'elle  se  manifesterait  dans  les  variations  des  latitudes.  Mais  ces  va- 
riations sont  assez  complexes. 

Les  equations  (lo)  du  n"  186  montrcnt  que  le  lieu  du  pole  de  rotation  sur 
le  spheroide  terrestre  est  represente  par  un  epicycle,  decrit  autour  du  pole  C 
et  defini  par  les  coordonnees 

x=zXcosu  -H  X,  cos(L,  —  9),        y  =:  >v  sinu  -f-X,  sin(L,—  9), 
oil  Tangle 

A  3oD 

remplace  I'argument  designe  auparavant  par  //  (periode  :  3o5  jours  sideraux), 
tandis  que  (^  =  nt  represente  le  temps  sideral;  X  depend  de  la  constante  arbi- 
traire  g^\  X,,  L<  sont  donnes  par  les  relations  (9).  En  secondes  d'arc, 

Xi  sin Li  =  o", 009  —  o', 006  cos 2  C  —  o",  oo3  cos  2  ©  — . . . , 
Xi  cosLi  =  -h  o',oo6  sin2  C  -+-o',oo3  sin20  -+-.... 

Si  nous  supposons  Tobservateur  place  dans  le  meridien  CA  {fig.  29),  la  varia- 
tion de  sa  latitude  sera  representee  par  la  coordonnee  x,  et  nous  aurons 

(8)      x  =  Xcosu  4-  0^,009 sin(p  —  o'',oo6sin((p  -—  2  C  )  —  o',oo3sin(9 —  2©)  -f-. . . . 

Les  termes  qui  dependent  de  X,  proviennent  des  derivees  de  la  precession  et 
de  la  nutation  ordinaires;  on  les  obtiendrait  en  calculant  les  expressions 

^     .    -        sin0  rfd»  .         -  I  dO 

X,  sinL,  = -j-i         A|  cosL,  = -t-> 

n      at  n  at 

Oil  /?  =  2ir  X  366  =  23oo,  comme  nous  Tavons  deja  vu  plus  haut  (n°  210). 

Ainsi  le  mecanisme  connu  de  la  precession  et  de  la  nutation  produit  une 
faible  variation  diurne  des  latitudes,  dont  le  coefficient  X,  oscille  entre  les 
limites  o  et  o",o2,  ce  qui  donne  un  ecart  maximum  de  o",o4.  Or  les  valeurs  de  X 
trouvees  par  Peters  et  par  M.  Nyren  ne  depasscnt  guere  o",io;  il  est  a  croire 
que  les  resultats  eussent  ete  plus  ou  moins  diflerents,  s'ils  avaient  tenu  compte 
des  termes  qui  dependent  de  X|.  II  faut  dire  aussi  que  la  duree  du  cycle  eule- 
rien  n'est  fixe  que  si  Tangle  X  n'est  pas  sujet  ii  varier  sous  Tinfluence  d'actions 
geologiques;  or  le  contraire  est  assez  probable. 

L'erreur  d'une  latitude,  conclue  d'une  bauteur  meridienne,  est  toujours 

-f-  X  —  X  cos  (  TT-?  -H  6  I  -h .  .  .  , 


/  nt 
V3o5 


oil  6  represente  Tangle  u  (fig.  29)  pour  /  =  o. 

Peters  avait  trouve,  par  ses  premieres  observations,  pour  1842,0, 

X=:o",o79,        6  =  341°, 6        (mouv.  4320,8). 
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M.  Downing  a  trouve,  pour  Greenwich  et  Tepoque  [872,0, 

X  =  o"',o75,        6  =  250,0        (mouv.  429°,4)> 

ce  qui  donnerait  S=  77^1 1  pour  Poulkova  el  I'epoque  i8G8,o. 
M.  Nyren  a  obtenu  les  nombres  suivants,  pour  Poulkova  : 

X.  6. 

Observations  de  Peters,  6poque  1868,0 0,101  335,2 

»            de  Gyld6n,      »      1868,0 o,  i25  290,6 

»            deNyr^n,        »      1868,0 o,o58  85,  i 

»            de  Struve,       m      1868,0 o,o4o  24,0 

Les  valeurs  de  S  ne  s'accordent  guerc.  EUes  ont  ete  obtenues  en  prenant  pour 
le  mouvcment  annuel  de  Targument  le  nombre  428^,9,  qui  correspond  a  une 
periode  de  3o7J,4>  ct  Ton  peut  les  rendre  moins  discordantes  en  faisant  usage 
d'une  periode  plus  petite,  par  exemple  de  3o5  jours  sideraux  (mouv.  432*^,3). 
Mais  il  est  a  presumer  que  le  desaccord  est  fonde  dans  la  nature  des  choses,  le 
phenomene  n'etant  pas  aussi  simple  que  le  suppose  le  calcul. 

212.  Nutation  semi-diume.  —  Nous  avons  omis,  comme  etant  negligeables, 
les  termes  de  la  nutation  qui  dependent  du  coefficient  x'  ct  par  suite  de  la  diffe- 
rence B  —  A  des  moments  d'inertie  equatoriaux.  Si  ces  termes  etaient  sensibles, 
il  en  resulterait  une  faiblc  nutation  dont  la  periode  seraitd'un  demi-jour. 

En  rapprochant  les  expressions  de  Sy<  et  de  S'/,,  donneesparlesformules(5) 
el  (6)  du  n°  186,  on  voit  d'abord  que  S'/i  se  deduit  de  8'/,  en  y  remplagant  W| 
par  29  —  w^,  X  par  x'  et  -h  ab  par  —  a6;  ensuite,  que  les  termes  que  S'/i  ct 
B"/l  introduisent  dans  /?,  q  s'obtiennent  en  remplacjant  simplement,  dans  les 
formules(7),  -\-p  par  — p,  x  par  x'  et  -h  ab  par  — ab.  On  peut  ici  prendre 
C  ==  B,  a  =  6,  et  il  vient 

—  D  =  x'sm(?  I  (i-i-£)cos0 ^  -hsm* ^ ^=^ 

I  i—-  ao  2  ,  m 

I  I  —  ab  -{-  1  — 

(9) 


4-  7  =  x 

On  tire  de  la 


/     •     fl  F/  \  fl    COS©  .    ,0  COS(©-+- 2©)  1 

I  I  —  ab  2  .  m  I 


dO  .  /   •    fi  F/  V        /i  ^>»29         •   ,^  siri(2cp -h  2O) 

1  -7-  —  — /?coscp  4-  7  Sin 9  =  x'sin0  I  (i  -^  e)cosO ^  -hsin* —^ ^=^  -f- 

*  at  r         T       /        T  I  \  1  —  a6 .  2  ,  m 

I  I  —  ao  -h  2  — 

(10) 


.    fl^'l'  .  A    ■    n  F/  X        ^  COS 20         .   .0  cos(2qp -h  2O) 

sinO^  =     p  sin©  -f-flrcos©  — z'sinG  I  (1  -i-e)cos^ 7  -f- sin' —-^ ^=^-h. .. 

dt  I-        T       ^         ,  I  ^  ^  i  —  ab  2  ,  /n 

I  —  ab  -h  2  — 
n 


T.  -  II. 
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et  rintegratioii  donne 


cos 

20 

1 

-^ 

I  -h 

,0 

2 

cos  (  9.  9 

I  —  ab 

+  2O) 

I  — 

ab 

m 

-h  2  — 

—  AO--:— sin^l  (i-h£)cos0 

sin  ■" 

sin^A^iy-    -sin0|  (i-i-£)cos0- ,h ' 

2/1  I  I  —  ab  ni  ,  tn 

I  -{ I  —  ab  \-i  — 

//  n 


oil  9  rcpresente  le  temps  sideral. 
Les  ternies  en  x  donneraient 


.  ^  (tit      X   .   -  r, 

;inO    -^      .  -  sm0  I  (i 
/i  a/        n  I 


•     r    -r  '-      •     /i  I   /  V  r,         ^  •     «^  cos  2  0 

sin  7    -^,      .  -  sm  0  I  ( I  -t-  £ )  cos Q ,  -t-  sin* ^^ h 

■-J'-  ■  ^  '  I  -I-  ab  2  ,  m 

I  4-  at>  -h  2  — 
a 


D'apres  la  definition  de  x',  nous  avous  d'autre  part  (p.  4o6) 


--  — Q    -      — .-— -— o%ii8 — -— 


et 

'  -  ^- ^ ^ 

"^  ~C  -A  2' 

Si  Ton  neglige  des  fractions  de  I'ordre  de  ab  =  ^-^j  il  est  visible  que  les  coeffi- 
cients numeriques  des  expressions  (11)  de  la  nutation  semi-diurne  se  dedui- 
sent,  avec  une  approximation  suffisante,  de  ceux  de  Texpression 

H-A  sin 9  ^   _  JL  B  — A    dl^ 
C  —  A     4     /*  flf^       I  o  C  —  K  ndt 

e'est-a-dire  qu'on  les  obtient  en  multipliant  par  —  f"zrr  '^^  coefficients  de  la 
derivee  de  la  precession  et  nutation  ordinaire,  prise  par  rapport  a  ni.  II  suffirait 
aussi  de  multiplier  par  7  tt-zti  '^^  coefficients  de  Texpression  de  O^,  donnee  par 
la  formule  (11)  du  n°  186  (p.  4^0'  ^^  trouverait  ainsi 

1  A^*— ^v      .  [o",oo22  COS29  —  o'',ooi5  cos(29  —  2  (C  )  —  o",ooo7  cos(29   -2  0)4-...] 

(12)      ' 

sini)  A'l  --  7.~     -r-  [<>",o<>22  sin29  —  o'',ooi5  sin(29  --  2  C  )   -  o*,ooo7  sin(29  —  2O)  -^  •  •  •]• 
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II  ne  faut  pas  oublier  que  ces  nutations  se  rapportent  a  Taxe  OC;  coUes  dc 
I'axe  (le  rotation  01,  qu'on  obtient  par  les  formules  (i),  en  combinant  (lo) 
et  (ii),  ont  les  memes  coefficients  numeriques,  mais  a^^ec  des  signes  contraires, 

parce  que  —  est  remplace  par ;  il  faut  done  ecrire  -+- AO,  —  Aj'  a  la  place 

de  — AO,  -^l']f  pour  obtenir  les  nutations  du  pole  celeste  I. 

L'angle  dont  le  pole  de  rotation  de  la  Terre  peut  s'ecarter  du  pole  C  de  Tequa- 

teur  par  I'effet  de  la  nutation  semi-diurne  a  pour  mesure  ^^-^-3^,  of  nous  avons 

—  —1=  p J- [0^,0044  sin(p  —  o^'jOoSo  sin(9  —  2  C  )  —   •  •]> 

~  —  p T- [0^,0044  cos  9  —  o'',oo3ocos((p—  2(C)  —  ...]. 

On  voit  par  la  que,  meme  en  supposant  que  B  —  A  egale  C  —  A,  cet  angle  ne 
pourrait  depasser  o",oi,  ou  la  variation  des  latitudes,  due  a  cette  cause,  o",o2. 

Mais  nous  savons,  par  la  Geodesic,  que  le  rapport  ..  ^  .  est  petit.  II  est  done  a 

peu  pres  certain  que  les  termes  de  la  nutation  qui  dependent  de  x',  et  dont  la 
periode  est  d'un  demi-jour,  a  cause  de  Targunrient  29,  sont  insensibles  pour 
nos  moyens  d'observation  actuels;  c'est  avec  raison  qu'on  les  neglige  habituel- 
lement. 

Nous  devons  enfin  rappeler  les  termes  a  courte  periode  qui  existent  dans  I'ex- 
pression  de  Tangle  de  rotation  de  la  Terre  et  qui  sont  donnes  par  la  formule  (20) 
du  n"*  188  (p.  426).  Ces  termes  ont  pour  valeur  (en  secondes  de  temps), 

g \ 

H-  p  _  L  [o%oooo3  sin 2 9  4-0% 000 12  sin (2 9  —  20)4-  0% 00026  sin (29  —  2(C)  -+-•    •]> 

et  il  est  visible  que  Tinegalite  qui  en  resulte  dans  la  mesure  du  temps  ne  peut 
depasser 

B-A 

,-    — .  o*,oooo 
{.J  —  A 

en  six  heures.  II  n'y  a  done  pas  lieu  de  s'en  preoccupor. 
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CHAPITRE  XXX. 


MOUVEMENT  I)E  ROTATION  DUN  CORPS  DE  FORME  VARIABLE. 


213.  Formules  relatives  au  mouvement  de  rotation  d'un  syst^me  de 
forme  variable.  —  Les  equations  differentielles  du  mouvement  de  rotation 
d'un  systeme  quelconque  de  corps  ont  ete  donnees  par  Lagrange,  dans  les  frag- 
ments posthumes  qui  composent  la  Note  II,  ajoutee  a  la  fin  du  second  Volume 
de  la  Mecanique  analylique  (i8i5).  On  les  y  trouve  etablies  de  plusieurs  ma- 
nieres,  et  elles  ne  different  que  par  les  notations  des  formules  que  M.  Liouville 
a  publiees  en  1857  (•). 

Ces  formules  ne  sont  autre  chose  que  les  equations  du  principe  des  aires, 
transformees  par  Tintroductiond'axes  mobiles.  Rapportees  a  des  axes  fixes,  ces 
equations  s'ecrivent  comme  il  suit  : 


(I) 


Les  seconds  membres,  que  i'on  designe  habituellement  par  L,  M,  N,  repre- 
sentent  les  sommes  des  moments  des  forces  exterieures  par  rapport  aux  axes 
fixes,  ou  les  projections  de  leur  moment  resultant  sur  ces  axes,  landis  que  les 
premiers  membres  representent  les  projections  du  moment  resultant  des  forces 
acceleratrices. 


(1)  Additions  a  la  Connaissance  des  Temps  pour  iSSq.  —  Journal  de  Math^matiques  pures  et 
appliqu^es,  2*  serie,  t.  Ill;  i858.  —  Foir  aussi  Bulletin  astronomique,  I.  VII,  p.  63. 
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En  designant  par/,  g,  h  les  moments  de  rotation  (moments  des  quantitcs  de 
mouvement,  sommes  des  aires) 

j>      V^       Ydz  —  zdv  v^      zdx  —  X  dz  ,  ,        v^      xdv  —  rt/.r 

f^z,'""^  dt     '    ^=2'" — di —     ''=!'"— ^itt — ' 

les  equations  (I)  pronnent  la  forme 

m  fr<-      §-«■      §-'••• 

et  elles  conduisent  au  principe  de  la  comervation  des  aires  (/  =  const., 
g  =  const.,  h  =  const.),  si  L,  M,  N  s'annulent. 

L'origine  des  coordonnees  ^c,  j,  z  est  un  point  fixe  du  systeme,  ou  son  centre 
de  gravite,  s'il  est  entierement  libre.  On  suppose  que  les  liaisons  qui  existent 
entre  les  points  du  systeme  n'empechent  pas  une  rotation  d'ensemble  autour 
d'un  axe  quelconque;  mais  les  equations  de  condition  qui  expriment  ces  liai- 
sons peuvent  renfermer  le  temps  t  explicitement.  Ainsi,  les  equations  generales 
du  principe  des  aires  ont  lieu  dans  le  mouvement  d'un  corps  variable,  autour 
de  son  centre  de  gravite. 

Reprenons  maintenant  les  formules  du  n°  168, 

X  ^r.  a  x^'\-  b  y^-^  c  z^, 

(i)  {  y  —  a'x^-^b'y^-\-c'z,, 

Xy=^  a  X  -^  o'  y  -\-  a"  z^ 
(2)  I  y,~bx  -^b'  y-\-b"y, 

(  5t  —  c  .r  -he'  /  -^-c" z, 

qui  servent  a  passer  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles  0^?^,  Oy^,  Os,,  lies  au  sys- 
teme en  mouvement.  On  sait  que  ces  formules  de  transformation,  d'une  nature 
essentiellement  geometrique,  ne  s'appliquent  pas  seulement  aux  coordonnees, 
mais  encore  aux  projections  des  vitesses  et  des  accelerations,  aux  moments  de 
rotation,  aux  composantes  et  aux  moments  des  forces,  aux  composantes  des 
rotations,  etc.  Ainsi,  en  designant  par  m,  i^,  w\  m^,  ^,,  kv^  les  projections  d'une 
vitesse  sur  les  axes  fixes  et  les  axes  mobiles,  par  U,  V,  \V;  U^,  V,,  W,  les  pro- 
jections analogues  d'une  acceleration,  on  aura 

u  =  au^  -f-  bvi  -h  cwxj  .  .  . , 


*    • 


et  reciproquement 


ill  r=zau  -\-  a^  V  -H  a"  w^ 
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Les  ineines  transformations  geometriques  etant  appliquees  aux  moments  des 
forces,  on  voit  immediatement  que  les  equations  (I)  pourront  se  mettre  sous  la 
forme  suivante,  qui  est  Tune  de  eelles  adoptees  par  Lagrange  : 

(III)  {  }^m{z,{],  -  x,W,)  --.^  }^miz,\,~  a:,!,)  r^Mu 

2]/?2(^iV,  — j,U,)  —  ^/^K-^^iV,— /,Xi)  — N,. 

Soient  encore  p,  q,  r  les  rotations  des  axes  mobiles  autour  des  droites  fixes 
qui  marquent  les  positions  instantanees  de  ces  axes;  elles  sont  definies  par  les 
formules 

pdl  —  cdb-^-  c'db'  -\-  c^db", 
qdt^rzadc  -^  a' dd  H-  a!' dc"  y 
V  dt  z=bda-{-  b'da'  4-  b' da\ 


et  les  relations  (2),  etant  differentiees,  donnent 

dx% 

dVx 
(3)  {  c^,  — --^  .^^rx^—pzu 


et,  par  analogic, 


^^--j[  -^-/'Ji-^-^i. 


IT  ^"1 

Ui  — -^  4-^«',— rr„ 


/  -.r  d^\ 

(4)  lyx  ~-jj^  -^  ru.—pw^, 

Ces  expressions  etant  substituees  dans  les  equations  (HI),  les  premiers 
membres  ne  renferment  plus  que  les  coordonnees  07^,^,,  5,,  et  les  rotations/?,  y, 
r,  Mais  on  pent  aussi  arriver  a  ce  resultat  d'une  maniere  plus  directe.  En  effet, 
soient/,  g,  fi\f^,  g^,  h^  les  moments  de  rotation,  rapportes  tour  a  tour  aux 
axes  fixes  et  aux  axes  mobiles. 


on  aura  encore 


MOUVEMENT   DE   ROTATION    d'uN    CORPS    DE   FORME    VARIABLE.  5o3 

Or,  de  meme  que  w,  r,  w  sont  lesderivees  dex.y,  z,  et  U,  V,W  ccUes  de  u,  v, 
w,  tandis  que  u^.v^y  w^  et  U<,  V<,  W^  representent  des  projections  d'une  resul- 
tante  sur  les  axes  mobiles;  de  meme  Ics  moments  des  forces  accelcratrices  qui 
forment  les  premiers  membres  des  equations  (I)  sont  les  derivees  de /,  g^  //, 
tandis  que  les  premiers  membres  des  equations  (III)  representent  les  projec- 
tions du  moment  resultant  sur  les  axes  mobiles;  et  Tanalogic  des  relations  (3) 
et  (4)  montre  que  ces  projections  peuvent  s'ecrire 

On  obtient  ainsi  cette  autre  forme  des  equations  du  principe  des  aires 


(IV) 


dt 

-^qhi 

-  >■s^  - 

-L„ 

dgx 
dt 

+  '/. 

phi- 

-M., 

dhy 

-4-  no . 

nf.  - 

-  N.. 

dt 


Les  moments  de  rotation/,,  ^,,  /t,  sont  d'ailleurs,  ainsi  quo  le  fait  rcmar- 
quer  Lagi-ange,  les  derivees  partielles  dc  la  force  vive,  prises  par  rapport 
a/>,  q,  r, 

.      d'l  <JT  ,  _   rfT 

''"W         °'^a?'  '''^Tr' 

en  faisant 

et  supposant  u,,  Vy,  w^  remplacees  par  les  expressions  (3).  Les  equations  (IV) 
peuvent  done  aussi  s'ecrire 

d  ffl        d'l        d1  _ . 
dt  'd^  ^ '' d?  ~ '' 1^  ~    " 

/vx  ,  rf  dT         dT         dl      „ 

(^)  '^dtTq-'-'Tp-i'Tr=^^^ 

d  d1         r)T  dl      „ 

et  c'est  sous  cette  forme  que  Lagrange  les  avait  deja  etablies  anterieurement, 
en  considerant  le  mouvementde  rotation  d'un  corps  solide.  Dans  ce  casparti- 
culier  d'un  systeme  de  forme  invariable,  les  equations  (V)  se  deduisent  aussi 
aisement  du  principe d'llamilton,  comme  Ta  montre  Kirchhoff  (J/ec-Aa/i/^,  p.  62); 
mais  sa  demonstration  ne  s'elend  pas  au  cas  general. 
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Soient  mainlenant  A,  B,  C  les  moments  d'incrtie;  D,  E,  F  \es produits dUnerlie 
du  systeme, 

cnfin  y/,  g\,  h\  les  moments  relatifs^  c'est-a-dire  les  moments  des  quantites  de 
mouvement  relatif  ou  les  sommes  des  aires  relatives 

{^)  A^Z"'- — di '  o.=2'« dt '   ^^=2^'"— It 

En  remontant  a  la  definition  des  moments  de  rotation /^,  g^,  h^, 

on  trouve 

(6)  «.,=:^;-F/>-4-B.7-D/-, 

Ces  expressions  etant  substituees  dans  les  equations  (IV),  les  premiers 
membres  nc  renferment  plus  que  les  rotations/?,  7,  ret  les  coordonneesar^,  y^, 
^4,  relatives  aux  axes  mobiles. 

Les  equations  (II)  donnent  ensuite 

(VI)  /=  fLdt-hf^,         g=:  Cmdt-hgor        h—CNdt-hho, 

et  Ton  a 

Avant  d*appliquer  ces  formules  a  un  probleme  donne,  il  faut  defmir  les  axes 
mobiles  dont  on  veut  faire  usage. 

214.  Choiz  des  axes  mobiles.  —  Le  mouvement  des  axes  mobiles  (axes 
de  reference)  Oj:<,  Ov,,  0^^  dans  I'espace  est  caracterise  par  leurs  rotations/?, 
q,  r  autour  des  droites  fixes  qui  marquent  leurs  positions  instantanees.  Leur 
relation  avec  le  systeme  materiel  en  mouvement  pent  se  concevoir  de  diverses 
manieres. 

Systemes  rigides.  —  S'il  s'agit  d*un  systeme  rigide,  le  plus  simple  est  evidem- 
ment  de  les  supposcr  fixes  dans  le  systeme  et  entraines  par  lui,  car  les  coor- 
donnees^,,  j^,  s,,  et,  par  suite.  A,  B,  C,  ...  sont  alors  des  constantes,  et  les 
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moments  relatifsy^,  g\^  h\  s'annulent.  En  choisissant  pour  axes  de  reference 
les  axes  principaux,  on  a  D  =  E  ==  F  —  o,  ct  simplement 

Mais  il  n'est  point  indispensable  de  prendre  pour  axes  de  reference  des  axes 
solidaires  du  systeme  :  on  pent  les  concevoir  independants,  de  sorte  que  les 
coordonnees  ar,,y^,  r,  cessent  d'etre  constanles.  Nous  donnerons  plus  loin  un 
exemple  de  cette  combinaison.  Dans  ce  cas,  soient  gt,  y,  p  les  rotations  du 
corps  (')  autour  des  axes  de  reference;  ces  rotations  produiront  les  vitesses 
d'entrainement 

et  les  moments  de  rotation  doviendront 

.   /,   :.:         ACJ  — Fx      -Ep, 

(7)  •  /^i-    -FcT  hHx      I>p, 

f  A,—  _-Enj  — Dx^-Cp. 

Si  les  axes  de  reference  sont  solidaires  du  systeme,  on  a/)  =  gt,  ^  ^y,  r  =  p, 
et  Ton  retrouve  les  formules  (G),  puisque/,',  ^|,  h[  s'annulent  ici. 

Systeme  loanable,  notation  moyenne.  -  Lc  choix  des  axes  est  une  affaire  plus 
delicate  lorsqu'il  s'agit  d'un  systeme  de  forme  variable,  car  alors  les  coor- 
donnees  cc^,y^,  z^  ne  sont  plus,  en  general,  des  constantes.  Gependant  on  pour- 
rait  encore,  si  le  systeme  possede  une  partie  invariable  (une  charpcnte  rigide), 
y  relier  les  axes  de  reference.  . 

En  prenant  pour  ces  axes  les  axes  principaux  du  systeme  variable,  definis  par 
les  equations  de  condition 

1)  z^  E  ^  F  -rr  O, 

on  a 

'  /i,  -/i;-f-C/-, 

et  la  presence  des  moments  relafifs//,  g\,  li\  dans  ces  expressions  ne  laisse  pas 
d'etre  genante.  M.  Gylden,  dans  un  travail  dont  il  sera  question  plus  loin  (^),  a 


( »)  On  cellos  d'axes  solidaires  quelconqnos  ();,  Or^,  OJ,  qu'on  est  librc  de  faire  coincider  momon- 
landment  avec  les  axes  de  reference. 

I  *  )  Hcchcrchex  sur  la  rotation  dc  la  'J errc  ( 1 87 1 ). 

T.  —  II.  64 
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pris  le  parti  de  definir  ses  axes  de  reference  par  les  conditions 

(9)  .  A-    g\-    h\-.o. 

II  faut,  toutefois,  faire  observer  que  les  relations  (())  determinent  seulement 
les  rotations  des  trois  axes,  sans  fixer  leur  position  instantanee.  En  q^qX,  pre- 
nons-les  arbitrairement  a  un  moment  quelconqiie;  les  coordonnees  j?,,  v,,  5,, 
et  les  vitesses  //<,  c,,  ir,  de  tons  les  points  etant  des  lors  donnees,  les  moments 
de  rotation/,,  g^.  A,  le  sont  aussi;  ot,  en  faisant/,Vr  o^'^  —  A^  -  o,  les  rela- 
tions (6),  qui  deviennent 

i/i  A/?  -F7  — E/-, 

(10)  )  g,  zz.:-F/>-+-B7-l)/-, 

\  hy  =:  —  Ep  —  D^  h  Cr, 

determinent/?,  7,  r  en  fonctions  des  coordonnees  et  des  vitesses.  Ainsi  la 
direction  des  axes  mobiles  reste  arbitraire;  mais  leur  rotation  se  trouve,  a 
chaque  instant,  determinee  par  les  conditions  (9),  que  nous  pouvons  inter- 
preter en  disant  qu'elles  expriment  Vabsence  de  courants.  En  effet,  les  sommes 

^  m{x^  dy^  — J,  rfi'i),  . . .  etant  nuUes,  la  rotation  du  systeme  a  lieu  de  maniere 

qu'il  n'existe  pas  de  courants  par  rapport  aux  axes  mobiles,  ou,  si  Ton  veut,  de 
maniere  que  les  courants  se  compensent,  se  detruisent.  La  rotation  ainsi  definie 
represente  done,  en  quelque  sorte,  la  rotation  moyenne  du  systeme  variable. 
EUe  devient  la  rotation  actuelle  dans  le  cas  d'un  systeme  rigide,  si  Ton  suppose 
les  axes  mobiles  solidaires  du  systeme,  sans  d'ailleurs  indiquer  autrement  leur 
position. 

Pour  fixer  les  idees,  nous  appellerons  axes  moyens  les  axes  definis  par  les  con- 
ditions (9),  qui,  au  fond,  ne  determinent  que  la  direction  de  Taxe  de  rotation 
moyen  du  systeme,  sans  preciser  la  position  des  axes  mobiles  (tout  comme  les 
conditions  dx^=:  dy^=^  dz^—.  o  definissent  les  axes  solidaires  d'un  systeme 
rigide,  sans  fixer  leur  situation).  Si  Ton  veut  employer  les  axes  moyens  comme 
axes  de  reference,  il  faut  leur  assigner  une  position  initiale  determinee,  en  les 
faisant,  par  exemple,  coineider  avec  les  axes  principaux  pour  /  =  o.  Les  rota- 
tions/?, 7,  ren  determinent  alors  les  positions  successives. 

Les  rotations  />,  7,  r  des  axes  de  reference  0^,,  Oj,,  0:?,,  autour  de  leurs 
positions  instantanees,  caracterisent  le  mouvement  de  ces  axes  et  suffisent  a 
determiner  celui  du  systeme.  Mais  on  pent  aussi,  comme  dans  le  cas  particulier 
d'un  systeme  rigide,  introduire  les  rotations  cy,  y ,  p  d'axes  05,  Oyj,  0^,  plus  ou 
moins  lies  au  systeme,  autour  des  axes  de  reference.  Les  vitesses  totales,  sui- 
vant  Oj?|,  Oy^,  Os^,  sont  alors 


MOUVEMENT    1)E    ROTATION    d'iiN    CORPS    DE    FORME   VARIABLE.  DO'] 

en  designant  par  u'^  la  projection  sur  Oo?,  do  la  vitessc  relative  qui  resulte  des 
deplacements  rf$,  rfyj,  dX,.  Les  moments  de  rotation  deviennent 

.  A-.^f;  -f-AiiT-Fx-Ep, 

(II)  ^j:_::fr;„FGy-r-Bx  —  Dp, 

f  /i,:^h;^— EcT-Dx-i  Cp, 

ou  f,\  g,',  hj  sont  les  projections  sur  Cr,,  Oj^,  Os,  du  moment  rclatif  resultant 
qui  correspond  a  rf^,  dr\y  dX,.  Ces  quantites  s'annulent  si  OH,  Oy],  0^  sont  des 
axes  moyens.  Si  nous  prenons,  en  meme  temps,  pour  axes  de  reference  les  axes 
principaux,  nous  aurons  simplement 

en  designant  par  x^  ifc,  G  les  moments  d'inertie  principaux.  Ces  formules,  qui 
donnentGT,  y,  p  en  fonctions  des  coordonnees  et  des  vitesses,  determinent  les 
rotations  des  axes  moyens  autour  des  axes  principaux.  Elles  se  ramenent,  par 
les  formules  de  la  page  4^3,  aux  relations  (lo),  qui  donnent  les  rotations  des 
axes  moyens  autour  de  leurs  positions  instantanees. 

Le  mouvement  de  rotation  des  axes  moyens  est  done  completement  deter- 
mine; mais  on  pent  faire  abstraction  de  leur  direction,  comme  nous  I'avons 
explique  plus  haut,  et  n'envisager  cr,  y,  p  que  comme  les  rotations  moyennes 
du  systeme  autour  des  axes  de  reference,  qui  sont  ici  les  axes  principaux. 
Elles  determinent,  a  chaque  instant,  I'axe  de  rotation  moyen  et  la  vitesse 

moyenne  v^gt'' -f- x,"* -f- p"*  autour  de  cet  axe,  tandis  que  les  rotations  /?,  q,  r, 
determinent  le  deplacement  des  axes  principaux.  Les  differences  cy  — /;,  y -—  y, 
^  —  r  mesurent  Tavance  de  la  rotation  moyenne  sur  la  rotation  des  axes  princi- 
paux. Comme  la  situation  des  axes  moyens  est  arbitraire,  rien  n'empeche  de  les 
faire  coincider  avec  les  axes  principaux  au  commencement  de  chaque  element 
de  temps  fl?/,  pendant  lequel  ils  s'en  ecartent  de  quantites  angulaires  egales  a 
(w-f))dt,  (y^^q)dl,  (p  —  r)dt. 

En  designant  par  t:,  . . .  les  rotations  moyennes  autour  des  axes  fixes  OX,  OY, 
OZ,  on  aurait  encore  (a,  b,  Cy  . . . ,  etant  Ics  cosinus  djrecteurs  des  axes  de  refe- 
rence) 

(i3)  TT  1:1:  acj -I- 6^ -hcp, 

et  les  moments  de  rotation/,  g^  A,  relatifs  aux  axes  fixes,  deviendraient 

(I4)  /"_:  ailoatJ  4- l>J>6x  -i-  Sep, 

OU  bien 

^  (l5)  /=  JUtH-  (l»b  —  ^\o)6X-t-  (©  —  e<l»)Cp,  
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Enfin,  les  equations  differentielles  (IV)  prennent  cetle  forme  Ires  simple 

c/(c'VoGt) 


dt 


ilhy/-    h  3p7  —  L,, 


(i6)  ;  ^  K^'^yj  ^^pp    ^,i,njr  -Mn 

■     .         — -IflCrr/   ;- 111)//?       IS,, 

(lont  nous  ferons  usage  plus  lard. 

Ces  formules  supposent  que  les  axes  de  reference  sont  les  axes  principaux; 
mais,  dans  le  cas  general,  on  peut  aussi  transformer  les  expressions  (G)  de/«, 
g^^  A,  par  rintroduclion  des  moments  d'inertie  principaux  x,  iJb,  G.  Soient  a, 
p,  y,  ...  les  cosinus  de  reference  des  axes  principaux,  on  aura  (p.  4^3) 

i         A:-      a'^  A.-f-    jSMll, -I-    y2  3^ 

(17 )  —  F  ^-  aa'  .\o  -i-  (3(3'  \\\y  n   yy'  S, 

'  -  -Ei    aa''-.Ao-f-(3;3'Ml)H->//'a, 
et 

/?!  z"  (xp  -\-  od q  H-  a"/*,  .  . . , 

/?,,  ^i,  r,  etant  les  rotations  des  axes  de  reference  autour  des  axes  principaux; 
d'oii  enfin 

i/i=/i^-«  .V,-^-(3  Ub^i-i-y  3/-,, 

(18)  ^i~^'i-f-«'^Vi+P'^'^7i-^-y'^'-i> 

f  Ai=zA;-ha'M/?i4-(3''ail)^,-+-/ar,. 

Quant  aux  moments  de  rotation/,  g.  A,  qui  se  rapportent  aux  axes  fixes,  les 
formules  (6)  donnent 

(19)  f—V~\{aS.  —  b¥-~c^)p\   (6B- cD  — «F)(7H   (cC  -    aE  —  61))  r, 

en  designant  par  f,  g',  h'  les  projections  du  moment  relatif  resultant  sur  les 
axes  fixes,  pour  lesquelles  on  a 

et  qui  s'annulent  si  les  axes  de  reference  sont  les  axes  moyens. 

Les  formules  (18)  donnent,  d'autre  part,  en  designant  par  a,  b,  c,  ...  les 
cosinus  directeurs  des  axes  principaux  (de  sorte  que  a  ^  aa  -+-  6a'-}  col'\  . . .), 

[  /—  f  -h  a  'A>/>,  -f-  b  \H>7,  H-  c  3/-,, 

(20)  <  g-  g'H- a'4.7j,-f- ly  \il></t>+- c'Ctj, 

(  It  ■--  W -+-  a"  .\.pi  -\-  ]f  III) 7,  --h  c''  8 /-i . 

Soient  enfin  p,  q,  r  les  rotations  des  axes  de  reference  autour  des  axes  fixes; 

on  aura 

p  —  a/>i  H-  hqi  -t-  c/'i,        . . . , 
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et  les  formulos  (20)  pourront  s'ecrire 

(21)  <  /i,'— g'—'^^q  ^-  l^'''  —  ^.l))b'7i4-  (C  — Jlo)  c'/-,, 

(  ^  _  h'li^  Jl,  r  -i-  (\»l)  —  clO  b^Vi-4-  (a  —  .l>)  c"r,. 

Ces  formulos  coincident  avec  (ij)  quund  les  axes  dc  reference  sont  Ics  axes 
moyens. 

215.  Cas  particuliers.  -  Le  probleme  dont  les  equations  differentielles(IV) 
sont  I'expression  n'est  completement  determine  que  si  les  coordonnees  x^,  y^ 
z^  sont  donnees^  de  meme  que  les  forces  exterieures  qui  sollicitent  le  sysleme. 
Ainsi,  dans  le  cas  de  la  Terre,  il  faut  faire  une  hypothese  queleonque  sur  les 
deplacements,  dus  a  des  phenomenes  geologiques  ou  mcteorologiques,  qui  font 
varier  les  coordonnees  x^.y^y  z^  de  ses  divers  points  :  ce  n'est  qu'a  cette  condi- 
tion qu*on  pent  songer  a  integrer  les  equations  (IV). 

Sysleme  invariable,  -  Dans  le  cas  d'un  sysleme  de  forme  invariable,  par 
exemple  d'un  corps  rigide,  si  nous  prenons  pour  axes  de  reference  les  axes 
principaux,  nous  avons  simplement/,  —  A/?,  . . .  (  n°  214),  et  nous  retrouvons 
les  equations  d'Euler  (n^  171) 


Si  les  axes  de  reference  ne  sont  pas  solidaires  du  systeme  (comme  le  sont 
les  axes  principaux),  les  moments  de  rotation /^,  ^,,  A,,  qui  figurent  dans  les 
equations  (IV),  s'expriment  par  les  formules  (7),  ou  les  quanlites  A,  B,  C  ne 
sontplus,  en  general,  des  constantes.  Elles  le  seraient  cependant  encore,  dans 
le  cas  de  X  —  B,  en  prenant  pour  I'axe  0^^  Taxe  principal  OG,  puisque,  dans  ce 
cas,  les  moments  d'inertie  sont  les  memes  pour  tous  les  axes  perpendiculaires 
a  OC.  On  aurait,  en  meme  temps,  le  plan  des  x^y^  etant  fixe  dans  le  corps, 

puis 

et  les  equations  (IV)  pourraient  s'ecrire 

c  * 
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r  etant  ici  la  vitesse  angulaire  d'axes  mobiles  dans  le  plan  de  Tequateur  de 
rellipsoide  central,  tandis  que  p  est  la  vitesse  de  rotation  du  corps  solids  autour 
de  Taxe  polaire  OC.  C'esl  sou§  cette  forme  que  Ics  equations  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  sont  presentees  par  M.  Routh  {Rigid  Dynamics,  t.  II, 
p.  273).  Elle  se  prete  surtout  a  une  premiere  approximation. 

On  aurait  d'abord  N,  =  6,  p  —  const.  =  n.  En  faisant  passer  le  plan  des 
x^  z^  par  le  centre  de  I'astre  troublant  (Soleil  ou  Lune),  on  aurait  encore  L^  =  o ; 
la  vitesse  rserait  assez  petite  pour  que  Ton  put  negliger  les  produits  pr,  qr,  et, 
en  ecrivant  M  pour  M<,  les  equations  (22)  se  reduiraient  aux  suivantes 


(23) 


A^M-C«^::.0, 


d'oii  Ton  tire,  en  eliminanty, 


A»    d^p  M 

/i*C*  dt^       ^  /iC 

Les  formules  (i5)  du  n°  172  montrent  que  M  depend  de  ^^X,^  ou  de  sin2S 
(S  etant  la  declinaison  de  I'astre),  de  sorte  que  M  varie  assez  lentement;  on  pent 
done  faire  M  =  const.,  et 

M        3  m«  C  -  A  .      .         .      . 

»  r= 7-  =: -; — Sin2  0  — XSm2  0,  ^  =  0, 

S  etant  la  declinaison  etm  le  moyen  mouvement  du  Soleil.  La  Lune  donnerait 
un  terme  analogue. 

On  voit,  en  somme,  que  Taction  de  I'astre  troublant  consisle  a  devierl'axe 
polaire  OC  dans  un  sens  perpendiculaire  au  plan  qui  contient  cet  astre. 

Dans  une  certaine  mesure,  la  solution  tient  compte  de  la  variabilite  de  M, 
car,  en  prenant  M  =-  Mo-^-  Hsin/w/,  on  aurait  trouve 

_       Mo         /iCHsinm^  _  mAHcosm^ 

OU  bien  /?  = p>  y  =  o,  en  negligeant  -^  et  le  produit  y  H. 

Si  nous  prenions  pour  I'un  des  axes  mobiles  I'intersection  de  I'equateur  et 
de  I'orbite  de  Tastrc  troublant,  la  vitesse  angulaire  r  serait  encore  plus  petite 
que  dans  le  cas  precedent,  et,  en  negligeant  toujours  les  produits  pr,  qr,  les 
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\ 


equations  (22)  deviendraient 

(24)  {        ^ 

A  -^  —  Cnp  —  M^; 

en  meme  temps,  on  aurait 


en  faisant  9-^0  dans  le^elations  (3)  du  n^  170.  En  supposant  que  Torbite  de 

Tastre  est  Tecliptique,  et  designant  par  a  I'ascension  droite,  on  aurait  (pour  le 

Soleil) 

sin  dr."  sin  0  sin©,        cosdsina  ==  cos  0  sin©,        cos  d  cos  a  --  cos©, 

et,  par  suite, 

3 
Lj -"      M  sina=  h -/n*(C  —  A)sin0cos0(i  ~  cosa©), 

*  3 

Ml—  -Mcosa— m*(C  — A)  sin0sin2©. 

En   considerant  ces  quantites  comme  approximativement  constantes,   les 
equations  (2^1)  donnent 

Mt  _        L, 


ou  bien 


P^-irc'         ^"^nC' 


de  3  m»  C  ~  A   .    .   .      ^ 

— ., —  sin  0  sin  2©, 


dl  1    n        C 

(25)  / 

•  ddf  3  /n»  C-A        .,  ^, 

-~—-\ ,-,    -  COS0(l  — C0S2©). 

dt  2    /I        L 

On  s'assure  aisement  que  cette  solution  est  encore  tres  approchee,  si  L,,  M, 
sont  rcgardes  comme  variables. 

L'integration  donne  enfin,  pour  la  precession  et  la  nutation  solaires, 

.^       3/?iC  —  A.^  -^ 

M  -    r ;,— sinycos2©, 

L\   n        L 

(26) 


J.,        3mC  —  A        «/^       I.      ^\ 


Les  equations  (24)  montrent  d'ailleurs  que  les  expressions  des  rotations  /?,  q 
peuvent  contenir  les  termes  complementaires 


a  cos  l-^nt-hSj,         a  sin  {-t^^-^'^jj 


dont  il  a  ete  question  au  n*^  2H. 
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Systeme  loanable.  Axes  principaux,  —  Si  nous  considerons  le  mouvement  de 
rotation  d'un  systeme  de  forme  variable,  il  faut,  avant  tout,  definir  les  axes 
mobiles  dont  il  sera  fait  usage. 

On  peut,  par  exemple,  prendre  pour  ces  axes  les  axes  principaux  d'inertie, 
definis  par  les  relations  I)  -:  K  =  F  ~  o. 

M.  Liouville,  dans  le  Memoirc  deja  cite,  etudie  le  cas  d'un  corps  solide  qui  se 
deforme  en  restant  constammcnt  symetriquc  par  rapport  a  ses  plans  principaux, 
de  sorte  qu*on  a  aussi  f[  ~  g^  —  h\  —  o. 

En  faisant  abstraction  des  forces  exterieures,  les  equations  (IV)  deviennent 

/   d{Kp)       .„       ^ 
"dl       +(G-~B)r/r^o, 

(27)  <;  —^ -+-(A-C)r/?--=^o, 

d^^^^r)        ._        .. 

La  force  vive  a  ici  pour  expression 

rr.       A    *      T>    »       r.   •      V       dx\-^dy\-v-  dz\ 

2T  :::=  A/>*  -+-  B<7*  -H  C  /•*  -1-^  m  ? -^^ -i  , 

et  elle  n'est  pas  constante.  Mais  on  voit  facilement  qu'on  aurait  Tintegrale 

aAV-hPB**7«-HyC*/*    -const., 

si  I'on  avait 


I         I \        «  /  r         I \  /I         I 


a,  p,  Y  elant  des  nombres  constants.  Cette  condition  est  remplie  pour  a  — [J-y; 
on  a  done  ici 

et  nous  pouvons  poser,  comme  au  n^  175, 

kp  -    -  G  sin^o  sin9o,        B7        -  G  sin^oCOS9o,        C/*-   Gcos^o- 

Ce  sont  les  integrales  des  aires  relatives  au  plan  invariable;  nous   savions 
deja  (n**  213)  qu'elles  ont  lieu  dans  ce  cas. 

En  remplagant  a  et  y  par  ^  4-  a  et  [i  —  aYt  on  trouverait  la  condition 

I        I         /  I       I 
C       B     ^  Vft~A 

pour  avoir  I'integrale 

Vp^-'yOr"^    :  const. 

Mais  un  cas  particulier  plus  interessant  est  celui  ou  les  moments  d'inertie  A, 
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B,  C  varicnt  suivant  la  meme  loi,  de  sorte  que  leurs  rapports  ne  changent  pas. 
Nous  poserons  alors 

/etant  une  fonction  de  /,  el  Ao,'Bo,  Co  des  constantes.  La  condition  (28)  sera 

remplie  en  prenant 

f  f  f 

d'oii  rintegrale 

(3o)  (A/^«-h  Br/'-f-  C/'-)/^  :  const. 

Au  surplus,  en  posant 

les  equations  (27")  deviennent 

4  dp. 


dt 


H-(Co— Bo)7o/*o    -o» 


I  •  ) 


et  Ton  voit  que  le  probleme  se  trouve  ainsi  ramene  a  celui  du  mouvement  de 
rotation  d'un  systeme  invariable;  les  integralcs  (29)  et  (3o)  peuvent  s'ecrire 

A;/>J-+-BJ^J-l-CJrJr=GS 
Ao/3j-+-Bo7j-i-CorJ  =  2H; 

on  a  done  le  moycn  d'exprimer  toutes  les  variables  en  fonction  de  t^,  et  enfin 

de  /,  a  Taide  de  la  relation 

rdt 

En  admettant  que,  par  suite  de  son  refroidissement  seculaire,  les  dimensions 
du  globe  diminuent  lentement  et  d'une  manicre  uniforme,  on  prendrait 


^l  ~  — -I . ' 


I  -t-  e  ^ 
et  Ic  facteur  de  similitude  serait 

en  negligeant  e*. 

Les  equations  ^27)  peuvent  encore  s'integrer,  si  les  moments  d'inertie  A,  B 
sont  egaux.  Dans  re  cas,  on  a  d'abord 

(,3 1)  Cr—  const.,        0o^==  const. 

T.  ~  IL  05 
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Les  relations  generales 


cos^o  (i ^^  ~"  G  A      "      B      ~  C  ~^"  GcU 

m 

(lonnent  ensuite,  pour  A  =  B, 

(32)         .  ^,3.-Gy^^    cpo^Gcos^oy^^-^^^^ 

La  position  du  systeme  par  rapport  au  plan  invariable  est  ainsi  determinee. 
Dans  rhypolhese  du  refroidissement  graduel,  on  aurait 

r^  etant  une  constante  comme  Co,  pour  A  =  B,  a  cause  de  ( 3i).  On  voit  que  la 
Vitesse  de  rotation  r  augmente  a  mesure  que  le  globe  se  retrecit.  On  aurait  encore 

I  ^'  *  C  —  A  G        Q  ^ 

TO  -  -  -  T  ^0'         ?o  ~ r —  T  ^^^^0  h, 

216.  Recherches  de  M.  Gyld^n.  —  Dans  son  Memoire  intitule  :  Recherches 
sur  la  rolaiion  de  la  Terre  (•),  M.  Gylden  prend  pour  axes  de  reference  les  axes 
moyens,  definis  par  les  relations 

II  suppose  que  I'axe  moyen  Oz^  ne  s'eioigne  jamais  beaucoup  de  Taxe  princi- 
pal 8,  et  il  exprime  les  quantites  A,  B,  C,  D,  E,  F,  relatives  aux  axes  moyens, 
par  les  valeurs  initiates  A^,  B^,  C^,  des  moments  d'inertie  principaux  Ji,,  oPo,  8, 
leurs  variations  8A,  SB,  oC,  et  les  cosinus  de  reference  a,  p,  y,  .. .  des  axes 
principaux.  Pour  fixer  la  situation  des  axes  moyens,  nous  les  ferons  coincider 
avec  les  axes  principaux  pour  t--  o. 

En  admettantque  cl>,  Di)  etaient  d'abord  egaux,  et  posant,  en  consequence, 

ell, --;Ao-+-3A,        ub— Ao-h5B,        8=-.Co-t-5C, 

nous  pourrons  nous  servir  des  formules  (/)  et  {g)  du  n*^  207,  qui  supposent  que 
la  difference  ^i,  —  ill)  et  Tangle  6  sont  de  petites  quantites  du  premier  ordre; 
ecrivant  ^i,  4**'  ^<  ^  '^  place  de  9,  ^,  0,  et  negligeant  les  produits  de  SA, 


(')  Actes  dc  la  Socictc  royale  ties  Sciences  d'Upsal,  V  s^rio,  t.  VIII,  1871.  —  Nous  avons  chang6 
les  notations  de  I'auteur  pour  nous  rapprochcr  do  celles  des  Chapilres  pr6c^dents. 
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8B,  SC  par  0<,  nous  aurons,  d'une  part, 

a  =  (3'—  cos(4'i  —  9i).        ol"  =2—  0,sin  (p,, 
—  a' -(3  =sin(^;, -9,),        P' :=  — 0,cos9,; 

et  (le  Tautre,  en  supposant  toujours  A©    -  B^,, 

;  A  — Ao=aMAH-P»aB, 
B— Bo~(3«dA  I  a'dB, 
C  —  Co  =^  oC, 

D----/(A-C), 
Err.y(A-C), 
F:    a(3(5A-5B). 

Nous  vcrrons  d'ailleurs  que,  tant  qu*on  ne  tient  compte  que  des  termes  du 
premier  ordre,  il  suffil  de  connaitre  les  quantites  C  —  C©,  D,  E,  qui  dependent 
de  SC,  0|  ct  4'i ;  car  les  autres  (A  —  A^,  B  —  B©,  F),  qui  dependent  de  SA,  8B, 
nc  figurent  pas  dans  les  equations  difi'erentieiles  du  probleme. 

Ces  equations  sont  les  equations  (IV),  oii/i,  g*,,  /i,  doivent  etre  remplaces 
par  les  expressions  (lo)  du  n°  214.  On  pent  negliger  les  produits  des  quan- 
tites /?,  q,  D,  E,  F,  et  fairc  A  =  B;  on  trouve  ainsi 

^  (A/>  -  Er)  4- (C  -  A)^r -h  DHzr:  L„ 
(2)  ;~(A^-Dr)    -(C-A)^r-E/-«r=M„ 

j;(Cr)=:N,. 


La  troisieme  equation  donne 


Cr—  /  X,c^^-+-  const., 


ou  bien,  n  etant  la  partie  constante  de  r. 


(3) 


^,:n(^.^^^)^lf^,dt. 


Dans  les  termes  du  premier  ordrc,  nous  pouvons  remplacer  A,  C,  r  par  A©, 
Cot  n,  ou  bien  traitor  A,  C,  rcomme  des  constantes.  En  simplifiant  ainsi  les 
equations  (2),  on  voit  que  les  deux  premieres,  qui  donnent  /^  y,  ne  different 
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des  equations  ordinaires  que  par  Ics  termes  qui  dependent  de  D,  E;  en  posant 

C-A 


A"     "'^ 


elles  peuvent  s'ecrire 


Si  nous  laissons  de  cote  les  termes  complemenlaires  Xcosv/i(/ -+- t), 
Xsinv/i(/ -4-t)  du  n**!211,  qui  dependent  des  conditions  initiales,  les  inte- 
grates sont 

/>=  /    [LjC0Sv/i(7~  I)  —  M^s'inv n(~l  —  l)]dt, 


I  q  zi:2  I    [L^sinv/i  (7  — /)   H  MiC0sv«(i— /  )]^^, 

oil  I  represente  la  liniite  superieure  de  /,  qui  reste  constanle  pendant  Tintegra- 
tion;  on  supprime  la  barre  apres  Tintegration  faite.  Cela  rcvient  a  faire  tour  a 

tour,  apres  Tinlegralion,  /  —  o  et  /  =  /.  Les  relations  (i)  donnent  d'ailleurs 

I)  E 

(6)  -  .-  — v^icos^j;,,  -:     -v9,sin'^,, 

et  si  L,  =  M|  --  o,  on  trouve,  en  integrant  par  parties  et  faisant  D==E  =  o  pour 
/  =  o, 

(7)  {  ■    J  _ 

L.  z-  —  vSiCOS^I^iH-  (I  -h  v)vrt  /    ^isin(vn^  —  v/i/  —  ^^)dt, 

t 

Ces  expressions   donnent    les    cosinus  de   reference  de   Taxe  de  rotation 
moyen  01;  et  comme  les  angles  different  pen  de  90°,  on  aura 

(8)  -  -  (r,OI)  =  ^,         -  --  {y,0\)  ■=  '^-. 

II  est  visible  que  /?,  q  dependent  de  0,,  '|,,  tandis  que  r  n'est  influence  que 
par  SC. 

Pour  obtenir/;,  y,  r,  il  fjiut  connaitre  a  priori  oC,  0,,  ;p,.  Si  Ton  connaissait, 

I)     F 

au  contrairo, /;,  a,  r,  on  trouvorait  alors  inversement  SC,  7-j  -.%  en  introduisant 

A      A 
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dans  les  quadratures  rargument  nt  au  lieu  de  vnl,  et 


Ml  dq  Li  rip 

w  A  /I  al  fi\  /<  a ^ 


au  lieu  de  Lo,  M3. 


II  reste  a  exprimer  en  fonctions  de /;,  q,  r  les  angles  9,  'j',  0  et  les  cosinus 
directeurs  a,  b,  c,  ...  qui  determinent  la  position  des  axes  moyens  dans  I'es- 
pace.  En  faisant  usage  des  formules  (2)  et  (3)  des  n°*  169  et  170,  on  trouve 
d'abord,  avec  une  approximation  suffisante, 

(9)  {^^^;:w 


oil  9«  =  /i(/  -  /o)»  et 


sin  do 
:f(r-n)dt, 


(10)  <    /  -- /  (/?sin9„-h^cos9«)rf^ 

m  11;  /  (— yocos9rt-f-<7sin9„)^/. 

Nous  avons  pris  9  --^r  o,  tj;  =  o,  0  --  Oo,  pour  /  —  /q  (limite  inferieure  des  inle- 
grales).  On  aura  done  sin'|'=4''  cos^'  — »»  etc.,  et  par  les  formules  (2) 
du  n«  169, 

a  =1  cos  9,1 — Asin9„, 
b  —  —  sin9rt — A*  cos  9,1, 
c  ^/; 

a'  ^  (cos^o^  msinfi'o)  sin9«+  {k  cosOq—  /sin^o)  0039,1, 
b'  —  {cosOq—  msindo)cos9«—  (Acos^o—  'sin^o)  sin9;,, 
c'  ■--  sill  ^0  -H  ^^  cos  ^0 ; 

a"  :  —  (sin(?o-H ''*  cos^o)  sin9,»— (A:sin(?oH- ^cos^o)  C0S9,,, 
b'^r-z—  ^sin^o^-  '/icosdo)cos9rt-h  (Asin(?oH-  ^cos^o)  sin9„, 
c"  =  cos  ^0  -  -  'w  sin  00* 

Les  cosinus  directeurs,  par  rapport  aux  axes  fixes,  de  I'axe  instantane  01  (de 
I'axe  de  rotation  moyen)  sont,  en  designantpar  p,  q,  r  les  rotations  autour  des 
axes  fixes, 

p        ap-\-  bq  -\-  cr 

— —    "^"^    .—     —       -     ■■■  ■ •  •   •   •  • 

(k)  CO 
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On  trouve  ainsi,  avec  une  approximation  suffisante(en  faisant  to  =  r), 

/icos(XOI)  =:/?cos9rt  —  <7  sin 9^4-  /^/, 

n  cos(YOI)  —      (^sin9„-4-  7COS9«)  cos^o  ^-  «(sin9o  -+-  'wcos^o)? 

/icos(ZOI)  —      (/?sin9„4-9C0S9«)  sin^o  +  /i(cos0o~  ^wsin^o)* 

En  substituant  pour  /,  m  leurs  expressions  (lo),  executant  des  integrations 
par  parties,  et  posant 

(XOI)  zz:  ^  H-  A,,  (  YOI)  ^  ^  -  0,+  Ay,  (ZOI)  :..  00-  ^.. 

oil  Aj.,  A^,  A^  representent  des  nutations  de  Taxe  01,  M.  Gylden  trouve  finalement 

-A, --Ay, 

oil  /?o»  <7o  sont  les  valours  de  /;,  y,  pour  /  —  /©  (O^i  coincidant  alors  avec  OX^. 
On  pent  les  egaler  a  zero  lorsqu'on  fait  abstraction  des  forces  exterieures  et  des 
conditions  initiales  du  mouvement;  on  pent  aussi  sans  inconvenient  faire  1^=  o. 
Les  formules  (ii)  s'obtiennent  d'une  maniere  plus  rapide  en  partant  des 
relations 

p  -1  ap  -\-  hq  -h  cr,         d^  ^=i  a  dp  -^  b  dq  -\-  c  dr^  . .  . , 

qui  donnent,  d'une  part  (en  negligeant  toujours  les  quantites  du  second  ordre), 
et  de  Tautre 

p  rrr  po-i-  /  {a dp  -^  b dq  -\-  cdr)  —  p^-^  j  (cos9«af/^  —  sin(^ndq), 

et  des  expressions  analogues  pour  q  et  r;  en  les  divisant  par  (o  =  r,  on  obtient 
les  cosinus  directeurs  et,  par  suite,  A^^*  A^,  A^. 

Dans  les  applications  qu'il  fait  de  cette  theorie,  M.  Gylden  neglige  les  forces 
exterieures  (L^  =  M^  =:  N^  =  o),  et  il  suppose  r  =  n,  et  pQ  =  qQ^  o. 

Soit  d'abord  ^^  —  o;  les  formules  (8)  donnent,  pour  les  coordonnees  sphe- 
riques  du  pole  de  rotation  I  par  rapport  a  Os^, 


1  '       n  2         -^         ^       n 

et  les  formules  (7) 

(12)       ^  —  (i-\-v)vn  I  9iC0Svn{l  —  t)  dt,  2_  =  (i  -4-  v)v/i  I  6iS\nvn(i  —  t)dt —  y^Oi, 
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les  integrales  devant  etre  prises  depuis  i  =^  o  jusqu'a  t  =^  l  (apres  Tintegration, 
on  supprime  la  barre  qui  sert  k  distinguer  la  limite  superieure  de  / ). 

Enfin,  les  coordonnees  spheriques  du  pole  I  par  rapport  a   a  sont  -  et 
On  a,  d'une  nianiere  generale,  entre  les  menies  limites  (/  =  o  et  /  =  /) 


n 


vn  /  (i  —  e-^')cosv n (7  —  t)  dt  z= 


v'/i-(i    -e-^M  f-  X'd  —  cos V /If)  --  hjfi  s\nv nt 


d^  2       2  1- 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  Tangle  0,  que  I'axe  principal  e  fait  avec  Taxe 
moyen  Os^,  tout  en  restant  tres  petit,  varie  d'une  maniere  uniforme  avec  Ic 
temps,  et  posons  0^  --  X/.  Pour  appliquer  a  ce  cas  les  formules  qui  precedent,  il 
suffit  de  developper  e""^'  et  de  negliger  X^.  On  trouve  alors 

i  P       ^  ^ 

i  -  =  —  (i  —  cosv nt), 

(•3) 

^  ^z-Kt smv/t/, 

n  v/i 

en  supprimant  le   facteur  (i  +  v)  devant  les  termes  periodiques.   Les    for- 
mules (ii)  donnent 

Aa:=^  -  [cos(i  -h  y>)nt  —  cos/i^], 
Ay=  A---  -  [sin(i  4-  v)«^  -—  sin/i^J. 

Si  nous  prenons  pour  unite  de  temps  Tannee,  nous  avons  v/i  =^  7,5  =  43o°, 
et,  avec  X  —  o",oi, 

'-  i=:o",ooi3(i  —  cosv/i^),  -  —  01  —   -  o'^ooiSsinvn/. 

n  n 

Ces  termes  periodiques  sont  insensibles. 

Pour  representer  une  variation  brusque  de  Tangle  0,,  telle  qu'elle  pourrait  se 
produire  a  la  suite  d'un  tremblement  do  terre,  nous  poserons 

oil  X  sera  un  nombrc  tres  grand  (par  exemple  x—  1000).  En  negligeant  les 
termes  multiplies  par  v,  les  formules  (12)  donnent  alors 

(i4)  -r-£sinv/i/,         ^  ~  £(i  —  cosv/i^). 


Sao 
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Les  quantites  A^,  A^  auraient  le  facteur  £v.  On  n'obtient  que  des  termes  perio- 
diques  ires  petits. 

Si  le  changement  de  0,  n'est  que  temporaire,  il  faut  poser 

en  prenant  toujours  x  tres  grand.  Pour  des  valeurs  tres  petitcs  do  X,  on  aurait 


(i5) 


n  n 


Pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  X,  on  aurait,  au  bout  d'un  certain 
temps,  p  =  q  —  o. 
Dans  ce  qui  precede,  on  a  suppose  '>{^,  —  o.  Faisons  maintenant 

oil  /2,  est  suppose  peu  different  de  n.  On  trouvera,  en  remplagant par  -  > 


/>  _      n  —  rix 


(i6) 


puis  ensuite 


-  --g (sinwi^-f-  sinv«^), 

n 


< 

f  —  —  £ (cos/i,^  —  cosvnf); 

\  n  n 

-  A^=  £  sin(«  —  /i|)^ 

-  Ayr=  —  A-  =  £[l  —  cos(/i  —  Wi)^], 


en  omettant  des  termes  qui  ont  le  facteur  £v(/i  -  /i|).  On  voit  que,  dans  ce  cas, 
la  perturbation  affecte  la  direction  absolue  de  Taxe  de  rotation  moyen. 
L'hypothese 

^^zzzrixty        v0j  =  £  sin(/i  — /ij)^, 

conduit  a  des  resultats  analogues.  On  a  ^\  =  o,  et  Ton  trouve,  en  remplacant 


2/1,  —  n-\-vn 


par 


—  > 

n 


('7) 


En  meme  temps, 


P  __ 

n 
n 


£ rcos(2/ii--  n)t  —  cosv/in, 

n 


e —  —  [sin(2/2j— n)^-f- sinv/i^]. 


n 


Aa:=  -  £[l  —  C0S2(/i  —  /i,)^], 


Ay- :A-=i  -£sin2(/i  —  nx)t. 


Des  perturbations  de  cette  categoric  pourraient  avoir  pour  cause  le  pheno- 
mene  des  marees;  mais  le  coefficient  £  scrait  toujours  tres  petit. 
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Remarqur,  —  Pour  L  =  M  =  N  =  o,  les  integrales  des  aires  (VI)  et  les  for- 
mules  (i5)  ou  (21)  du  n**  214,  oil  Ton  peut  faire  r,  =  r,  donnent  ici 

(18)  '    I  .l.(q4-vc'r):zz -„, 

c,  c\  c"  etant  les  cosinus  directeurs  de  Taxe  principal  c  Si  nous  prenons  pour 
axes  fixes  les  positions  occupees  par  les  axes  principaux  a  I'epoque  t^,  nous 
aurons,  pour/  =  /<,,  c  =  c'  =  o,  c"=  i;  par  consequent,  en  negligeant  des  quan- 
tites  du  second  ordre, 

On  aura  d'ailleurs  toujours  sensiblement  c"=  i,  r  =  r;  la  troisifeme  integrale 
coincide  done  avec  (3).  Les  deux  autres  donnent,  en  divisant  par  r, 

/•  n  r  n 

En  faisant/7o  =  7o  =  o  et  designant  par  A^^,  A^  les  nutations  de  Taxe  OT,  comme 
c,  c'  representent  celles  de  I'axc  s,  on  a 

Aa:H---(X0I)=5,        Aj.=  -  -(Y0I)=9, 
et  Ton  trouve 

(  — Aa:=  vc  =  v(a  y  H- 6  y'-hc  ), 
('9)  V     /  /  /» 

f  —  A^rr  vc'=:  v(€i'y  4- ^'y'-hc'). 

C'est  une  extension  du  theoreme  de  Poinsot  (p.  495).  On  y  arriverait  aussi 
par  rintegration  des  equations  (2),  en  tenant  compte  des  formules  (19),  p.  5o8, 
et  des  expressions  de  p  et  de  dp  de  la  page  5i8. 

Comme  nous  I'avons  dit,  les  axes  fixes  sont  ici  les  directions  primitives  des 
axes  mobiles.  On  pourrait  conserver  I'axe  OX  et  remplacer  OY,  OZ  par  deux  axes 
nouveaux,  faisant  avec  les  anciens  Tangle  60 :  on  reviendrait  ainsi  au  syst^me 
general,  et  Ton  aurait,  pour  ces  axes, 

cos (¥01):=  sin 00-+-  cos 0©  Ay,        cos(ZOI)  =  cos9q—  sin^o  A^. 

217.  M.  Gylden  a  repris  ces  recherches  dans  deux  Memoires  posterieurs  qui 
portent  pour  litre  :  Lois  de  rotation  d*un  corps  solide  dont  la  surface  est  reconvene 
par  une  masse  liquide  ( * ). 


( * )  Hotationslagame  for  en  faft  kropp,  /wars  jta  ar  bctackt  nf  ett  flytandc  amne  ( Bulletmx  de 
I'Acade'mie  de  Stockholm^  1878,  n"  7:  1879,  n»  3). 

T.  -  II.  66 
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II  emploie  deux  systemes  d'axes  mobiles  :  les  axes  principaux  du  noyau 
solide  (Ox,  Oy,  Oz),  axes  de  reference  donl  les  rotations  p,  q,  rfigurent  dans 
les  equations  differenlielles  du  mouvement,  ct  les  axes  principaux  de  I'ensemble 
forme  par  le  noyau  et  Tenveloppe  liquide  (0x^,  Oj<,  Oa<). 

Les  sommes2]»  relatives  a  Tensemble  du  systeme,  se  composent  de  deux 

parties  2],*  ^,/  dont  la  premiere  s'etend  aux  particules  solides,  la  seconde  aux 
particules  liquides.  On  aura  done,  en  egalant  a  zero  les  moments  de  deviation, 

(20) 

/  2]  ''*.^'i^i  =  ^»       2]  m^j^i-    o,       2]  ''«-^iJi  =  o. 

La  situation  relative  des  deux  systemes  d'axes  etant,  comme  au  n°  169,  definie 
par  trois  angles  o^,  ^,,  0,,  M.  Gylden  suppose  qu'on  a  toujours 

9i  — ^i  =  ^> 

Y]  etant  la  longitude  du  meridien  zl  de  Taxe  de  rotation  instantane  01  du  noyau, 
comptee  a  partir  de  Ox.  Ce  meridien  passe  done  par  I'intersection  N  des  deux 
equateurs  xy,  x^y^.  L'angle  5OI,  que  nous  designerons  par  ?^,  reste  par  hypo- 
these  toujours  tres  petit,  de  sorte  qu'il  est  permis  d'en  negliger  les  puissances 
superieures,  et  M.  Gylden  admet  qu'on  a 

(21)  9^=1  k^        ou        sin0i  =  AsinC, 

oil  le  facteur  k  est  independant  de  J^.  Ces  hypotheses,  sur  lesquelles  il  s'explique 
a  peine,  paraissent  reposer  sur  I'idee  que,  I'axe  principal  Oz^  cessant  de  coin- 
cider  avec  Oz  et  avec  Taxe  de  rotation,  ce  dernier  commence  a  decrire  un  cone 
autourdeOz^,  de  sorte  que  Tare  si  est  perpendiculaire  a  zs,.  II  faut  ensuite 
admettrc  que  les  axes  principaux  Ox,  Oy  sont  tres  pen  devies  dans  le  plan  de 
I'equateur,  de  sorte  que  les  distances  ^x  =  ^^  et  Nx^  =  (p<  peuvent  etre  consi- 
derees  comme  egales  a  y]. 

D'apres  nos  definitions,  nous  avons  (en  negligeant/>%  q^) 

C  smrj=     -J         C  COSY)  =    -, 
r  r 

0iSinYj=:  X:-,         6*cosn  =  A:-> 
/•  r 

9i  =  i^i  =  Tn, 

et,  ces  expressions  etant  substituees  dans  les  formules  du  n**  169,  on  trouve 
qu'en  faisant  x  =  aa;,  -f-  Pj^  -f-  yz^ les  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  . . . ,  ont 
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pour  valeurs 

(a)  m  (r) 

2      /•*  2       r^  r 

(22)  {  l,.,/>7        .        i  A,  7'  /.  7 


2       r'  2      /•* 


r  /•  2  /'^ 


II  faut  maintenant  recourir  aux  equations  differentielles  (IV).  Les  moments 
d'inertie  A,  B,  C  qui  figurent  dans  les  expressions  (6)  du  n®  213  sont  ceux  du 
systeme  entier,  relatifs  aux  axes  de  reference  Oar,  Oj,  Os;  on  aura  done 

4 

Quant  aux  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  Oxt,  Oj,,  Oz^,  cc  sont  des 
moments  principaux  que  nous  designerons  par  A.,  iPo,  3. 
Nous  poserons 

(aS)  ..I.  r:r^  m(7J  4-^J)  =AoH-5A,         ..., 

puis 

/•  r  /■ 

oil  c  est  une  constante  et  Br  la  variation  de  la  vitesse  de  rotation  r.  Cette  varia- 
tion sera  une  quantite  tres  petite  du  second  ordre,  ct  d8r=dr.  M.  Gylden 
suppose  aussi  que  c  est,  comme/?  et  y,  du  premier  ordre. 

Les  relations  (20)  donnent,  pour  les  axes  principaux  Ox^,  ..   , 

Pour  exprimer  A,  B,  C,  ...  par  les  moments  principaux  x,  di>,  c,  nous  nous 
servirons  des  formules  (/)  du  n°207.  En  tenant  compte  des  relations  (22), 
observant  que  p^  et  a'^  sont  du  quatrieme  ordre,  et  substituant  pour  x,  ii)),  3 
leurs  expressions  (23),  on  trouVe  (*) 

'  A  =  Ao-4-c  ^  4-(C-A)^»4'  D^-(C-B)A'?, 

(24)  {    Br=Bo-hC  ^    4-(C-B)^*^',  £:=_(C-A)^£, 

On  pent  negliger  c  Br  ou  remplacer  C^r-hcBr  par  (Co  -h  c)  r  —  c/i. 


( ^ )  Nous  avons  rectifi6  les  termes  du  second  ordre. 


•    ■    •    • 
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En  designant  ici  les  moments  relatifs  par/',  ^ ,  A',  les  formules  (6)  du  n''213 
donncnt,  pour  les  moments  de  rotation/^,,  g^, ,  A,,  les  expressions  suivaules  : 

(/t-/'-+-[A4-Ar(C-A)]/7, 
(25)  )o-i-^'-+-[B-t-A-(C-B)]</, 

Les  moments  relatifs/',  g\  h  ne  s'annulent  pas;  ce  sont  neanmoins  des  quan- 
tites  tres  petites,  parce  que  les  sommes  ne  s*etendentqu'aux  particules  liquides 
(les  coordonnees  x^y^  z  ne  variant  pas  dans  le  noyau  solide)  : 

/•/      V?        ydz  —  z  dy 

On  pourra  done  ici  negliger/?-,  q^  dans  les  formules  de  transformation  (22) 
et  faire  simplement 

r  r 

En  admettant,  de  plus,  que  les  sommes 

s'annulent,  c*est-a-dire  qu'il  n'existe  pas  de  courants  du  liquide  autour  des 
axes  principaux,  et  observant  que,  aux  termes  du  premier  ordre  pres,  on  a,  en 
vertu  des  relations  (20), 

Y^^mx^Y^—'-'Y^mx^y^  —  Q, 

on  trouve 

•^  /•  dt 


(a6)  {^^-  +  frr 


k  dp 


r  dt' 


oil  a,  b  representent  les  moments  d'inertie  du  liquide 

que  nous  pourrions  traitor  comme  des  quantites  petites  du  premier  ordre. 
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En  profitant  des  relations  (aS)  et  (2(j)  et  ne  conservant  que  les  lermes  du 
second  ordre,  nous  pouvons  mettre  les  equations  difTerentielles  (lY)  sous  la 
forme  suivante 

^  +  (,_A)(C-B)/V7-M^=L., 
(27)  {'^-(i-k)(C-A)rp-ak^  =  M„ 

oil  il  faut  substituer  pour/^,  g^,  h\  leurs  expressions  (25). 

Parmi  les  forces  extericures,  M.  Gylden  considere  seulement  les  resistances 
dues  au  frottement  du  liquide  contre  le  noyau,  qu'il  suppose  proportionnelles 

dx    dv    dz     ■.  .  , 

aux  vitesscs  "^'  ;^'  "77'  de  sorte  qu  on  a 


,    Q\  ydz  —  zdy 

^*--^0 di — "' 

la  somme  S  devant  s'etendre  a  loute  la  surface  du  noyau. 
En  negligeant  les  sommes  Sa?^/,,  So?, 2,,  Sj,^^,  on  trouve 

r   dt  r  dt  * 

oil 

En  faisant  abstraction  des  termes  du  second  ordre  (produits  de  p,  q,  a,  6,  a,, 
6f ,  . . .),  et  posant 

_  (i-X:)(C-~-B)  _  (i-X:)(C-A) 

'        A-f-A-^lJ  — A)  '  ^*-  B-+-^(C-B)  ' 

les  equations  (27)  donneraient 

(29)  ^  "^ ""  ^«  "^''^        ^  ~  ^*  P'''        ^''  "=  ^• 

Ces  approximations  etant  substituees  dans  les  termes  du  second  ordre,  tels  que 
/'»  S^»  ^'»  si  Ton  pose  encore 
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les  equations  differentielles  dcviennent 

( A  4-  c,)  ^  -4-  (C  —  B  —  c,)  rq  -h  a^s^p  —  o, 

(3o)         {  (B4-c,)^--(C  — A  — Ci)r/?-f-Z?i5,  ^^-o, 

dr 

(Co-h  c)  77  -+-  [B  —  A  -f-(B  —  A)2A('2A-  -  i)5i5j-hc,— c,]/>7  =13  o. 

Pour  les  simplifier,  supposons,  avec  M.  Gylden, 

A  =  B,         a^b^         a^^rib^. 

Nous  aurons  d'abord 

dr  =  0,         r  rrz  const. 

Les  deux  premieres  equations  (3o)  prennent  la  forme 

dp 
(3i)  / 

et  les  integrales  seront 

(Sa)  />  =;ye-'"cos(Xi  4-£),        7  =  )'e-'"sin().^ -+- e).  ' 

I 

Les  coefficients  x  et  X  sont  de  la  forme 

fx(i-A-)(C- A). 

M.  Gylden  fait  observer  que,  dans  la  realite,  la  difference  C  —  A,  si  elle  est 
primitivement  tres  petite,  doit  augmenter  avec  le  temps,  par  suite  des  erosions 
incessantes  que  fait  subir  aux  continents  le  travail  des  eaux.  Au  contraire, 
k  doit  diminuer,  et  il  s*ensuit  que  x  et  X  augmentent,  et  tendent  vers  une  limite 
superieure.  Dans  cette  hypothese,  si  Ton  pose 

X  =  xo-h  Xi(i  —  e-^'),         X  =  Xo  4-  X,(i  —  e-^')» 

les  integrales  des  equations  (3i)  se  presenteront  sous  la  forme 

(33)  p  —  ye-S^' cos (t  -t-  A dt\ ,         </  =  ye-f*^'  sin  fe  -+-  ArfA , 

et  Ton  trouve 

(34)  \   r  7 


V 
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On  en  conclutque  le  pole  de  rotation  decrit  autour  du  p6le  d'inertie  (Os)  une 
spirale  qui  le  rapproche  de  ce  dernier;  ce  mouvement,  d'abord  tres  lent,  s'ac- 
celere  peu  a  peu,  et  les  deux  poles  finissent  par  se  reunir.  On  trouverait  la  I'ex- 
plication  des  phenomenes  de  I'epoque  glaciaire,  en  admettant  que  la  difference 
des  moments  d'inertie  C  —  A  a  ete  d'abord  extremement  petite. 

Dans  son  second  Memoire,  M.  Gylden  cherche  a  integrer  les  equations  (3o)  a 
Taide  des  fonctions  elliptiques.  Au  point  de  vue  pratique,  les  resultats  ne 
different  pas  beaucoup  de  ceux  qu'on  obtient  en  simplifiant  la  forme  des 
equations. 

218.  Recherches  de  MM.  G.-H.  Darwin  et  W.  Thomson.  —  Dans  le  Me- 
moire que  nous  avons  deja  cite  plusieurs  fois.  On  the  influence  of  geological 
changes,  M.  Darwin  prend  pour  axes  de  reference  les  axes  principaux,  qui  sont, 
a  chaque  instant,  determines  par  les  relations 

D  —  E  =:  F  nr  O. 

Les  vitesses  de  rotation  qui  caracterisent  le  mouvement  de  ces  axes  etant/?, 
q,  r,  il  pose 

ou  tar,  y^,  p  sont  les  vitesses  de  rotation  de  la  Terre,  consideree  momentanement 
comme  rigide,  ou  figee  dans  sa  configuration  actuelle,  et  a,  p,  y  les  vitesses  de 
deviation  des  axes  principaux  qui  resultent  du  deplacement  des  masses.  On 
peut  admettre  que  a,  p,  y  sont  des  quantites  tres  petites  et,  de  plus,  constantes, 
si  les  moments  d'inertie  varient  lentement  etd'une  maniere  uniforme.  En  sup- 
posant,  comme  au  n*^  214,  que  gj,  /,  p  sont  les  rotations  d'un  second  systeme 
d'axes  0^,  Oyj,  0^  qui,  au  commencement  de  I'intervalle  dt,  coincident  avec  les 
axes  principaux,  les  relations  (ii)  du  n^214  nous  donnent  immediatement 

/i  —  f;4-  Xm,        g,  —  g;  4-  alJ3X,         Ai  =  h\  -f-  3 p, 

oil  f,',  g'^,  h^  sont  les  moments  relatifsqui  proviennent  des  deplacements  rfi,  rfv], 
dX,.  Ces  moments  relatifs  sont  aussi  des  quantites  constantes  et  tres  petites; 
M.  Darwin  les  calcule  dans  deux  ou  trois  cas  particuliers.  Les  equations  (IV) 
deviennent  alors 


dt 


+  9(h;  -t-  ep)  -  r(g;  -t-  ^\>x)  =  Lj, 


oil  il  faut  encore  remplacer /?,  y,  r  par  gj  4-  a,  X.  -+-  P.  P  -+-  Y»  ®^  '^^  moments 

d'inertie  principaux  x,  iit,  G  par  des  expressions  de  la  forme  Ao  -h  a/,  

Mais  il  est  facile  de  voir  que  les  rotations  gj,  /,  p,  ainsi  definies,  sont,  au 
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fond,  indeterminees;  car  on  peut  les  choisir  arbitrairement  et  determiner  a,  p, 
Y  en  consequence,  pour  passer  d'une  configuration  donnee  a  une  autre,  ou  d'un 
systeme  d'axes  principaux  au  suivant.  Afin  de  determiner  completement  les 
rotations  partielles,  nous  supposerons,  avec  M.  Helmert,  que  0$,  Oy],  0^  sont 
\es  axes  moy ens,  en  faisant 

r,  —  g\  —  h\  —  o. 

Des  lors,  ex,  jr^,  p  sont  les  rotations  moyenncs  de  la  Terre,  et  nous  pourrons 
nous  servir  des  equations  (i6)  du  n"*  214  (p.  5o8) 

'' 3p/>  -h  ^l.cy/  =:Mj, 

oil 

Ces  equations,  ou  Jii,  Di,  3  et  a,  p,  y  sont  des  fonctions  donnees  du  temps, 
permettent  de  determiner  les  rotations  moyennes  ex,  y,  p  et  I'axe  de  rotation 
moyen.  Les  quantites  a,  p,  y  expriment  I'avance  des  axes  principaux  par  rapport 
a  la  rotation  moyenne  de  la  Terre,  pendant  Tunite  de  temps. 

Nous  commencerons  par  supposer  L^  =  M^  =  N|  =  o.  En  ecrivant  A,  B,  C  au 
lieu  de  Jio,  ip,>,  e,  les  equations  deviennent 

(i)  —^^ Bx/-+-Cp7  =  o,         ..., 

et  nous  avons  Tintegrale  des  aires,  relative  au  plan  invariable, 

qui  se  deduit  aussi  des  formules  (i4)  de  la  page  Soy,  en  faisant 

Les  rapports 

Agj      B^      Cp 


>         "7>     » 


(;  '    G      fi 


representent  les  cosinus  de  reference  de  la  normale  au  plan  invariable,  relatifs 
aux  axes  principaux,  tandis  que  ->  -  >  -♦  oil  co  =  yjxa^  "^  X^"^  ?*»  ^^^^  '^^  ^^®'" 

nus  de  reference  de  I'axe  de  rotation  moyen.  Comme,  par  hypothese,  les  mo- 
ments d'inertie  restent  toujours  approximativement  egaux,  nous  aurons,  a  tres 
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peu  pres,  G  =  Cw,  et  Ton  voil  que  Taxe  de  rotation  01  ne  pourra  jamais  s'e- 
loigner  beaucoup  de  la  norniale  OG  au  plan  invariable,  les  angles  GOI  et  COI 
etant  a  peu  pres  dans  le  rapport  de  C  —  A  :  C  (theoreme  de  Poinsot,  p.  495)- 
Nous  allons  maintenant,  avec  Sir  W.  Thomson,  introduire  dans  les  equations 

les  cosinus  de  reference  5,  vj,  ?^  de  cette  normale,  ^  =  -pn    •  •  >  et  il  viendra 


ou  bien 


En  mdme  temps 

de  sorte  que  les  equations  (2)  n*en  representent  que  deux.  Remarquons  en 
passant  que,  si  nous  designons  par  G  le  point  oil  la  normale  perce  une  sphere 
de  rayon  i,  $,  yj,  JI  sont  les  coordonnees  de  G  par  rapport  aux  axes  mobiles  qui 
coincident  tcmporairemcnt  avec  les  axes  principaux,  et  dont  les  rotations  sont 
®»  X'  P'  P^^  consequent,  les  expressions 


pn 


-xC  =  -G(l-i)inC, 


representent  les  vitesses  relatives  de  G  par  rapport  aux  plans  principaux,  ani- 
mus des  vitesses  de  rotation  moyennes,  tandis  que 

representent  les  vitesses  relatives  dues  a  la  deviation  des  axes  principaux. 

Comme  il  est  entendu  que  les  changements  qui  s'accomplissent  dans  la  Terre 
ne  modifient  les  conslantes  fondamentales  du  mouvement  que  d'une  maniere  peu 
appreciable,  il  sera  permis  de  considerer  ^,  y]  comme  des  quantites  tres  petites, 
et  de  faire  2^  =  i  dans  les  deux  premieres  equations,  qui  deviennent  alors 

(3)  j  ^^ 

en  posant 

.  __  G  £--B  _  _  G  C~A  _ 

'^C      B  ^'        ^^C       A  ^* 


T.  -  II. 


^7 
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Les  quantites  a,  p,  X,  [jl  sont  ici  des  fonctions  donnees  du  temps.  En  faisant 
abstraction  de  la  rotation  y  et  posant  X(jl  =  v^,  on  aura  toujours,  a  tres  peu  pres, 

0)  etant  la  vitesse  de  rotation  nioyenne  de  la  Terre,  pour  laquelle  on  prendra  ici 

/I  ni  2  7r  X  366  =  23oo,        d'oii        v  =  7,5. 

Pourintegrer  les  equations  (3),  il  faut  supposerque  X,  (jl  sont  desconstantes. 

En  designant  (comme  nous  I'avons  fait  au  n"^  216)  par  t  la  limite  superieure 
de  /,  qui  ne  varie  pas  pendant  Tintegration,  et  qui  est  aussi  la  valeur  de  /  hors 

du  signe  / ,  nous  pourrons  mettre  Texpression  finale  de  ^  sous  Tunc  ou  I'autre 

des  deux  formes  suivantes 

(4)  1=  -  /  asinv(^—  t)de--  j  pcosv(^  —  ^)^^-+- 4ocosv^ YJoSinv^ 

OU  bien 

(5)  g-^  r(Xa-i-^)sinv(^^0^^  +  goCOSv/^^^"^^^'^^sinv^ 

oil  So»  ^o»  Po  sont  les  valeurs  de  ?,  y],  P  a  la  limite  inferieure  (/  =  o).  On  trou- 
verait  I'expression  de  y]  en  remplagant  partout  5©  par  r^o»  ^  par  —  p,  X  par 
—  [JL,  etc. 

Pour  X  =  [JL  =  V,  on  aurait 

g=  /    asinv  {t  —  ~t)  dt  —  I    (3cosv(^  —  i)c^^ -hgocosv^  —  yjoSinv^, 

•/rt  Jo 


(6) 


t  ^i 


ri:=  I    acosv{t  —  })dt  -+-  I    j3sinv(^  —  7) dt -h nQCOSv t  -h  ggsinv/ 

ou  bien 

5=  /    (a-h  -^  j  sinv(^  — 7)c^^H-|o  cosv^—  hOo-H  ~    sinv^, 
yjnz/    fp ^j  sinv(^— O^^H-TQoCOSv^-f-    5^  -+-  fis    sinv^. 

Dans  le  cas  de  changements  geologiques  seculaires,  les  vitesses  de  deforma- 
tion a,  p,  Y  peuvent  etre  considerees  comme  constantes,  et  il  vient 

Yj-H  ^r=  Uo-+-~j  sinv^-+-  Uo-^  ^jcosv^, 
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relations  qui  pourraient  aussi  s'ecrire 

(   ?-+- ^  =  A-cos(v^-+-<t), 
I  rj  -h  -  —  /r  sin(v^-i-  <t). 

Pour  fixer  les  idees,  nous  pouvons  nous  figurer  la  Terre  formee  d'une  char- 
pente  rigide  par  rapport  a  laquelle  se  depiacent  certaines  parties  plus  ou  moins 
mobiles,  sans  qu'il  en  resulte  un  courant  general ;  la  rotation  moyenne  est  alors 
celle  de  la  charpente  invariable. 

Les  quantites  a,  p,  y  mesurent  les  vitesses  de  deformation  ou  le  deplacement 
des  axes  principaux  dans  Tinterieur  du  globe;  y/oc^ -f-  p^  est  la  deviation  totale 
de  Taxe  C  dans  Funite  de  temps,  tandis  que  VS*-f-  y]^  represente  Tecart  entre  la 
position  temporaire  du  pole  C  et  le  pole  G  du  plan  invariable,  qui  coincide  tou- 
jours  a  tres  peu  pres  avec  le  pole  de  rotation.  Les  equations  (9)  montrentque 
le  pole  de  rotation  decrit  un  cercle  autour  de  C  en  3o5  jours;  on  y  retrouve  le 
cycle  eulerien.  Mais,  comme  le  pole  d'inertie  C  se  deplace  lentement  en  par- 
courant  une  trajectoire  rectiligne  a  la  surface  du  globe,  la  trajectoire  terrestre 
du  pole  de  rotation  est  en  realite  une  cycloide  allongee  ou  raccourcie  (*).  Dans 
ces  conditions,  la  periode  de  3o5  jours  serait  tres  difficile  a  demeler,  et  Tam- 
plitude  de  la  variation  des  latitudes  cesserait  d'etre  constante. 

Les  quantites  a,  p  pourront  toujours  etre  considerees  comme  tres  petites; 
c'est  ce  qui  resulte  des  donnees  numeriques,  relatives  au  deplacement  du  pole 
d'inertie,  que  nous  avons  reunies  au  n^  208.  M.  Darwin  a  essaye  de  calculer 
la  deviation  du  pole  C  que  produirait  le  soulevement  graduel  d'un  continent, 
accompagne  d'un  affaissement  correspondant,  dans  les  conditions  qui  assurent 
le  maximum  d'effet. 

II  a  fait  le  calcul  pour  une  serie  d'aires  de  soulfevement  qui  representent 
des  fractions  donnees  de  la  superficie  du  globe,  et  pour  un  exhaussement  final 
de  loooo  pieds,  que  nous  avons  reduit  a  100™  : 


Aire  de  soulevement. 

Ddviation  pour  loo™. 

0,001 

4/1 

0,00  5 

•29. 

0,010 

44 

o,o5o 

?AO 

0 , 1 00 

387 

0,200 

660 

o,5oo 

950 

(*)  E.  Hill,  Elementarx  disciissio/i  of  the  influence  of  geological  change  on  the  Earth's  axis  of 
rotation  {Proc.  Cambridge  Phil.  Soc,  t.  HI).  —  Schiaparklli,  De  la  rotation  de  la  Terre, 
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L'Afrique  represente  une  aire  de  0,059,  I'Amerique  du  Sud  o,o33.  On  voit 
qu'un  soulevement  de  i"*  parsiecle,  s'etendant  sur  une  aire  de  o,o25  (avec  de- 
pression d'uneaire  egale)ne  donnerait  encore  qu'une  deviation  de  i",  soit  o",oi 

par  an,  d'oii  -  \/ol'^-\-  P*  =  o",ooi3.  En  negligeant  -.  ->    les   equations  (8) 
donneraient 

II  faut  ajouter  que  Teffet  qui  pent  resulter  d'un  soulevement  est  considera- 
blement  diminue  s'il  s'agit  d'une  intumescence  causee  par  la  dilatation  des 
couches  profondes.  Ainsi,  en  supposant  que  le  gonflement  commence  a  une 
profondeurdeSo*'"",  M.  Darwin  trouve  que  la  deviation  pour  ioo™estreduite  a  ~ 
de  sa  valeur,  et  pour  une  profondeur  de  640''™,  a  j^. 

II  nous  reste  a  considerer  un  changement  brusque,  tel  qu'il  resulterait,  par 
exemple,  d'un  tremblement  de  terre.  Dans  ce  cas,  les  quantites  a,  p  ne  dif- 
ferent de  zero  que  pendant  un  tres  court  intervalle,  et  nous  pourrons  faire  /  =  o 

sous  le  signe  / ,  dans  la  formule  (4)»  qui  donne  alors  (pour  X  ==  JJ^  =  v) 


ou  bien 


(10) 


5=  -  /  (xsinvldt  —  /  j3cosv7^/  h-  JqCOSv^  —  yjoSinv^ 

(  1  =  (^o~"  /  P^^)  cosv/  —  (t]o-^  I  ocdn  sinv^, 
/  n  =  Uo—  /  P^M  sinv/-f-  f  yjo-h  I  adtj  cosvl. 


En  supposant  que  la  secousse  a  lieu  au  moment  /  =  o,  les  valeurs  de  ?,  yj 
seront,  immediatement  apres, 

(II)  ^,  =  £0— /P^^^         niz=zno-i-  fadl; 


on  aura  ensuite 

(12) 


1  =  ^,  cosv^  — Yjj  sinv/, 

TO  =r  5,  Sinv/  -f-  YJiCOSV/. 


Ainsi,  la  secousse  change  brusquement  Tamplitude  v^5J  -f-  rjo  en  v^5J-+-r]%  et 
la  circulation  du  pole  de  rotation  reprend  avec  la  nouvelle  amplitude,  la  pe- 
riode  restant  la  meme.  Les  formules  (11)  montrent  que  les  accroissements  des 
distances  \^^  y]^  proviennent  uniquement  des  deviations  p,  a  de  I'axe  C,  d'oii  il 
suit  que  le  pole  de  rotation  n'est  pas  ecarte  du  pole  G. 

D'apres  ce  qui  precfede,  on  a  d'ailleurs,  pour  A  =  B, 

(J,  —  A»  "^  H»  "^  (:»  ~  C»      \ A«      cv  ^^  "^  "^  ^' 
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r  c  —  \ 


ou,  sensiblementt 


(i3)  C(.  =  G,         — ^--c"- 

En  transportant  une  masse  \l  des  poles  a  Tequaleur,  on  aurait  rfC  =  -h  (xR*, 

et,  si  elle  elait  dislribuee  uniformement  sur  le  globe  enticp,  rfC  =  4- ^  (xR* ; 
d'oii,  selon  le  cas, 

(i4)  —=  —  3^        ou         —  — — ^o' 

Supposons,  avec  M.  Helmert,  que  les  regions  polaires  soientcouvertes  d'une 
couche  de  glace  de  5"  d'epaisseur  sur  une  etendue  egale  a  o,o4  de  la  surface 
terrestre,  et  que  la  fonte  des  glaces  distribue  cette  masse  d'eau  dans  les  mers 
du  globe;  on  aura 

—  1=  —  0,000000034, 

ce  qui  signifie  que  la  duree  de  Tannee  sera  (en  apparence)  abregee  d'une 
seconde,  celle  du  jour  sideral  augmentant  d'environ  ^  de  seconde. 

M.  G.  Darwin,  comme  I'a  fait  aussi  M.  Schiaparelli,  examine  encore  Thypo- 
these  d'une  certaine  plasticite  de  la  Terre,  ou  Taxe  principal  C  tendrait  toujours 
a  se  deplacer  dans  Tinterieur  du  globe,  de  manifere  a  se  rapprocher  de  I'axe  de 
rotation.  Cette  adaptation  du  spheroide  (adjustment  to  the  form  0/  equilibrium) 
pourrait  avoir  lieu  par  secousses  brusques,  apres  des  intervalles  pendant  les- 
quels  les  tensions  interieures  iraient  en  croissant.  Mais  la  deformation  et  Tadap- 
tation  pouvaient  aussi  avoir  lieu  d'une  maniere  continue,  a  des  epoques  recu- 
lees,  oil  la  Terre  n'avait  pas  encore  sa  rigidite  actuelle. 

219.  Changement  possible  de  Tobliquitd  de  rScliptique.  —  Au  point  de 
vue  de  la  Geologic,  il  pent  etre  interessant  de  chercher  si  de  lentes  variations 
des  moments  d'inertie  n'entraineraient  pas  un  changement  seculaire  de  Tobli- 
quite  de  Tecliptique.  On  pent  elucider  ce  point  de  la  maniere  qui  suit. 

En  prenant  n  =  const.,  <p  =  «/  et  posant 

3 
4 

les  equations  diflerentielles  du  n°  171  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
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vante,  oil  nous  n'avons  conserve  que  le  terme  non  periodique  de  U, 

(  X^  -^(C-B)nq-.      (C-B)Ncoscp, 
(i5)  < 

/  B^  _-(C-A)/i;^=:-(C  — A)Nsin9, 

et  elles  sont  verifiees  par  les  expressions 

(i6)  /?— — -r-Nsm©,  q  — ^    NCOS9, 

en  traitant  toujours  N  comme  une  constante.  Supposons  maintenant  que  A, 
B,  C  varient  et  prennent  les  valeurs 

A -ha/,     B-hbt,     C-hct. 

II  faudra  recourir  aux  equations  (16)  du  n®  214  (p.  528).  iVIais,  en  designant 
desormais  par/?,  q  les  rotations  moyennes  et  nous  hornant  ici  aux  termes  indis- 
pensables,  la  premiere  equation  se  reduit  a  celle-ci 

(17)  {\-hat)-^  -i-  {C--B)nq-hap^t(c  —  b)  (N  0089-/1^), 

qui  devient,  en  mettant  pour/?,  q  leurs  valeurs  approchees  (lO), 

A-/-  H-  (C  —  B) /i<7  —  (c  —  />) -N/ cosy  —  a       ,     N  ( /  cosy  H )• 

En  faisant  A  =  B  et  posant,  pour  abreger  (*)» 

C-A  ,         N  ,         N 

les  equations  differentielles  deviennent 

-p  H-  v^i  =      (c  —  ^)  9  COS9  —  va(9  COS9  -h  sin9), 

(•8)  <;  ^ 

-j^    -  v/?,  r  :  -  -  (f  —  a)  9  sin9  -4-  v^(9  sin9  —  COS9). 

On  tire  de  la 

fava  — (1 -+- V*) />  c       "I  f     c  i\       ' 


(<)  La  lettre  v  a  ici  la  signification  qu'elle  avail  au  n°216. 
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puis,  en  faisant  usage  de  la  relation  ^ ;  =  y  sincp  — /^coscp, 


C    ^dB      I  —  V  a  -+-  6 

=rr  /l"  --=-   = 

N         dt  1-4-V         2 


c             ^  — a/i-f-v  .        \ 

—  7 H ( cos  2  9  H- 9  sin  2  9  ) 

(i4-v)*  2       \1  —  V  ^         ^  V 


Si  lious  remplaQons  i  ±:  v  par  Tunite,  la  variation  seculaire  de  Tobliquite  6 
est  donnee  par  la  formule 

dB       3  m*,  ^    .       -,  a  4-  6  —  2  c 

-7-  =  7  -Y(n-6)sin20 -, 

dt       L\  n}  '  2C 

ou  bien 


(19) 


dB  __a-¥  b    -  26'  Psin^* 
dt  C  —  A  2  /e 


en  designant  par  P  la  constanie  de  la  precession  (5o").  Cette  formule  montre, 
comme  le  faitremarquer  M.  Darwin,  que  le  changement  seculaire  de  Tobliquite 
serait,  dans  tous  les  cas,  extremement  petit,  et  insuffisant  pour  expliquer  des 
revolutions  geologiques. 

220.  D6placement  des  pdles  par  les  marges.  —  La  theorie  des  marees 
n'ayant  pas  ete  traitee  dans  ce  Volume,  nous  nous  bornerons  a  considerer  Teflet 
qu'une  intumescence  liquide  pcutexercer  sur  le  mouvcment  de  rotation  de  la  ' 
Terre,  que  nous  supposerons  entierement  recouverte  par  les  eaux. 

On  salt  que  Tattraction  du  Soleil,  aussi  bien  que  celle  de  la  Lune,  produit 
deux  intumescences  aux  deux  extremites  du  diametre  terrestre  dirige  vers 
Tastre  troublant.  Ce  n'est  la,  sans  doute,  qu'une  idee  grossiere  d'un  phenomene 
tres  complexe;  mais  elle  suffit  pour  notre  objet.  II  en  resulte  un  deplacement 
periodique  du  pole  d'inertie  C. 

Nous  allons  considerer  separement  TefTet  de  chacun  des  deux  astres.  L'action 
de  la  Lune  etant  environ  deux  fois  plus  forte  que  celle  du  Soleil,  nous  suppose- 
rons que  c'est  elle  qui  souleve  TOcean. 

En  faisant  abstraction  de  la  maree,  on  aurait  A  =  B;  mais  les  protuberances 
qui  resultent  de  I'attraction  differentielle  de  la  Lune  sur  les  deux  hemispheres 
opposes  detruisent  Tegalite  des  deux  moments  d'inertie,  et  nous  avons  mainte- 
nantB>A.  L'axe  Oo;,,  auquel  se  rapporte  le  moment  d^inertie  A,  estsituedans 
le  plan  du  meridien  de  la  Lune.  L'axe  0;;,  est  devie,  et  le  pole  d'inertie  porte 
de  Co  en  C;  il  tourne  autour  de  Co  a  mesure  que  la  maree  se  deplace  en  faisant 
le  tour  du  globe. 

SoientS  la  surface  de  la  Terre,  Msa  masse,  et[jL  =  ^Aj  celle  d'une  protuberance 

liquide  de  hauteur  h  et  dc  base  s\  nous  aurons 

\k  I       h  s  _  h  s 

JVi       5 ,  56  U  S  ~  3 J  4oo  ooo  S 
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Si  nous  supposons  que  le  centre  de  la  protuberance  se  trouve  sur  le  parallele 
de  20°,  les  formules  (i)  du  n°  208  montrent  que  la  deviation  du  pole  sera  (en 
reunissant  Teffet  des  quatre  protuberances,  positives  ou  negatives) 

M    sin  r  ^        S 

oil  4^<  S.  En  prenant  h  =  o"',6,  la  deviation  serait  encore  inferieure  a  i". 

La  Vitesse  de  rotation  v  de  I'axe  Oar<  autour  de  O5,  est  approximativement 

egale  a  celle  de  la  Terre  (ou  plutot  a  w^  =  j-  w,  la  periode  etant  de  24'*  5o™), 

mais  elle  est  dirigee  en  sens  contraire,  de  sorte  que  y  =  —  co,. 

L'axe  0:;,  tourne  autour  de  Oo?,  avec  la  vitesse  a,  et,  en  designant  par  c  la 
distance  CCq,  exprimee  en  fraction  du  rayon  terrestre,  et  positive  quand  C  a 
marche  vers  0;r^,  on  aura 

a  =  — cy  =  ca)i,         P  =  o. 

La  distance  c  varie  d'ailleurs  lentement,  et  nous  pouvons  poser 

c=:Cq  sin  mtf 

en  designant  par  m  le  moyen  mouvement  diurne  de  la  Lune  (ou  du  Soleil).  Les 
formules  (G)  du  n®  218  donnent  alors,  en  faisant  $„  =  yj^  =  o, 

^  =  CoCi)i  I  sinmt  sinv {t  —  ^)  dt, 
(20)  { 

Yji=:CoCi)|  I  sinmtcosv{t '-l)dt, 


oil  nous  avons  maintenant 

3o5 


Ci) 


ou  approximativement  v  =  a)< ,  de  sorte  que  m  est  27  fois  (ou  354  ft>is)  plus  petit 
que  V.  On  trouve  ensuite 

2(  V  —  m  V-h/W  lo 

/.       ,          /,      7x^,       I  icos[(v  — m)/  — vi]       cos[(v-hm)^  — v7])^ 
sin/n/cosv(^— ^)a^  = -{ *^^ ^ s^^ ^  , 
2|                 V  — m                                       V-h/7l  )o 

et  en  faisant  tour  a  tour  /  =  o  et  /  =  /,  il  vient 

c.  msmvt  —  vsinm^ 

(21)  { 

m(cosw/  —  cosvO 

•n  —  cov 2 = -' 
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On  voit  que  y]  est  beaucoiip  plus  petit  que  5-  En  ncgligeant  (  — )  >  on  aurait 

i   ^1-^  — Co(  sin/?«^  —  — sinv^  J, 
(22)  < 

I  Y]  —      Co  — (cosm/ —  cosv/). 

Ainsi,  Ic  mouvement  relalif  du  pole  C  ct  du  pole  G,  dont  le  pole  de  rotation  I 
s'eloigne  tres  peu,  est  essentiellement  caracterise  par  Tcquation 


en  negligeant  les  tcrmes  multiplies  par  -  )•  II  s'ensuit  que  le  pole  de  rotation 

coincide  toujours,  a  tres  peu  pres,  avec  le  point  fixe  Co  qui  represente  la  posi- 
tion moyennc  de  C.  Ses  ecarts  sont  de  Tordre  de  -Co  —  -c^;  rapportes  a  des 
axes  fixes  dans  le  globe,  ils  seraient 

I 

27 

y  = Co(i  —  cosm^cosvO. 

^  27   ^  / 

En  admettant  que  Cq  reste  <t",  ces  variations  ne  depasseraient  pas  o",  037; 
Tamplitude  totale  de  la  variation  diurne  atteindrait,  dans  certains  cas,  o",o7. 

Nous  avons  suivi,  dans  cette  demonstration,  les  indications  de  M.  Helmert, 
qui  fait  encore  remarquer  que  I'axe  de  rotation  de  la  Terre  deformee  par  la 
maree  est  aussi  celui  du  spheroide  solide. 

221.  E£Fet  du  frottement  des  marges.  Variability  du  jour  sid6ral.  — 

L'idee  que  le  phenomene  des  marees  doit  exercer  une  influence  sur  la  duree  du 
jour  sideral,  en  ralentissant  la  rotation  de  la  Terre,  n'est  pas  nouvelle.  Elle  a 
ete  enoncee  par  Emm.  Kant,  en  i']5^\^  dans  une  Note  qui  contient  ia  solution 
d'une  question  proposee  par  I'Academie  de  Berlin.  On  la  trouve  egalement  for- 
mulee  dans  la  Dynamique  celeste  de  R.  Mayer  (1848),  citee  par  M.  Tyndall  dans 
son  Livre  sur  la  CAafewr  (r863).  W.  Ferrel,  en  186^,  et  Delaunay,  en  i865, 
signalent  dans  cette  augmentation  de  la  duree  du  jour  sideral,  due  aux  marees, 
la  cause  possible  de  I'acceleration  seculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune  (*). 
Imaginons  la  Terre  recouverte  par  les  eaux;  la  surface  de  la  mer  tend,  a 
chaque  instant,  a  prendre  la  forme  d'un  ellipsoide  dont  le  plus  grand  axe  passe 
par  la  Lune,  et  la  suit  dans  son  mouvement  diurne.  Mais  les  frottements  et  les 


(*)  Comptcs  rcndus  dcx  seances  de  rAcad(fmic  des  Sciences,   ii  d^cembro  i865,  22  et  29  Janvier 
1866.  —  Thomson  et  Tait,  Treatise  on  natural  Philosophy, 
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resistances  que  rencoiitrent  les  eaux  entrainees  par  la  Lune  font  que  rellipsoide 
d'equilibre  est  constamment  un  pcu  en  arriere  de  sa  position  theorique;  on  sail 
que  la  pleioe  mer  arrive  toujours  quelque  temps  apres  Ic  passage  de  la  Lune  au 
meridien;  au  large,  le  retard  est  de  deux  ou  trois  heures.  Les  deux  protube- 
rances liquides  se  trouvent  done  aux  extremitcs  d'un  diametre  terrestre  qui 
passe  un  peu  a  Test  de  la  Lune,  et  les. forces  qui  tendent  a  les  eloigner  Tune  et 
Fautre  du  centre  de  la  Terre  font  naitre  un  couple  qui  agit  en  sens  contraire  de 
la  rotation  actuelle,  et  qui  doit,  par  consequent,  la  ralentir.  On  pcut  dire  que 
les  eaux  de  I'Ocean  sont  trainees,  sur  la  surface  du  globe,  comme  un  frein  qui 
en  diminue  insensiblement  la  vitesse. 

Ce  n'est  pas  tout.  La  reaction  des  marees  sur  la  Lune  produit  une  acceleration 
de  sa  vitesse  orbitaire,  que  Ton  pent  comparer  a  une  resistance  negative,  et  dont 
Teffet  definitifse  traduit  par  une  diminution  du  moyen  mouvcment,  comme 
Teffetd'un  milieu  resistant  se  traduit,  en  derniere  analyse,  par  une  acceleration. 
Cette  diminution  rcellc  compense,  en  partie,  Taccelerationapparentequi  resulte 
de  I'augmentation  de  la  duree  du  jour  sideral. 

Nous  allons  essayer  de  nous  faire  une  idee  de  Tordre  de  grandeur  de  ces 
effets.  Reprenons  la  derniere  des  equations  (i6)  du  n**  214  (p.  :>28).  En  suppo- 
sant  que  la  Lune  se  trouve  sur  Tequateur  celeste,  nous  aurons  a  —  p  =  o,  et, 
par  suite, 

cg^  (B-A)/?^=:N„ 

le  moment  d'inertie  C  etant  sensiblement  constant.  La  difference  B  —  A  n'est 
due  qu'a  Texistence  de  la  maree,  et  le  produit  (B  —  A)/>y  pourra  etre  neglige; 
en  ecrivant  n  a  la  place  de  p,  nous  aurons  simplement 

Le  moment  de  rotation  N,,  relatif  a  Taxe  polaire,  depend  de  B  —  A.  En  remon- 
tant aux  relations  (i5)  du  n"  172,  on  voit  que 


N,.-3f(B-A)M;^, 

oil  ?',,  ri\  sont  les  coordonnees  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes  principaux  0^,, 
Oy,,  dont  le  premier  fait  avec  le  meridien  de  la  Lune  Tangle  constant©,  de 
sorte  qu'on  a 

Jj  :  -p'cosO,         tj'j  ---    -p'siiiB. 

En  faisant  usage  des  notations  du  n''  183,  on  trouve  finalemenl 

(i)  -77 m'e    -  ^, —  sin20. 

at  2  C 
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Si  nous  admettons  que  le  retard  de  la  marec  est  de  trois  lieures,  nous  avons 
20  —  90**,  et  I'angle  que  la  Terre  decrit  pendant  le  temps  t  devient 

/,  ,        3    B  —  A     ,  « 

n  dt  -n't—  jt  -     —  m^  l\ 

Le  dernier  lerme  exprime  le  retard  angulaire  de  la  rotation  au  bout  de  ce  temps, 
retard  auquel  correspond  une  avance  apparenfe,  vingt-sept  ibis  plus  faible,  de 
la  Lune  dans  son  orbite.  En  prenant  pour  unite  de  temps  I'annee,  nous  aurons 
m  =  2ir;  ensuite  £  —  2,18,  et,  en  divisant  par  sin  i'\  le  retard  angulaire  de  la 
Terre,  en  secondes  d'arc,  devient 

( 3 )  1 3  3oo  000  —  1 —  /'. 

L'accroissement  relatif  de  la  duree  du  jour  sideral  serait 

n'-n  _  3    w «  B_—  A    _  B       A  J 
^  '^  '  /I       ""2%        C  C        18' 

En  multipliant  ce  rapport  par  86400,  on  aurait  Taccroissement  du  jour  en 
fractions  de  seconde. 

L'effet  dont  il  s'agit  ici  etant  a  la  fois  proportionnel  a  la  force  perturbatrice 
de  la  Lune  et  a  la  difference  B  —  A  (c'est-a-dire  a  la  hauteur  de  la  maree  que 
produit  cette  force),  on  voit  qu'il  depend  des  termes  du  second  ordre,  que 
Laplace  neglige  dans  sa  theorie  des  marees. 

La  difference  B  —  A  pourra  etre  consideree  comme  provenant  de  deux  me- 
nisques  d'eau  qui  occupent  sur  Tequateur  une  etendue  de  2X  degres  et  dont  le 
sonimet  s'eleve  a  A  metres;  il  faut  y  associer  deux  menisques  negatifs,  places 
d'une  maniere  symetrique.  Si  le  rayon  X  ne  depassait  pas  une  dizaine  de  degres, 
il  suffirait  de  faire 

(5)  B  -  A  -  4|jlR«  -  I  ttAR*  sin'X, 

la  masse  [jl  d'un  menisque  etant,  a  tres  peu  pres,  celle  d'un  cone  de  meme  base 
et  meme  hauteur.  Pour  une  etendue  plus  considerable,  on  trouve 

8smA 

On  arrive  a  cette  expression  enrepresentantTelevation  de  I'eaupar /«( i  — ^^^V 
En  prenant  C  =  JMR^  il  vient 

(6)  — - —  =\-R»sm=X^ . 

CM  12  000  000 
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Avec  X  =  io°,  h  -  - 1"",  on  trouverait  — -, —  =  -. >  en  nombre  rond,  et  la 

Li  i\oo  ooo  ooo 

formule  (3)  donnerait,  pour  le  retard  angulaire, 

soil  un  retard  seculaire  de  332'  --  22%  auquel  correspond  une  avance  apparente 
de  la  Lune  d'environ  i2"parsiecle.  La  duree  du  jour  augmenterait  deo%ooooi2 
par  an  d'aprcs  la  formule  (4). 

D'apres  Laplace,  Tequation  seculaire  do  la  longitude  mdyenne  de  la  Lune, 
qui  resulte  de  la  variation  de  Texcentricite  de  I'orbite  terrestre,  a  pour  expres- 
sion 10",  18./^,  ce  qui  donne  une  avance  dc  10"  par  siecle  ou  une  acceleration 
seculaire  du  moyen  mouvement  de  10".  Mais  en  i853  M.  Adams  annonga  que  le 
coefficient  theorique  devait  etre  reduit  a  G".  Les  calculs  de  Delaunay,  de 
MM.  Cayley  et  Airy  ont  confirme  ce  resultat,  dont  Texactitude  n'est  plus  con- 
testee.  Or  le  coefficient  employe  dans  les  Tables  dc  Hansen  est  deux  fois  plus 
fort  (12",  1 8);  dans  sa  Theorie  de  la  Lune,  Hansen  le  porte  meme  a  12",  56.  11  est 
vrai  qu'il  arrive  a  ce  resultat  par  une  voie  plus  ou  moins  empirique;  mais  il 
trouve  que  le  coefficient  de  1  2"  est  necessaire  pour  rcpresenter  les  anciennes 
eclipses  (*).  D'apres  M.  S.  Newcomb,  les  eclipses  conduisent  a  une  valeur  plus 
faible  (8",/|  ou  10", 9).  II  resterait  done  a  rendre  compte  d'une  difference  d'en- 
viron  6"  entre  le  coefficient  empirique  et  sa  valeur  theorique,  si  Ton  adoptait 
le  resultat  de  Hansen,  ou  d'une  difference  de  2",  5  a  5",  si  Ton  s'en  tcnait  aux 
nombres  de  M.  Newcomb.  C'est  pour  expliquer  celle  difference  que  Ton  a  songe 
a  invoquer  le  frottement  des  marees. 

Si  le  phenomene  des  marees  etait  aussi  simple  que  nous  I'avons  suppose  plus 
haul,  on  a  vu  quMl  serait  facile  de  rendre  compte  d'une  acceleration  meme  plus 
forte  que  celle  qui  semble  indiquee  par  les  eclipses,  puisque  nous  avons  trouve 
un  coefficient  d'environ  12"  en  prenant  X  =  fo*\  Mais  le  phenomene  en  ques- 
tion est  singulieremcnt  complique.  II  faut  aussi  tenir  compte  de  la  reaction 
des  marees  sur  le  mouvement  de  la  Lune,  reaction  qui,  tout  en  accelerant  la 
vitesse  orbitaire,  produit  en  definitive  une  diminution  du  moyen  mouve- 
ment (').  Le  retard  qui  en  resulte  est  a  peu  pres  la  moitie  de  Tavance  apparente 
de  la  Lune  qui  correspond  a  Taccroissement  de  la  duree  du  jour;  Tavance  se- 
culaire de  12"  se  trouve  ainsi  reduite  a  G'. 

Pour  le  comprendre,  nous  allons  recourir  au  principe  de  la  conservation 


(»)  Hansen  avail  obtenu  11"  on  regardant,  a  tort,  conime  invariable  la  vitesse  ar^olaire  moyenne  de 
la  Lune;  mais  il  a  reconnu  I'exactitude  des  calculs  de  M.  Adams  (Coniptes  re ndus des  stances  de  I'A- 
caddmie  des  Sciences,  26  mars  1866). 

(')  C'est  ainsi  que  Tellipticitd  de  la  Terre  introduil  dans  la  latitude  dc  la  Lune  une  petite  in6galit6 
de  8",  qui  ddpend  du  sinus  de  la  longitude  et  qui  est  la  reaction  de  la  nutation. 
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des  aires.  Supposons  Torbite  de  la  Lune  circulaire  et  situee  dans  le  plan  de 
I'equateur;  soient  M'  sa  masse,  m!  son  moyen  mouvement,  p'  sa  distance  a  la 
Terre.  Pour  la  somme  des  aires  que  la  Terre  et  la  Lune  decrivent  autour  de  leur 
centre  de  gravite  commun,  nous  prendrons  simplement  M'w'p';  en  ajoutant 
celle  qui  provient  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  nous  aurons 

(7)  M'/n'p'*H-  C/i  — const., 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  m"*p'*  ~  A,  il  vient 

i 
MM  — 7  j  -f- C 71  =  const., 

d'oii  Ton  tire 

1 

-  i  M' f -^Vam'-f- C 3/1  -  o 

ou  bien 

3m'_  JC    _  M  V^ 
^^  on  ~M'p'*  ~"  M'  p'*' 


On  trouvc  ainsi,  a  peu  pres, 

45 


6  m' zrz  —rdn. 


En  designant  par  T,  T'  les  durees  du  jour  et  de  la  revolution  de  la  Lune,  on 
aurait  2ir  —  wT  —  m'T,  et 

ST       T'2  dm' 

oi  ~  "F  dn  "^^  '7.  ^  Pcu  pr^s. 

11  s'ensuit  que,  si  le  frottement  des  marees  produit,  dans  la  rotation  de  la 
Terre,  un  retard  seculairc  de  33o',  la  Lune  sera  retardee,  par  la  meme  cause, 

33o 

do    ^-  =  7",  qu'il  faut  rctrancher  de  Tavance  apparente  de   12'.   Le  retard 

physique  representc  les  trois  cinquiemes  de  Tavance  apparente. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  n'est  qu'une  approximation  grossiere. 
M.  G.  Darwin  a  etudie  la  question  d'une  maniere  plus  approfondie,  et  il  a  trouve 
que  les  divers  effets  que  nous  avons  a  considerer  ici  sont  dans  les  rapports 
suivants : 

Rapports. 
It 

Retard  s(3culaire  de  !a  Terre 33o  !)5 

Avance  apparente  do  la  Lune 12,0  7. 

Retard  r6el  de  la  Lune  (r(^action) C,o  i 

Avance  d6finitive  de  la  Lune G,o5  i 

Nous  avons  voulu  seulemeht  donner  une  idee  de  I'ordre  dc  grandeur  des  pertur- 
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bations  que  le  phenomene  des  marees  pent  introduire  dans  le  inouvement  de 
rotation  dc  la  Tcrre.  Les  effets  que  nous  avons  calcules  ne  se  presenteront  que 
dans  des  circonstances  favorables;  il  y  aura,  en  realite,  beaucoup  de  compen- 
sations. 

Si  Taction  des  marees  a  pour  effet  de  ralentir  la  rotation  de  la  Lune,  Toscilla- 
tion  diurne  du  barometre  doit,  au  contraire,  comme  Ta  fait  observer  Sir  W. 
Thomson,  I'accelerer  dans  une  faible  mesure,  parce  que  le  sommet  de  la  vague 
atmospherique  semi-diurne  se  trouve  a  Touest  du  Soleil.  Grace  a  cette  accelera- 
tion, laTerre,  consideree  comme  un  chronometre,  serait,  au  bout  d'un  siecle, 
en  avance  de  2%  7. 

Parmi  les  causes  qui  peuvent  diminuer  Taction  retardatrice  des  marees,  nous 
citerons  encore  le  refroidissement  seculaire  du  globe  et  la  contraction  qui  en 
resulte;  mais  cet  effet  n'a  qu'une  importance  tres  secondaire.  II  y  a,  d'autre 
part,  une  cause  qui  agit  dans  le  raeme  sens,  dans  le  sens  d'un  retard  :  c'estla 
chute  incessante  des  meteorites  qui  viennent  s'ajouter  a  la  masse  terrestre.  Les 
pluies  d'etoiles  filantes  semblent  prouver  Texistence  de  nuages  de  poussiere 
cosmique  remplissant  les  espaces  interplanetaires;  la  Terre  ct  la  Lune,  en  ba- 
layant  ces  espaces,  recueillent  les  poussieres  qui  s'y  trouvent,  et  leur  masse 
s'accroit  ainsi  d'unc  maniere  continue.  Cette  cause  a  ete  invoquee  par  Ch.  Du- 
four  (*)  comme  pouvant  expliquer  une  partie  de  Tacceleralion  seculaire  de  la 
Lune.  Plus  tard,  Oppolzer  a  essaye  de  calculer  Tacceleration  de  la  Lune,  due  a 
cette  cause,  en  tenant  compte  non  seulement  de  Taugmentation  de  la  duree  du 
jour  sideral,  mais  encore  de  Taccroissement  de  la  masse  de  la  Lune  et  de  la  di- 
minution de  sa  vitesse  tangentielle  qui  resulte  du  choc  des  meteores  (^). 

Cherchons  d'abord  Teffet  qui  resulterait  du  ralentissement  de  la  Terre  par  un 
lest  de  poussiere  cosmique.  Nous  avons  vu,  au  n^218  (p.  533),  qu'une  masse  [jl, 
distribuee  a  la  surface  du  globe,  produit  une  diminution  de  la  vitesse  de  rota- 
tion CO  qui  est  donnee  par  la  formule 

Or  une  avance  seculaire  de  G"  represente  une  acceleration  de  12",  ou 
(Je  ^^^^^^^^^  de  la  vitesse  moycnne  de  la  Lune,  qui  s'expliquerait  par  un  retard 
equivalent  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre;  il  faudrait,  pour  cela,  que  dans 
le  cours  d'un  siecle  la  masse  terrestre  s'accrut  de 

M 

fz--=-.  -,-- -=3700'^-% 

^      289  000  000        ' 


) 


(1 )  Comptes  re/idus  des  seances  de  rAcademie  des  Sciences,  9  ayril  1866,  p.  840. 

(2)  Asironomischc  Nachrichten,  n"  2573.  —  Bulletin  (uHronoiniqiie,  1. 1,  p.  109  et  212. 
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en  prenant  la  densite  des  poussicres  meteoriques  egale  a  la  densite  moyenne  du 
globe  (ou  de  7400"*"*^,  en  la  supposant  plus  faible  de  moitie).  Cela  rcpresente 
une  chute  annuelle  de  37''"*^  d'aerolithes,  ou  d'environ  100  millions  de  metres 
cubes  par  jour;  elle  couvrirait  la  Terre  d'une  couche  de  7™°",  2  par  siecle,  ou  de 
o°*'",ooo2  par  jour.  En  poids,  c'est  un  lest  de  plus  de  55o  milliards  de  kilo- 
grammes par  jour.  M.  Newton  evalue  la  pluic  de  poussieres  cosmiques  a  envi- 
ron 100000''^  par  jour;  c'est  moins  de  j^ui^nio  ^^  '^  quantite  requise. 

II  est  vrai  qu'il  y  a  Tappoint  fourni  par  I'acceleration  reelle  de  la  Lune,  qui 
est  un  pen  plus  grand  que  I'acceleration  apparente  resultant  du  ralentissement 
de  la  Terre. 

D'apres  ce  qui  precede,  une  couche  de  poussiere  de  i™™produit  un  retard 

6" 

seculaire  de  —  =  o^83.  Oppolzer  trouve  o",68,  parce  qu'il  suppose  la  Terre 

homogene,  ce  qui  revient  a  augmenter  le  moment  d'inerlie  dans  le  rapport 
de  5:G.  En  designant  par  A  la  hauteur  de  la  couche  en  millimetres,  on  aurait 
done  a  introduire  dans  Texpression  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  le 
terme  h-  o'\GSht^.  Pour  les  coefficients  des  tcrmes  qui  resultent  de  Taugmen- 
tation  des  masses  des  deux  corps  celestes  en  presence,  et  de  la  resistance  occa- 
sionnee  par  les  chocs  des  meteores,  il  trouve  respectivement  ©",87  et  o",  26,  de 
sorto  que  I'elTet  total  devient 

(o%87  -H  o^'26  -4  o\6S)/U^::.-  i",8i  yi/*. 

Jl  suftirait  done  d'une  couche  de  3""", 3  par  siecle  pour  rendre  compte  d'un 
retard  deG".  Mais  les  donnees  fournies  par  Tobservalion  des  etoilcs  filantes  sont 
encore  tellemenl  loin  de  ce  chiffre,  qu'elles  ne  nous  permettent  pas  de  nous 
arreter  a  Texplication  proposee. 

Une  etude  approfondie  de  rinfluence  de  la  circulation  des  eaux  et,  en  gene- 
ral, des  phenomenes  meteorologiques  sur  la  rotation  terrestre,  serait  assure- 
inent  interessante. 

11  y  aurait  aussi  interet  a  chercher  directement  des  indices  de  la  variabilite 
du  jour  sideral.  M.  Nevvcomb  a  fait  quelques  tentatives  dans  ce  sens  (*).  En  de- 
hors de  quelques  inegalites  inexpliquees  du  mouvement  de  la  Lune,  il  a  signale 
certaines  irregularites  que  semblent  trahir  les  eclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
discutees  par  M.  Glasenapp.  Mais  ces  sortes  de  recherches  sont  tres  delicates,  et 
sujeltes  a  une  foule  de  causes  d'erreur. 

S'il  existe  des  inegalites  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  ce  no 
sont  pas  nos  montres  qui  pourront  nous  les  reveler,  puisque  leur  marche  est 
reglee  sur  la  rotation  terrestre;  mais  les  variations  de  la  duree  du  jour  se  refle- 


ct) On  t/ic  possible  variabilUf  of  the  Earth's  axial  rotation  {.American  Journal  of  Science,  1874: 
Astronomical  Papers,  1. 1;  i88>.). 
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teront,  plus  ou  moins,  dans  les  muuvements  apparents  de  tons  les  astres;  et,  si 
Ton  arrive  a  y  reconnaitre  une  anomalie  commune,  on  pourra  Tattribuer  a  la 
Terre. 

222.  Variations  de  la  verticale.  Deviation  du  fil  ji  plomb  par  Tattrac- 
tion  luni-solaire.  —  I/Ocean,  agite  par  le  flux  et  le  reflux,  peut  se  comparer 
a  un  vaste  niveau  dont  les  oscillations  indiquent  les  changements  continuels 
que  Tattraction  luni-solaire  produit  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  On  peut 
se  demander  si  nos  moyens  d'observation  permettent  de  saisir  ces  changements 
dans  des  phenomenes  moins  grandioses.  II  est  certain  que,  theoriquement,  le 
fil  a  plomb  doit  eprouver  des  deviations  periodiques  dues  a  cette  cause. 

C'esl  Peters  qui,  le  premier,  a  donne  une  theorie  exacte  de  ces  efl*efs  (*).  La 
force  acceleratricc,  due  a  I'attraction  de  la  Lune  sur  un  point  de  la  surface  ter- 
restre,  est  la  resultante  de  cette  attraction  et  de  celle  que  la  Lune  excrce  sur 
Tunite  de  masse,  placee  au  centre  de  la  Terre  (cette  derniere  prise  avec  le  signe 
negatif).  Soient  p,  p'  les  distances  de  la  Lune  au  centre  do  la  Terre  etau  point 
considere;  M'  sa  masse,  s,  z'  les  angles  que  les  directions  de  p  et  p'  forment  avec 
la  verticale;  la  composante  horizontale  de  la  force  perturbatrice  sera 

V  p  *        p' 

et  la  composante  verticale,  opposee  a  la  pesanteur, 

On  a,  d'autre  part, 

p  sin  2  ^  p'  sin  z\        p  coss  rrz  R  -f-  p'cosc', 

et,  approximativement, 

p  —  p'--  Hcosc. 

R'  M 

En  negligeant  -,»  et  faisant^==  fj.jj  on  trouve,  pour  les  deux  composantes, 

exprimees  en  fractions  do  la  pesanteur  g. 


Ces  expressions  se  deduiraient  directement  du  potentiel 

(9.)  \}-..    -(t^COS*^  — I) 

^    ^  -J     p^ 

en  (ormant  —  f,  ^  et  -t,,  • 

n  oz      dK 


( « )  Bulletins  dc  V  Academic  des  Sciences  de  Saint-Pctershourg.  t.  UI ;  1 8  H  •  --  Asironomische  Nacli- 
richtcn,  ii"  507;  i8j>. 


3I0UVEMENT    l)E    ROTATION    d'uN    CORPS   DE    FORME    VARIARLE.  545 


Nous  avons  ici 

M' 

I 

R 

I 

M' 

M 

82' 

P  ~ 

-68' 

M 

\p J  ~  i8oo< 


000  000 


I 
I 


il  s'ensuitque  la  composante  verticale,  qui  agit  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur,  est  negligeable,  ct  que  la  composante  horizontale  produit  unc  deviation 
egale  a 

I  sin  2:;         - 

(3)  . — „  —o% 017  sin 2 5. 

12000000  sini' 

La  deviation  causee  par  le  Soleil  s'obtient  en  divisant  par  £  :^  2,18;  elle  est 

o%oo8  sin  2 3. 

Ces  formules  montrent  que,  sous  Tinfluence  de  Taltraction  luni-solaire,  I'ex- 
tremite  du  fil  a  plomb  decrit,  sur  le  plan  horizontal,  des  courbes  tres  compli- 
quees.  En  ne  tenant  compte  que  de  Taction  de  la  Lune,  et  en  la  supposant  sur 
I'equateur  celeste  (cD  --  o),  la  courbe  se  reduit  a  une  ellipse  qui  passe  par  le  pied 
de  la  verticale;  c'est  ce  qui  resulte  des  expressions  des  deux  composantes  de  la 
deviation,  estimees  suivant  le  plan  du  meridien  et  un  plan  perpend iculaire  : 

Gomp.  N.-S.  —0^017  sin23CosA :  r  ©',017  sinXcosX(i  4-  COS2A), 
Comp.  E.-W.  —  o",oi7sin2r  sin  A  —  o'',oi7  cosX  sin2/2, 

oil  z.  A,  h  sont  la  distance  zenithale,  Tazimut  et  Tangle  horaire  de  la  Lune, 
X  la  latitude  de  Tobservateur. 

On  trouve  des  remarques  interessantes  sur  ce  sujet  dans  les  Rapports  de  la 
Commission  speciale  de  TAssociation  britannique  pour  Tavancement  des 
sciences,  et  dans  deux  Notes  de  M.  Gaillot,  qui  a  etudie  Ics  figures  que  dessine 
Textremite  du  fil  a  plomb  (*). 

En  fraction  de  la  gravite,  le  potentiel  (2)  serait 

et  cette  expression  represente  aussi  Texhaussement  de  la  surface  de  niveau, 
qui  correspond  a  la  perturbation  de  la  gravite.  La  plus  grande  difference  serait, 
pour  la  Lune, 

3  M'  H*  H 

--  Qn»    jj  f| 

2    M     p*  I  2  000  000  '     "  ' 

et,  pour  le  Soleil,  o'",25. 


(')  Bulletin  astronomique,  t.  I,  p.  5o,  ii3,  •J117. 

T.  —  n.  ^c) 
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Les  variations  des  surfaces  de  niveau,  dues  aux  autres  perturbations  de  la 
rotation  que  nous  avons  examinees,  sont  insignifiantes. 

L'attraction  des  eaux  de  la  haute  mer  peut  donner  lieu  a  une  deviation  du  fil 
a  plornb  plus  sensible  que  celle  que  produit  Tattraction  directe  de  la  Lune. 
Aussi  a-t-on  songe  a  utillser  cet  effet  pour  la  determination  de  la  densite 
moyenne  de  la  Terre.  Robison,  en  1804,  a  propose  d'observer,  dans  ce  dessein, 
les  raarees  de  la  baie  de  Fundy,  qui  atteigncnt  jusqu'a  20",  et  W.  Struve,  en 
i844»  a  recommande  le  canal  de  Bristol  oil  la  maree  atteint  io™et  peut  produire 
des  deviations  de  o",2.  Sir  W.  Thomson  (*)  trouve  qu'une  difference  de  3™ 
entre  les  niveaux  de  la  maree  haute  et  de  la  maree  basse  peut  produire  un  ecart 
de  o",o57  entre  les  directions  correspondantes  du  fil  a  plomb. 

Les  formules  du  n*^  39  donnent,  pour  Tattraction  horizontale  d'un  parallele- 
pipede  de  hauteur  tres  petite  A,  symetrique  par  rapport  a  I'axe  Ma?, 

tang  ^  Be 

X—  2fp/ll0g— i 

langi^rf 

ou  bien,  en  supposant  le  point  M  situe  dans  le  plan  du  parallelepipede,  a  une 
distance  finie  a  du  cote  AD  {fig.  4),  et  designant  par  b  la  largeur  AB,  par  ic  la 
longueur  AD,  par  r,  s  les  distances  MA,  MB, 

En  prenant  a^  ioo"S  b  —  c=  100^",  on  aurait 

(6)  X=::2fpAl0g— _• 

I  -\-  V  2 

L'intensite  de  la  pesanteur  etant  d*ailleurs 


g  —  fj-^  —  i^TrfAR, 


la  deviation  cherchee  devicnt 

X       3         p   A  2000 

(7)  "^oTTTTJ/    ~  r.^  .i,.  ,11  T  w  *^S 


^sini"       27: Sim"  A  K         14-1/2 

On  a  ici  -  =  5,56,  et,  en  prenant  h  =  3",  on  trouve  o",o56  pour  la  deviation 

totale  du  fil  a  plomb,  produite  par  une  couche  d*eau  de  3"  qui  s'etend  sur  un 
rayon  d'au  moins  100''"  a  partir  de  la  cote.  En  doublant  la  distance  a,  on  nc 
diminue  la  deviation  que  d'un  dixieme. 


(*)  Treatise  on  natural  Philosophy,  t.  II,  p.  890. 
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II  y  a  quelques  annees,  TAssociation  britannique  a  forrae  dans  son  sein  un 
Comite  charge  de  preparer  les  voies  pour  les  recherches  sur  les  variations  da  la 
verticale  dues  a  Taction  de  la  Lune.  On  a  songe  a  etablir  des  observatoires 
speciaux  {grai^uational  observatories),  MM.  George  et  Horace  Darwin  ont  com- 
mence une  serie  d'observations  a  Cambridge.  Plusieurs Rapports  ont  ete  publies 
depuis  1 88 1.  En  dehors  des  variations  periodiques,  plus  on  moins  nettement 
accusees,  on  a  constate  une  agitation  tres  faible  mais  incessante  du  sol,  d'un 
caractere  seismique,  qui  avail  ete  depuis  longtemps  signalee  par  d'autres  obser- 
vateurs,  notamment  en  Italic  (Rossi,  Bertelli,  Palmieri,  Mocenigo,  etc.), 

Parmi  les  procedes  d'observation  qui  ont  ete  employes  ou  proposes  pour 
constater  les  variations  de  la  verticale,  dues  a  des  causes  quelconques,  nous 
citerons  d'abord  les  niveaux  fixes,  dont  Plantamour  et  d'Orffontfait  usage  apres 
M.  d'Abbadie.  M.  d'Abbadie  prefere  aujourd'hui  Tobservation  reguliere  du 
nadir,  a  Taide  d'un  bain  de  mercure  et  d'une  lentille  a  long  foyer,  installes  au 
fond  d'un  pilier  creux,  au  sommet  duquel  se  trouvent  une  croisee  de  fils  et  un 
microscope  (').  On  pent  encore  utiliser,  pour  les  recherches  de  ce  genre,  le 
pendule  horizontal,  sorte  de  levier  mobile  autour  d'un  axe  qui  fait  un  tres  petit 
angle  avec  la  verticale.  Get  appareil,  dont  le  principe  a  ete  successivement  indi- 
que  par  llengler  (i832),  Perrot  (1862)  et  Zollner  (1869),  a  ete  perfectionne  et 
employe  avec  succes  par  M.  de  Rebeur-Paschwitz  (^). 

II  faut  dire  que  ces  sortes  d'observations  sont  d'une  nature  tres  delicate, 
parce  qu'on  est  embarrasse  de  faire  la  part  des  influences  purement  locales,  de 
la  temperature  et  de  Thumidite  qui  gonflent  ou  contractent  le  sol  et  tordent  les 
piliers  des  instruments.  On  sait  que,  en  18/48,  M.  Henry  a  signale  des  variations 
periodiques  de  1"  ou  3"  dans  les  niveaux  des  axes  et  les  azimuts  des  cercles 
meridiens  de  Greenwich  et  de  Cambridge,  resultats  confirmes  par  M.  Ellis 
en  1859.  M.  Foerster  a  entrepris  recemment  des  recherches  speciales  sur  ces 
mouvements  des  piliers,  qui  dependent  des  saisons.  II  faudra  evidemment  faire 
une  etude  approfondie  des  sources  d'erreurs  que  ces  influences  locales  intro- 
duisent  dans  toutes  les  determinations,  avant  de  songer  a  verifier  directement 
les  dernieres  consequences  des  theories,  developpees  au  dela  des  limites  de  la 
precision  actuelle  des  observations. 


( * )  A .  d'Abbadie ,  Recherches  sur  la  verticale  ( Annales  de  la  Soci^t^  scieutifique  de  Bruxelles,  1 88 1 ) . 
(')  Bulletin  a^tronomique,  t.  IV,  p.  54i ;  t.  VI,  p.  i83. 
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